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Forum mathématique

Envoyez vos contributions a Florent NICAISE (florent.nicaise@prepas.org) ou Julien
BUREAUX (julien.bureaux@prepas.science) par courrier électronique.

B Forum n° 287
Inversibles de M,,(Z)

par Edouard Lucas et Clément de Seguins-Pazzis

¢ Question dEmmanuel Billette. Soient n = 1 et J 'ensemble des inversibles de 1’an-
neau A := M, (Z) (i.e. les matrices a coefficients entiers de déterminant +1). Montrer I'équi-
valence, pour Ae A :

(1) AeJ;

(2) pour tout X € Z", le pged des coefficients de X et celui des coefficients de AX sont
égaux.

Preuve de (1) = (2). On notera pgcd(X) le pged des coefficients d'une colonne X, on
peut se limiter au cas ou pgcd(X) = 1 pour cette implication. Dans ce cas, supposons par
I'absurde qu’il existe un entier premier p qui divise tous les coefficients de AX. Comme
Ale Aet X = A"1(AX), on obtient que p divise aussi tous les coefficients de X, ce qui est
absurde, donc pgcd(AX) =1 = pged(X).

e Preuves de (2) = (1).

— Une premiére méthode (d'apres Edouard Lucas).
Supposons par I'absurde qu'il existe un entier premier qui divise 'entier det(A). Pour
toute matrice M a coefficients entiers, on notera M sa réduction modulo p (a co-
efficients dans le corps usuel K := Z/pZ). On introduit I'’endomorphisme d’espace
vectoriel :
¢p: ZeK"—AZ.

Vu det(A) = det(A) =0, ¢ n'est pas injectif. Il existe donc Z (noté Z = X) non nul tel
que ‘AZ = AX est nul (le tout dans K™). Ainsi, p divise tous les coefficients de AX alors

que I'un des coefficients de X est premier avec p, ce qui contredit (2). On en déduit
que det(A) = +1, d’ot (1).
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— Une seconde méthode (d'apres Clément de Seguins-Pazzis). On montre tout d’abord
que det(A) € Z\{0}. Soit X € Q" tel que AX = Ogn. Il existe alors a € Z\{0} tel que aX €
Z". On a pgced(A(aX)) = 0 dong, par (2), pged(aX) = 0. Ainsi, aX est nul et donc X =
0gr : 'endomorphisme d’espace vectoriel X € Q" — AX est bijectif, donc det(A) #0
et, puisque A € A : det(A) € Z\{0}.

Notons maintenant B la transposée de la comatrice de A (donc B € A), alors :
AB =det(A)I,,.

On note par colonnes: B = (Cy]...|Cy). Enregardant I'égalité précédente sur la j-ieme
colonne : pged(AC;) = det(A) dong, par (2), pged(C;) = det(A). On en déduit que les
coefficients de C; sont tous divisibles par det(A), donc B/ det(A) est un inverse de A
dans M,,(2).

— Une troisieme méthode qui contourne l'utilisation du déterminant (d'apres Clément de
Seguins-Pazzis). » Supposons que A vérifie la propriété (2), notons C; = (a; ... a,) ' sa

premiére colonne. Comme C; = Ax (10 ... 0) T, la propriété (2) assure que pged(C;) =
1. Par le théoréme de Bezout, il existe (u; ;’:1 eZ" tel que:

n
Z uja; =1.
i=1
Nous allons utiliser un lemme dont la preuve est donnée ala fin :

Lemme 1. Les u; étant premiers entre eux dans leur ensemble, il existe M € J telle
que la premiere ligne de M soit U = (uy ... uy).

On note B ~¢ B’ (respectivement, B ~; B') pour signifier que B et B/, matrices dans
M, (Z), se déduisent 'une de I'autre par multiplication a gauche (respectivement, a
droite) par une matrice inversible de M,,(Z). C’est évidemment une relation d’équiva-
lence. En particulier, cette relation vaut si B’ est déduite de B par une transvection sur
les lignes (resp. les colonnes) a coefficient entier, une dilatation ligne (resp. colonne)
de coefficient —1 ou un échange de lignes (resp. de colonnes). En outre, si B ~¢ B’ ou
B ~4 B’ alors I'inversibilité de B équivaut a celle de B’, et si B vérifie la condition (ii)
alors B’ la vérifie aussi (grace au sens direct (i) = (ii) déja traité).

On va démontrer par récurrence que A est inversible. La démonstration est en deux
étapes, la premiere étant constituée du lemme suivant.

Lemme 2. Soit A € M, (Z) dont les coefficients de la premiére colonne sont pre-
miers entre eux dans leur ensemble. Alors A ~¢ B pour une matrice B dont le premier
vecteur-colonne est (1,0,...,0).

Acceptons temporairement la validité de ce lemme et montrons comment il permet
de conclure par récurrence, l'initialisation au rang n = 1 étant immédiate. Supposons
donc n = 2 et prenons A vérifiant la condition (ii). En choisissant pour X le premier
vecteur de la base canonique de R”, on trouve les conditions d’application du lemme,
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ce qui permet de remplacer A par une matrice de la forme

, (1L
A_((O) Al)

avec Le My p-1(Z) et A} € M;,_1(Z). Parla suite de transvections C; — C;—1;_1 C; pour
i de 2 a n, on se ramene ensuite au cas ol L = 0, hypothése que I'on fera désormais.
Observons alors que A; vérifie la condition (ii) : pour tout Y € 7" ! on peut en effet

AOY)’ a partir de quoi le pgcd des coefficients
1
de A;Y vaut celui des coefficients de Y grace ala validité de (ii) pour A.

~ 0 ~
poser Y := (Y) et constater que AY = (

Concluons : par 'hypothése de récurrence on peut trouver un inverse B; € M,,_1(Z)

pour Aj, et alors B := (((1)) ggl)

) fait clairement office d’inverse pour A’. On conclut
que A est inversible.

Terminons par la démonstration du lemme. Parmi les matrices A’ ~ g A, on en choisit
une minimisant la norme 1 du premier vecteur-colonne. Notons (cy,...,cy) ce pre-
mier vecteur-colonne. Il est non nul grace a I'’hypothese (ii). Parmiles i € {1,..., n} tel
que c; # 0, prenons-en un qui minimise |c;|. S’il existe un j € {1,...,n}\ {i} tel que
cj # 0, alors on effectue la division euclidienne c; = gc¢; + r puis on considere la ma-
trice A” déduite de A’ par la transvection-ligne L; — L; — gL;, ce qui remplace c; par
r;alors |r| < |cj| < Icjl, lanorme 1 du premier vecteur-colonne a donc été réduite.
Par minimalité, on en déduit que ¢; = 0 pour tout j € {1,...,n}\ {i}. Lhypothese (ii)
indique alors que ¢; = £1. Par une succession d’échanges de lignes suivie éventuelle-
ment d’'une dilatation-ligne de rapport —1, on trouve alors une matrice A® ~ g Ade
premier vecteur-colonne (1,0,...,0). Le lemme est donc établi.

B Forum n° 288

Un résultat de répartition asymptotique des coefficients binomiaux
par Rémy Eupherte

Fixons un entier k strictement positif. On rappelle que pour tout n e N et j € Z, on a par

convention (n) =0sij¢[0,n].
J

Définition 1. Pour tout n e N et tout / € [0, k— 1]], on pose :

Sui= X (")

J

Ainsi, S;,,; est la somme des coefficients binomiaux de la ligne n du triangle de Pascal
dont les indices sont congrus a [ modulo k. Le théoréme 1 donne un équivalent de S, ;,
pour tout [ € [[0, k—1]]. Afin de le prouver, nous aurons auparavant besoin du résultat donné
par la proposition 1.

n
Définition 2. Pour tout n € N, notons ¢, = {EJ I'indice du coefficient central de la ligne

n du triangle (si n est pair) ou d'un des deux coefficients centraux (si n est impair).
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La formule de Stirling permet de donner un équivalent du coefficient binomial central
de la ligne n.

Proposition 1. Ona:

") = 02",

On en déduit notamment que (
Cn

Démonstration. Traitons d’abord le cas ou1 n = 2p, donc ¢, = p. Par la formule de Stirling :
n\ (2p) @p?re?’\/amp  22P
cn) \p)P (prer\2mp)? P AP

On en déduitlecasoun=2p+1,doncc, =p:
(n)_(2p+l)_(2p+l)_ﬂ(2p)~22p+1
Cn p p+1) p+l{p|r yap
On a donc bien montré que :
( ) \/7 2 2”

Théoréme 1. Pour tout /€ [[0,k—1]] :

271

Sni 3o
Démonstration. FixonsneN, [ € [[0,k—1]] et m€ [[0, k—1]]. Les coefficients de laligne n du
triangle de Pascal croissent au sens large jusqu’a I'indice ¢, puis ils décroissent. Pour tout
p € Z, l'intervalle d’entiers I, = [l + pk, [ + (p + 1)k — 1]] est de longueur k, et ces intervalles
forment une partition de Z. On appelle intervalle central celui qui contient c;, et on le note
Ip,. Soient j € m + kZ et I, 'unique intervalle contenant j. Par monotonie des coefficients

L . n n| .
blnomlaux, on peut majorer (]) par (]_,), ou:

ej'=l+(p+Dk sip<pg;
«j'=cn sip=po;
o j'=1+pk si p > po.

Onadonc:

n .
(l+(p+1)k) Stp<po

" < " ip= (%)
j < cn S1p=Ppo

" sip>
I+ pk P> Po
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Or, I'application qui a j associe 'unique p tel que j € I, réalise une bijection de m + kZ sur
Z.En sommant alors les inégalités (%) sur j € m+ kZ, on obtient :

n n n n
< + +
js%[k] (1) p<zpo (” (p+ ”k) (C") P>Zpo (IJr ”k)
n n n
+
pszpo l+Pk) (Cn) P;ﬂo(”pk)

n n
DR I ( .
j’El[k] ] Cn

A

Ainsi :

n
Sn,m Ssn,l-‘r .
Cn

En appliquant ce résultat aux couples (0, /) et (/,0) au lieu de (m, I), on obtient respective-
ment :

n n
Sn,QSSnvl+( ) et Sn'lSSn,0+( )
Cn Cn

sn,,—(”)ssn,ossnﬁ(”).
Cn Cn

k-1 n (n
an_l= Z ( ,):2”.
1=0 J

j=0

Or on sait que :

Ainsi, en sommant les encadrements obtenus sur / € [[0, kK — 1]], on obtient :

2”—k(")<ksn,0<2"+k(”)
Cn Cn

c’est-a-dire :

n n
D’apres la proposition 1, on a (c ) = 0(2") donc par encadrement : Sy, ¢ P Enfin, I'en-
n

n n
Sn,l_( )$Sny()<5n,l+( )
Cn Cn

n
montre alors que Sy ; ~ Spo ~ < ce qui est le résultat annoncé. O
n n

cadrement :

Remarque. Merci aux différentes contributions, qui ont émergé d’échanges sur la liste
UPS:

* Jérémy Daniel est a 'origine de 'idée initiale de la preuve.
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* Julien Bureaux a aussi proposé une approche probabiliste basée sur les chaines de
Markov en signalant un site ol un probléme trés proche est discuté :

https ://math.stackexchange.com/questions/284288/problem-of-limit-with-
binomial-coefficients

* Luc Abergel propose une autre preuve reposant sur une domination uniforme des

coefficients binomiaux sur un intervalle centré sur 5 et de taille 2n%, ou0< a<1.

* Par ailleurs, Luc Abergel propose également la généralisation suivante. On peut mon-
trer (mais ce n’est pas facile) que pour touta >0:

no(m\* 1 [2\* 2
E() 5l 7

La preuve du théoreme 1 s’adapte alors sans difficulté pour établir que, pour tout

= ( ) ( ) ' n

* Merci enfin a Claude Morin et Florent Nicaise pour leurs relectures et améliorations.
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Forum physique

Envoyez vos contributions a Aurélie COLLAUDIN (aurelie.collaudin@prepas.org) ou
Mickaél MELZANI (mickael.melzani@prepas.org) par courrier électronique.

B Forumn°15

Un paradoxe sur le calcul de la puissance d’une soufflerie

par Antoine Lehébel

Objectif du forum

Au cours d'une séance de travaux dirigés avec mes éléves, I'un d’entre eux a proposé un
chemin différent de celui que j’avais suivi pour le calcul de la puissance d'une soufflerie. Les
deux méthodes, la mienne et celle suivie en séance, donnaient deux résultats différant d'un
facteur y/(y—1), avec y I'indice adiabatique du gaz. A premiére vue, les deux approches sont
également satisfaisantes, et il faut une analyse détaillée pour déterminer quelle solution est
la bonne.

I Leparadoxe

Considérons un gaz en écoulement dans une machine a hélice. Il peut s’agir indiffé-
remment d'une soufflerie, ou1 'hélice apporte un travail au gaz, ou d’'un systeme de type
turbine ou éolienne, ou c’est le gaz qui entraine I'hélice. La géométrie de 1'écoulement
est présentée dans le schéma ci-dessous. On suppose les différentes grandeurs (vitesse,

FIGURE 1 — Schéma de I’écoulement

pression, masse volumique...) homogeénes sur une section, et 'écoulement permanent. La
variation d’altitude est négligée. Le gaz est considéré parfait. Lhélice fournit au fluide une
puissance (algébrique) P, et I'écoulement est supposé adiabatique.


mailto:aurelie.collaudin@prepas.org
mailto:mickael.melzani@prepas.org

BV 295 — FEté 2026 Forum scientifique et pédagogique 11

Enfin, on suppose 1'écoulement parfaitE] de part et d’autre de I'hélice (pas forcément
au niveau de I'hélice elle-méme, ce point est discuté par la suite), et incompressible. Nous
verrons que le paradoxe réside dans ces deux hypotheses.

Les lignes de courant sont paralléles entre elles en entrée et en sortie, et on néglige la
pesanteur. L'équation d’Euler permet d’en déduire que le gradient de pression est nul
dans les directions transverses a I’écoulement. La pression aux points d’entrée et de sortie,
respectivement A et B, est donc égale a la pression environnante : P4 = Pg = Py. On peut
alors chercher a estimer P en fonction des vitesses d’entrée et de sortie, v4 et vg, de deux
manieres différentes.

— Premiere méthode : appliquons le premier principe industriel directement entre
I'entrée et la sortie de la machine. On a alors

218

v
| = 1
h+2A P (1)

Dm

avec D, le débit massique. Le gaz étant parfait, son enthalpie massique s’exprime
ainsi :
b= YRT  yP
y-DM (-Dp’
L'écoulement étant incompressible, la masse volumique est uniforme; notons-la sim-
plement p: p4 = pp = p. Nous avons déja relevé que P4 = Pp = Py. On en déduit donc
[h]ﬁ =0, et finalement

)

UZ 2

CPsz%UA. 3)

— Deuxieme méthode : I'écoulement est parfait, permanent et incompressible en
amont et en aval de 'hélice. Lentrée A de la machine est connectée par une ligne de
courant au point I situé immédiatement avant I'hélice (voir la fig.[I). On peut donc
appliquer la relation de Bernoulli entre A et I, puis le premier principe industriel de I
a J, le point situé juste apres I'hélice, et enfin, avec les mémes arguments, la relation

de Bernoulli de J a B. On obtient alors ces trois équations :
Py, V4 p; vt

S A=ty )
o 2 p 2

2’
P=D,, h+—] , 5)
21

2 2
P; V; Py vV
P Y _Po Vg
p 2 p 2

Par ailleurs, 'incompressibilité de I'’écoulement implique la conservation du débit

volumique. La section d’écoulement étant la méme en I et en J, on en déduit que
vy = vy. Léquation (5) se simplifie donc en

(6)

yPr—Pp)
(r-Dp
1. Un écoulement parfait est un écoulement dans lequel on néglige les phénomenes d’échanges diffusifs, aussi

bien pour les transferts thermiques que pour la quantité de mouvement. Les transformations se font alors de
manieére adiabatique et réversible, donc isentropique.

P =Dylhl} = Dy (7)
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compte tenu de I'équation (2). En soustrayant (6) et (), on obtient la différence de
pression de part et d’autre de I'hélice, P;— P; = p(v,zB - vi)/ 2. Finalement,

2 2
Y Vp—Va

P=Dp——
Ty-1 2

8

Les expressions (3) et (8) sont manifestement incompatibles. Quelle est donc la bonne ré-
ponse?

II Résolution du paradoxe : écoulement isentropique

En réalité, on ne peut fixer la « bonne réponse » qu’en revenant a un modele d’écoule-
ment compressible, et en rajoutant une condition pour raccorder les solutions amont/aval
au niveau de I'hélice. Pour s’en convaincre, reprenons la différence des équations (6) et
dans la deuxiéme méthode, en précisant en quel point est évaluée la masse volumique pour
plus de précision :

Py P, (1 1) vi-vi 12 -1

—_—— 0(——— + +—. 9
Py prI PB  PA 2 2

Nous avions ensuite, entre autres, simplifié les deux premiers termes du membre de droite,
le premier car les masses volumiques sont identiques pour un écoulement incompressible,
le deuxieme car le débit volumique est conservé, toujours pour un écoulement incompres-
sible. Or, comme nous le verrons plus précisément par la suite, la fluctuation de la masse
volumique est d’ordre v? dans un développement 2 faible vitesse d’écoulement. De plus,
pour un écoulement compressible, la relation vy = vy (conservation du débit volumique)
doit étre remplacée par p;v; = pyvy (conservation du débit massique). Il n'est donc pas
rigoureux de négliger le premier terme ou le deuxiéme terme par rapport aux autres.

La premiere méthode est sujette a la méme ambigiiité : on ne peut plus simplement
affirmer que hy = h(Py,p) = hp via 'équation (). La différence entre p4 et pp conduit
aussi, en général, a une différence d’ordre vlzg - vi. On peut cependant reprendre cette
méthode en rajoutant une hypothese : que I’écoulement est isentropique a travers I'hélice
aussi. Plus précisément, on supposera qu'une particule mésoscopique de fluide garde la
méme entropie en traversant I'hélice de I a J, ou dit autrement, que 1'entropie massique
est continue de part et d’autre de 'hélice : s; = s;. Comme I'écoulement est parfaitde Aa I
et de J a B, il est entierement isentropique de I’entrée a la sortie : s4 = sp.

La deuxiéme identité thermodynamique s’écrit, pour les grandeurs massiques,
dp
dh=Tds+—. (10)
P
Comme s4 = sg et P4 = Pp = Py, on en déduit que h4 = hp (donc accessoirement que T4 =
Tp et pa = pp; enréalité, une fois que deux grandeurs intensives indépendantes sont prises

égales aux points A et B, toutes les autres grandeurs intensives y sont égales). On retrouve
donc le résultat de la premiere méthode ci-dessus :

2 2

Uy — U
Tsz%. (11)
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Cette puissance est donc la « bonne » pour un écoulement isentropique. Elle correspond a
un fonctionnement réversible de la machine étudiée, et présente donc un sens physique
immeédiat. On pourrait envisager d’autres modélisations de 'hélice, en introduisant par
exemple un échange thermique a ce niveau. Le résultat obtenu par la deuxieme méthode,
éq. (8), correspond en fait a une condition de raccordement différente, a savoir une conti-
nuité stricte de la vitesse de part et d’autre de I'hélice. On aurait alors v; = vy, mais pa # ps
notamment. Ce raccordement n’est cependant guere justifié pour un écoulement qui n’est
pas strictement incompressible. De maniere cohérente, nous verrons ci-dessous que, pour
le modele isentropique, la vitesse est discontinue au niveau de I'hélice.

III Grandeurs discontinues au niveau de I’hélice

Dans le cadre d'une modélisation compressible, on peut poursuivre en évaluant les dis-
continuités de pression, de masse volumique et de vitesse de part et d’autre de I'hélice.

1 Discontinuité de pression

Pour un gaz parfait en écoulement parfait et compressible, la relation de Bernoulli est
remplacée par la relation de Barré de Saint-Venant [1,2] (voir [3] pour un exposé détaillé
du passage d'une relation a I’autre pour un écoulement a faible nombre de Mach M). Cette
relation, appliquée entre A et I ainsi qu’entre J et B, permet d’écrire :

2 2
P, v P v
L_O_F_A—L_I_i_

= =, (12)
y-lpa 2 y-lp;r 2
2 2
P, v p, v
L_0+_B:L_]+_]_ (13)
y-lpg 2 y-lp; 2
L'écoulement étant isentropique, on peut également écrire que
P P,
_]I/ = —;), (14)
Pr Pa
p p,
== (15)
Py Pp

Il n’est pas possible d’extraire de ce systeme d’équations toutes les grandeurs au niveau
de I'hélice, notamment a cause du terme en p' qui rend le systéme insoluble. On peut en
revanche se limiter a un développement a faible vitesse (ou, de maniere identique, a faible
nombre de Mach). Pour effectuer le développement proprement, c’est-a-dire en fonction
d’un parametre réel unique et non pas d'une fonction qui varie localement (la vitesse v en
l'occurrence), on peut poser

VA=EVA, UB =EVB,1 - (16)

Notons également pg la densité de l'air extérieur au repos (celui-ci étant a la pression Py).
Nous chercherons a exprimer vy, vy, ainsi que les différences P; — P; et p; — p; en fonction
de po, Py, va,1 et vg, dans lalimite € — 0, c’est-a-dire a faible vitesse.
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Pour cela, on développe la vitesse en un point M quelconque (I ou J en pratique)
sous la forme suivante :

Um :0£UM,1+€2UM,2+€3I/My3+O(€4). a7
€

Comme les équations (I2)-(I5) qui fixent P et p ne font intervenir que v, on peut en dé-

duire que leur développement ne contiendra pas de terme en ¢ (ni en fait en puissance
impaire de ¢€) :

Py =0 P0+€2PM'2+O(84), (18)
£—

Py = Po +e%pp2+0(eh. (19)

En insérant ces développements dans les équations (I2)—(15), on aboutit & v;» = vj2 =0
d’une part, et d’autre part a

2
o€
Pj=P; = pz (V51— vh - v +v7,)+ 0. (20)

La constance du débit massique entre I et J s’écrit par ailleurs
pPIvI=pjvy 21

puisque la section d’écoulement est la méme en [ et J, comme mentionné plus haut. On
peut également développer cette relation a faible vitesse, et on obtient v;; = vy : les vi-
tesses d’écoulement sont identiques au premier ordre de part et d’autre de ’hélice. Nous
verrons que ce n’est pas le cas a 'ordre suivant. En insérant cette relation dans I'équation
(20), on aboutit finalement a

2
£
Py - P 830”"7(1}31- V% )+ 0 22)

ou encore, en notation un peu moins rigoureuse mathématiquement,

P]—PIE%(UI%—U%). (23)

Accessoirement, on peut aussi en déduire la discontinuité de masse volumique :

PoE° | 5 2 4 P5 (2 o
(vg,-va,)+0C )zm(vB—vA). (24)

pr—prI £0 2yP,
Remarque : il peut aussi étre utile de réécrire les relations (23)-(24) sous forme adimension-
née. La vitesse du son en un point quelconque vaut, a I'ordre 0, cs =7yPy/po. Le nombre de
Mach est défini comme M = v/c¢s. On a alors :
Pr=Pr Y2 _ ap2 P]—PI
BB (-ng), P

1
A 5 %3 (M2 - M3). (25)
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2 Discontinuité de vitesse

On peut finalement déterminer la discontinuité de vitesse de part et d’autre de I'hélice.
Nous avons déja vu que les vitesses sont identiques en amont et en aval de I’hélice a ’ordre
1. Pour déterminer cette vitesse au niveau de I'hélice a 'ordre 1, il faut distinguer deux cas.

— Lécoulement peut se faire a l'air libre. C’est le cas notamment pour une éolienne.
Dans ce cas, les lignes en trait plus épais qui délimitent le tube de courant sur lequel
on raisonne dans la figure[I|ne matérialisent rien : ce sont juste des lignes de courant.
Lensemble du tube est alors soumis a la pression extérieure Py, et la résultante de ces
forces de pression est nulleﬂ On trouve

VA1t Ul Va+ UB

2 R ou plus simplement vy = ————. (26)

Vil =
2

On peut ensuite continuer le calcul pour établir le rendement de la machine, dit ren-
dement de Betz [4]. Notons un point important : on peut avoir I'impression dans ce
calcul que v; ne dépend que des vitesses d’entrée et de sortie, et pas des sections.
C’est une impression trompeuse, car en fait le cadre de ce calcul fixe de maniere
unique les sections S4 et Sg en fonction de S. Pour une section d’éolienne S et une
vitesse d’écoulement données, le tube de courant s’élargira et se contractera de part
et d’autre de maniére univoque.

— Sil’écoulement se fait dans une conduite, alors la pression ne vaut plus Py le long du
bord du tube de courant. On peut calculer la résultante des forces de pression, mais le
résultat ne présente pas d’utilité particuliere. On ne peut cette fois pas se débarrasser
des sections dans le calcul. On doit donc se contenter d’écrire que

SA SA
Vi1 =—Ual, ou |vi=—v 27
L1= vl 1= va (27)

par exemple. Dans ce cas, le rendement de la machine dépend a la fois du rapport des
vitesses (ou, si on préfere, des sections) en entrée et en sortie, comme le rendement
de Betz, mais aussi du rapport entre section d’entrée et section au niveau de I'hélice.
Ces deux rapports sont alors indépendants, contrairement au calcul de Betz.

La discontinuité de vitesse se détermine en examinant I'ordre 3 du développement de
I’équation de conservation du débit massique, éq. 2I). On trouve alors directement que

2 2\ Polr1 4
—v = —v5) o+ : 2
vy UIE—»O(UA'I V1) 21Dy ICH) (28)
qu’on résumera sous la forme
2 2y Polr
vj-vr=(v;—-v . 29
g = v = (va—vg) 27 29)

2. Tl est essentiel pour la validité de la formule que cette résultante des forces de pression soit nulle. Dans
le modele idéal de Betz, cela revient a traiter le tube de courant comme une surface de controle 1D, sans résoudre
la structure transverse de 'écoulement autour de ses bords. Une interprétation trop littérale, ol le gaz s’écoulerait
en bloc dans le tube avec une vitesse nulle immédiatement a I'extérieur, ferait apparaitre une discontinuité de
pression d’ordre v? au bord du tube. Pour aller au-del3, il faudrait modéliser plus finement le profil de vitesse et
de pression sur une section transverse.
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Remarque : en version adimensionnée,

vr—v 1
T (MR- ME). (30)
vr 2

Pour aller au-dela de la limite d’écoulement subsonique (a faible nombre de Mach), il faut
recourir a une résolution numérique. On pourra trouver des détails dans [5] par exemple.
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Coin détente

par Edouard Lebeau]|

~N|on =~
o|lo|w|n

N W |—

— Lesregles habituelles du Sudoku s’appliquent.
— Chaque case avec un carré gris contient un chiffre pair.

— Chaque case avec un disque gris contient un chiffre impair.

Une interface permet la résolution en ligne :
https://tinyurl.com/27opgzts|
Une vidéo de résolution est aussi disponible :

https://youtu.be/6iEDx3DT-jI.

1. SudoKanard |https://youtu.be/gmpyzahExdE!


https://tinyurl.com/27opgzts
https://youtu.be/6iEDx3DT-jI
https://youtu.be/gmpyzahExdE
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