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I. Questions préliminaires

1. Les matrices A2 et B2 sont des matrices nulles, donc exp A =

(
1 1
0 1

)
, exp B =

(
1 0
1 1

)
, exp A exp B =

(
2 1
1 1

)
, si on pose A + B = C =

(
0 1
1 0

)
, alors par

récurrence ∀n ∈ N : C2n = In et C2n+1 = C, ainsi

exp C =

+∞∑
n=0

Cn

n!
=

+∞∑
n=0

C2n

(2n)!
+

+∞∑
n=0

C2n+1

(2n + 1)!
=

+∞∑
n=0

1

(2n)!
In +

+∞∑
n=0

1

(2n + 1)!
C =

cosh 1.In + sinh 1.C =

(
cosh 1 sinh 1
sinh 1 cosh 1

)

Remarque : exp A. exp B 6= exp(A + B), et AB 6= BA.

2. Si AB = BA, alors exp A. exp B = exp(A + B)

3. φ : Rr−1[X] −→ Rr

P 7−→ (P (λ1), P (λ2), ..., P (λr))
Soit P ∈ Rr−1[X], P ∈ Ker φ ⇐⇒ φ(P ) = 0 ⇐⇒ P (λi) = 0 pour tout i ∈ [[1, r]],
le nombre de racines de P excède son degré : Le polynôme P est nul, ainsi Ker φ = {0},
d’autre part dimRr−1[X] = r = dimRr, donc φ est un isomorphisme, et l’existence et
l’unicité d’un polynôme L ∈ Rr−1[X] tel que ∀i ∈ {1, ..., r} , L(λi) = eλi en découle.

4. a/ `i(λj) = δij.

b/ De la question précédente la famille (`1, ..., `r) est libre et elle est maximale, c’est donc

une base de Rr−1. Cherchons les constantes (ai)1≤i≤r telles que L =
r∑

k=1

ak`k(X),

on a : L(λi) = eλi =
r∑

k=1

ak`k(λi) = ai, d’où L =
r∑

k=1

eλk`k(X)

5. a/ L’élément M ∈ Mn(R) peut être considéré comme élément de Rn2

et le produit

PMP −1 est un élément de Rn2

dont chaque composante est combinaison linéaire des
éléments de M , donc l’endomorphisme ϕ : M 7−→ PMP −1 est une application
continue.
Remarque : l’application ϕ : Mn(R) −→ Mn(R)

M 7−→ PMP −1
est linéaire et Mn(R) est

de dimension finie, donc ϕ est continue.

b/ Soit n ∈ N, on a :

ϕ(
n∑

k=0

Dk

k!
) = P (

n∑

k=0

Dk

k!
)P −1 =

n∑

k=0

PDkP −1

k!
=

n∑

k=0

(PDP −1)k

k!
=

n∑

k=0

(ϕ(D))k

k!

En passant à la limite dans les deux membres de l’égalité précédente et puisque ϕ est
continue, on obtient : exp(PDP −1) = P exp(D)P −1.
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6. A est diagonalisable donc ∃P ∈ GLn(R) et D = dig(λ1, ..., λr) /A = PDP −1.

exp(A) = exp(PDP −1) = P exp(D)P −1 Question 5

= P exp(dig(eλ1, ..., eλr))P −1 = Pdig(L(λ1), ..., L(λr))P
−1

= PL(dig(λ1, ..., λr))P
−1 = PL(D)P −1 = L(PDP −1) = L(A)

7. Soit k ∈ N, si λ est une valeur propre associé au vecteur propre x, alors vk(x) = λkx, ce
qui se traduit par ∀P ∈ R[X], P (v)(x) = P (λ)x.

8. a/ On pose Ei = Ker(v−λiid), v est diagonalisable car A l’est, d’où E = E1⊕ ...⊕Er

càd
r⊕

j=1

j 6=i

Ej ⊕ Ei = E, Soit x ∈ E ; si x ∈ Ei, alors `i(v)(x) = `i(λi)x = x, donc

pi(x) = x et si x ∈ Ej avec j 6= i, alors `i(v)x = `i(λj)x = 0, donc pi(x) = 0,

ainsi pi est le projecteur sur Ei parallèlement à
r⊕

j=1

j 6=i

Ej

b/ On a L =
r∑

k=1

eλk`k(X), donc L(v) =
r∑

k=1

eλk`k(v) =
r∑

k=1

eλkpk, ainsi si Ak désigne

la matrice de pk dans la base B, alors exp A =
r∑

k=1

eλkAk, car d’après la question 6.

exp A = L(A), donc exp A est la matrice de L(v) dans la base B.

9. Les racines de mu ne sont pas simples, u n’est donc pas diagonalisable.

10. Le polynôme caractéristique de la matrice A =




1 1 0
0 1 0
0 0 2


 est (X − 1)2(X − 2),

et (A − I3)(A − 2I3) =




0 −1 0
0 0 0
0 0 0


 6= 0M3(R), donc son polynôme minimal est

(X − 1)2(X − 2).

11. Le polynôme (X − 1)2(X − 2) annule l’endomorphisme u, et les polynômes (X − 1)2 et
(X − 2) sont premiers entre eux, donc Ker(u − id)2 ⊕ (Ker(u − 2id) = E théorème de
décomposition des noyaux.

12. p + q = (u − id)2 + u ◦ (2id − u) = u2 − 2u + id + 2u − u2 = id

13. Soit x ∈ E, si x ∈ Ker(u − 2id), alors u(x) = 2x, d’où
p(x) = (u − id)2(x) = (2 − 1)2(x) = x question 7
Et si x ∈ Ker(u − id)2, alors p(x) = (u − id)2(x) = 0, ainsi p est le projecteur sur
Ker(u − 2id) parallèlement à Ker(u − id)2.
D’autre part si x ∈ Ker(u − 2id), alors q(x) = x − p(x) = 0 et si x ∈ Ker(u − id)2,
alors q(x) = x − p(x) = x, ainsi q est le projecteur sur Ker(u − id)2 parallèlement à
Ker(u − 2id).

14. a/ Soit x ∈ E, alors p(x) ∈ Ker(u − 2id), donc (u − 2id)(p(x)) = 0.

b/ D’après a) u(p(x)) = 2p(x) ∀x ∈ E, d’où par récurrence on a ∀n ∈ N; uk◦p = 2kp

c/ De b) ∀n ∈ N,

n∑

k=0

uk

k!
◦p =

n∑

k=0

2k

k!
p, se qui se traduit par : exp(u)◦p = exp(2).p,

β = exp(2).

15. On a p = id◦p = (p+q)◦p = p2+q◦p = p+q◦p, donc q◦p = 0, de même p◦q = 0. Soit
k ∈ N et k ≥ 2, alors (u− id)k ◦q = (u− id)k−2◦(u− id)2◦q = (u− id)k−2◦p◦q = 0.
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On peut en déduire que exp(u − id) ◦ q = (u − id)0 ◦ q +
(u − id)1

1!
◦ q + 0 = u ◦ q.

D’autre part puisque, id◦ (u− id) = (u− id)◦ id, donc exp(u) = exp(id)◦ exp(u− id),
alors exp(u) ◦ q = exp(id) ◦ exp(u − id) ◦ q = exp(id) ◦ u ◦ q = e.u ◦ q, on prend
donc γ = e.

16. On a exp(u) = exp(u) ◦ id = exp(u) ◦ (p + q) = exp(u) ◦ p + exp(u) ◦ q =
e2.p+e.u◦q = e2.(u−id)2+e.u◦(u◦(2id−u)) = −e.u3+(e2+2e).u2−2e2.u+e2.id.

17. d(x, F ) = ||x − pF (x)||.

18. On a ∀x ∈ E, x = pH(x) +
〈x, n〉
||n||2 .n, donc d(x, H) =

|〈x, n〉|
||n|| .

19. a/ H = {A ∈ Mn(R) | Tr(M) = 0} = Ker ϕ, où ϕ : Mn(R) −→ R
M 7−→ Tr(M)

, ϕ

est bien une forme linéaire non nulle, donc H est un hyperplan. On a

H⊥ = {B ∈ Mn(R) | 〈B, A〉 = 0 ∀A ∈ H}
=

{
B ∈ Mn(R) | Tr(tBA) = 0 ∀A ∈ H

}

On remarque In ∈ H⊥, et puisque dim Vect {In} = dim H⊥, alors H⊥ = Vect {In}

b/ Soit M ∈ Mn(R), alors d(M, H) =
|〈I, M〉|

||In|| =
|Tr(M)|√

n
.

20. d∞(x, F ) = inf
t∈R

{max {|1 − t|, 1}} = 1, en effet

max {|1 − t|, 1} =





t − 1 si t ≥ 2
1 si t ∈ [0, 2]
1 − t si t ≤ 0

Donc si t ≥ 2, alors t − 1 ≥ 1 et si t ≤ 0, alors 1 − t ≥ 1.
L’ensemble des vecteurs pour lesquels cette distance est atteinte est {(t, 0), t ∈ [0, 2]}. La
distance est atteint en une infinité de vecteurs, contrairement au cas euclidien.
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