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I. Questions préliminaires

Les matrices A% et B? sont des matrices nulles, donc exp A = (1) 1), expB =
10 2 1 . 01
(1 1), expAexp B = (1 1), sion pose A4+ B = C = (1 0), alors par
récurrence Vn € N: C?" =1,, et C*"t! = C, ainsi

+oo cn +o0 C2n +o0 C2nt1
xpC =) 7 _Z(zn)v Z(2n+1)v _Z(z )! "+Z(2n+1)v -

n=0
. cosh1l sinhl
cosh1.l,, + sinh1.C = sinh1 cosh 1
Remarque : exp A.exp B # exp(A + B), et AB # BA.
Si AB = BA, alors exp A.exp B = exp(A + B)
¢: Roa[X] — R
P (P(A), P(A)y s P(A))
Soit P € R,_1[X], P € Ker¢p <= ¢(P) =0 <= P(\;) = 0 pour tout ¢ € [1,r],
le nombre de racines de P excede son degré : Le polynome P est nul, ainsi Ker ¢ = {0},
d’autre part dimR,_;[X] = » = dimR", donc ¢ est un isomorphisme, et 1'existence et
I'unicité d'un polynome L € R,_;[X] tel que Vi € {1,...,7}, L(\;) = e en découle.

a/ £i(Aj) = 6ij.

b/ De la question précédente la famille (€1, ..., £,.) est libre et elle est maximale, c’est donc

une base de R,_;. Cherchons les constantes (a;)i1<i<r telles que L = Z aplr(X),
k=1

on a . L(Az) = e>‘i = Z akfk()\,) = aj;, d’ou L = Z eAkEk(X)
k=1 k=1

a/ L’élément M € M, (R) peut étre considéré comme élément de R™ et le produit
PM P! est un élément de R dont chaque composante est combinaison linéaire des
éléments de M, donc 'endomorphisme ¢ : M —— PMP™! est une application
continue.
Remarque : Uapplication ¢ : M, (R) — M, (R) est linéaire et M, (R) est

M +—— PMP™

de dimension finie, donc ¢ est continue.

b/ SoitnEN on a:

‘P(Z _) _ Z —)P_ Z PDkP _ Z (PDP ) Z (SO(D))

En passant a la hmlte dans les deux membres de l’egahte precedente et pulsque @ est
continue, on obtient : exp(PDP™') = Pexp(D)P™'.
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A est diagonalisable donc 3P € GL,(R) et D = dig(A1,...;\,) /A = PDP™".

exp(A) = exp(PDP™') = Pexp(D)P~"' Question 5
= Pexp(dig(e™,...,e*))P™! = Pdig(L(\y), ..., L(\,)) P
= PL(dig(A1,...,\,))P~t = PL(D)P~' = L(PDP") = L(A)

Soit k € N, si A est une valeur propre associé au vecteur propre , alors v*(x) = A*z, ce
qui se traduit par VP € R[X], P(v)(x) = P(\)x.
a/ Onpose E; = Ker(v— \;id), v est diagonalisable car A l'est,dou E = E1®...® E,
cad GTB E;®E; =FE,Soitx € E;six € E;, alors £;(v)(x) = £;(A;)z = z, donc
j=1
J#t
pi(x) =z et six € Ej avec j # 1, alors £;(v)x = £;(Aj)x = 0, donc p;(x) = 0,
ainsi p; est le projecteur sur E; parallelement a é E;
i
b/ OnalL = Z e™ £, (X), donc L(v) = Z eM ey (v) = Z e py., ainsi si Ay, désigne
k=1 k=1 k=1

r
la matrice de pg dans la base B, alors exp A = Z e™ Ay, car d’apres la question 6.
k=1
exp A = L(A), donc exp A est la matrice de L(v) dans la base B.
Les racines de m,, ne sont pas simples, u n’est donc pas diagonalisable.

110

Le polynome caractéristique de la matrice A = [0 1 0] est (X — 1)*(X — 2),
0 0 2
1

# Oaqyr), donc son polynome minimal est

©c oo
o o o

0
0
(X —1)3(X —2).

Le polynome (X — 1)?(X — 2) annule 'endomorphisme u, et les polynomes (X — 1) et
(X — 2) sont premiers entre eux, donc Ker(u — id)? @ (Ker(u — 2id) = E théoréme de
décomposition des noyaux.

p—l—q: (u —id)? + uo (2id — u) = u® — 2u +id + 2u — u® = id

Soit ¢ € E, si ® € Ker(u — 2id), alors u(x) = 2z, d’on
p(z) = (u —id)?(z) = (2 — 1)*(z) = = question 7
Et si ¢ € Ker(u — id)?, alors p(z) = (u — id)?(x) = 0, ainsi p est le projecteur sur
Ker(u — 2id) parallelement & Ker(u — id)?.

D’autre part si & € Ker(u — 2id), alors q(z) = x — p(x) = 0 et si x € Ker(u — id)?,
alors q(z) = & — p(x) = x, ainsi q est le projecteur sur Ker(u — id)? parallelement &
Ker(u — 2id).
a/ Soit x € E, alors p(x) € Ker(u — 2id), donc (u — 2id)(p(x)) = 0.
b/ D’apresa) u(p(x)) = 2p(x) Vx € E, d’oli par récurrence on a Vn € N; u*op = 2Fp
¢/ Deb)Vn € N, Z Eop = Ep, se qui se traduit par : exp(u) op = exp(2).p,
k=0 ° k=0 "
B = exp(2).

On ap = idop = (p+q)op = p*>+qop = p+qop, donc gop = 0, de méme pog = 0. Soit
k € Net k > 2, alors (u—id)*oq = (u—id)*2?o(u—id)*oq = (u—id)*2opogq = 0.
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(u —id)?!
1
D’autre part puisque, id o (u —id) = (u —id) oid, donc exp(u) = exp(id) o exp(u —id),
alors exp(u) o ¢ = exp(id) o exp(u — id) o ¢ = exp(id) o w 0 ¢ = e.u o g, on prend
donc v = e.
On a exp(u) = exp(u) oid = exp(u) o (p + q) = exp(u) op + exp(u) o q =
e’.p+e.woq = . (u—id)*+e.uo(uo(2id—u)) = —e.u®+(e*+2e).u?—2e*.u+e?.id.

d(z, F) = ||z — pr(z)]].
OnaVe € E, x = pu(x) + <|£|B’|T2>n, donc d(x, H) = |<|a|:’7|1|>|
" n

a/ H={A€MuR) | Tt(M)=0} =Kerp,otp: M,(R) — R
M — Tr(M)
est bien une forme linéaire non nulle, donc H est un hyperplan. On a

On peut en déduire que exp(u — id) o ¢ = (u — id)° o ¢ + oqg+0=wuogqg.

H+ = {Be M,(R) | (B,A) =0VA € H}
= {Be M,[R) | t("BA) =0VA € H}

On remarque I,, € H™, et puisque dim Vect {I,,} = dim H*, alors H- = Vect {I,,}
(1, M)] _ [Te(a)]
|| vn
doo(x, F) = iIelﬂg {max {|1 —t|,1}} = 1, en effet
t—1 si t>2
max {|1 —¢t|,1} =<¢ 1 si te|o,2]
1—t si t<0
Doncsit > 2, alorst —1>1etsit <O0,alors1 —¢>1.

L’ensemble des vecteurs pour lesquels cette distance est atteinte est {(¢,0), t € [0, 2]}. La
distance est atteint en une infinité de vecteurs, contrairement au cas euclidien.

b/ Soit M € M, (R), alors d(M, H) =

CPGE TAZA 3 sadikoulmeki@yahoo.fr



