Corrigé de math 2 centrale 2018 MP
Prof : Lhouari lycée Al Khansa

LR H (W) est une partie de C2 (U IR) La fonction nulle Yy appartient.

Solt f et g deux Eléments de H (W) et w réel alors uf + ¢ est de classe C= et

Auf + 9) =0 dapres La Linénvité de des opératewrs dérivée ;done uf + ¢
€ HU)

Done H () est un sous espace veetoriel de C2 (U, IR).

Rz lsoit £ harmonlique de classe €3

Alors : ( )=—X" (x) = 0. (d apres Le théoreme de

llax2 ax] lla

d ) ,

ca uchg Schwarz) done # est harmontgue. BE par récurrence on montre que
J

toutes les dérivées partielle de tout ordre de f sont dans H ().

_Solt fun élément de H (W) tel que £2 solt dans H () alors

f()

d 2
axl‘f x

R 9%f (x) af ()52
et (@) =2 f"f()+2(”)

Done : Af(x) =230 1aaf g") f(x) +2X, (L (")) done fest dans H(UW) sl

of @2
i=15 x)

et seulement st

afx)
axl-

=0 sietseulement st pour tout Lentre 1 et n

=0 pour tout x de

Ov W est connexe par ares done f est constante.

Conclusion : solt f un élément de H () alors £2 est dans H () st et seulement
st f est constante .

. Solt U =IR? estf(xYy) = ln(x@ + y2) alors { est un élément de H () 2
Vérifier)




Stg =f alors fg =f2nestpasdans  H(WU) car fwnest pas constante.

A Qe . solt £ un élément de H(IR?) 5 £ Y) = uldv(y) ; wet vde classe c2

sur IR

Alors i Af (x,y) = w’ x)\/(g) + u(x)\/”(g) =0 (1). or f non Ldentiquement
nulle downe Ll existe X, Yo dans IR tels que u(xo)\/(go) 0 .

En reportant dans (1) w”(x)v(Yo) + ulo)v’(Ys) = 0 alors : u' (x0) _
u(yg)
_r 00 A convient.
v(xo)

.5! A >0 alors les solutlons de z7 + Az =0 sont z(x) = A cos (\/7 X )+

E.siw(\/xx) A et B constantes véelles.

Etde:z" - Az =0 sont z(g) =C e_\/Ty + DeVty

Alors Les fonetions harmontaue o varinbles séparables sont celles de la forme -

F()(,g) = (A cos (\/Tx)wL Boin(WAX) . (C e_\/Ty+De‘/’1_y) *ABCEKED
véels

De ménme pour A <0 en remplacant dans * Vi par V—4.

Pour A=0 ... f(,y) = (AX+B) (CY+D)

1B, @-.| G est composée de deux fonctions de classe C2 done g est de classe C2

sur IR XIR.
XRe. 0N O -

Z—‘i (r,0) = cos(6) % (rcos(8),rsin(0)) + siniifh) % (rcos(8),rsin(0))

Et

d . . of . of .
% (r,0) = —rsin(6) o™ (rcos(@), rsm(@)) + rcos(0) ™ (rcos(@), rsm(@)).

a2

2
ona :a—g (r 0) =

6052(9) (rcos(@) rsm(@)) + 2cos(8) sin (H) — (rcos(@) rsm(@)) +



2
St Zy}: (rcos(@),rsin(@)).

Et

( 0) =
092
—rcos(6) % (rcos(8),rsin(8)) — rsin(0) % (rcos(6),rsin(0)) +

r=sin® (6) ﬂ (rcos(@) rsin(6)) —
212 sin(6) cos(@) — (rcos(@) rsin(9)) +

rcos?(0) #(rcos(@),rsin(@)).

@ug D Opres et Qe fest dans HIRA{ (0,0)} st et seulement si

ona: VQ—(T' 9)+ (r 9)+r—g(r 6) =0.2

002

@yq.s0lt £ comme dans L énoncé tel que g we dépend pas de 6.alors (2)

'qus Lique :

1/2—(1” 9)+r—g(r9)—0 alors : r—(r 0) + f(r,9)=0.

DO : 1/— (r,0) + g(r,0) = a.donc g(r,0) = —,u constante inoépendante
de 6.
__ar+b ar+b
pone £(x,y) = {(rcos(8),rsin(0))=g (v, 6) = —r et alors £(x,Yy) = =
. __ar+b , 2
(MVErsSement st {(x,@) R alors f est harmonigue de classe C2 sur

RTTXIR. Bt g ne dépend pas de 6.

&y

. Solt a,brietr tels que 0<vy < vy etln(r) = aln(n) = betsolt -

1\

1 ) Ny L
{(,)(,5) = ELV\,()(Q‘{‘ g:Z) alors est harmonloue sur IRT" Xir et vérifle

Af(x) =0 fley==ast ||y |l=r efloy =b st ||y l]|=r

@zs|.  fest non ldentiquement nulle alors il existe v > 0 tel que u(r) non

nitl



Alors pour tout 8 on a u(r)v(@ + 2m) = u(r)v(8) done v(0 + 2m) = v(0)
et v est 27 périodioue.

@4 D OprEs La question Rup on aura : 2 (Nv(@) + u()v (@) +vu (r)v(B) =

0 (3) .or f non ldentiguement nulle dons il existe vo et 05 ; u(ro)v(0,) non

nitl.
vl’ (y
Done 1 U v - Au =0 avee A —__ 0
v(xo)
Deplus r2u” = -v’ + Aw et en remplacant dans (3) on aura :

V' + Ay =0

@ A =10 alrors v’ =0 donc v(0) = a8 + b aetlbréels et vest périodioue

ssla = O.

Racll équat’wws terlt v2u” v = odone v + u = a constante véelle

cr+d ,
Donce : w(r) = r> 0 aetbdes constantes réelles.

pow A =0 Lles fonctions harmonigues a variables séparable sont

cr+d

r

f(r, 0)=

(a8 +0b ).

@yg (112) adweet des solutions périodiques on nulles st et seulement st 4 > 0.

@yd Envposant z(r) = Z (bnr) L équation (11.1) est équivalente o :

Z)" = AZ, =0 dont Lles solutions sont :
2B =Ade ™V + BeVit  Gonez () = Z (wr) =At ™V 4BtV S0 1> 0

Z(&) = Coos(W=At) + D sin(W=2At) donecz(r) =cCeos V=AIn(r) +
D.sinV—2 Inifr).

St A<O.



@zq Les seuls solutions prolongeables par continuite en 0 sont :Z (v ) =

BtVL, Avee A > 0.

R (O 0T est contlnue sur un fermé bornt de (R™ (done compact) et i

valewrs dans IR done . bornée et attelnt ses bornes donce Ll existe x,€ U
flxo) = max€ U f(x)

Rod supposons gque Af(x) > 0 pour tout x de U et que X, € U ouvert done

)

@(t) = f(xo +te; ) etblent odéfinie pour tvolsin de zéro et attelnt son max

en 0.0r

o(t) = f(xo +te; ) =f(x) + Xyt ;’;{i + o(te)) o apres Taylor.

(f(xo) est un wmax de £ done ¢ est un point eritique) et Af (x) > o done il
existe L tel que

L2 %0 done il existet > 0: () > f(x.) = 9(0) ce gqui est absurdle.

2
axl-

pone x.€ U\U U

1. B.GoA POUY €>0 Solt ge(x) = f(x) + €] |x] |=

Fetx > ||x]| ]2 sont comtinues sur U et de classe C2 sur U done ge est

comtimnue sur U
Et de classe CR sur U.et pour tout x oe Lona:

Ag.(x) = Af(x) + eA| | x| |2 Af(x) +2en >0

@24 O 0 Qe Vérifle Les hypotheses de 1A done

Pour tout x de U on a @ gegy < SUPyeau @e(ﬁ) pour tout €> 0

Downe en falsant tenore € vers O on awra :

Vx €U f(x) < supyequ f(¥).



@as SOl 1 et fo comme dans L énoncé et g = £ - {2 alors g et - g vériflent

les hypotheses de ILB done VX EU : g(x) < supyeyy g(y) =0; -
9(x) < supyeay g(¥) = 0

Done g (x) =0:Vx € U. done £ =15 .

IV onctions harmoniques et fonctions développables en séries entiéres

od SOLt Y el-21] etr <1 —Yy pour tout x€ [-r.r] n entier soit

hal) = Fuly)= An(x+iy)* .alors f. est de classe & sur IR2 done sur
boR)

0fn

done h. aussi et W) = 2%

nla,[r

(x,y) = na .ty et sup [W.(x)] <

et la série de terme géndral n a.* converge done A aprés le théoréme e
Abrivation sous le signe somme F admet une dérivée partielle par rapport & x
ae classe C*

a o0 ,
efé (x,y) = X ona, (x +iy)~ dememe

of oo .
2y X)) = r_oina, (x + iy)~=

Done f est de classe C* sur D(OR)et que ses dérivées partielles dont
développables en séries entigres . par vécurvence f est infiniment différentiable
sur P(O,R).

@er) B Opris @ae on @i 3 (X,Y)= 13- (xY) alors i flxy) = uley) +ivicy)

9 , 0 . 3 , 0 9 9
Alors :a—;()(,g) + La—;(X, y) = 1(6—2()@5) + La—Z(X, y)) downe :6—2()(,3)= a—;(x, y)

du ov 0%u ] ov a%v 0%u a%v
Et a()(,g) = " ox (x,y) alors a_yz = a_y (— &) = — dyox et o oyox
0°u  0%u , n
Pone g5 +37 =0 done w est harmonigue sur D(O,R) de méme pour v,

Rog F ne s annule pas sur B(O,R) done 1 /Ff est de classe C* sur D(O,R)




of of
0P _ &y _ i _ 0@ ,
Frininr i i Srve done 1/f est développable en séries

entieres sur D(O,R).

R29.Montrons que uv est harmonigue sur B(O,R)

0%uv _ 0%u
ox?
Mamowﬁques

ona : (—+—)+ —+—)—Oaaruetvsowt

Downe wv est harmow’bque.

IV.C Rz G e classe C2 done h est de classe C* sur B(O,R) et

ah Loh " ) nle caleul
a(x, y) — i—— =0 cargestharmonique simple caleul.

Downce W est développable en séries entitres.sur DOR).

@A Soit g € H(D(OR))et hixy)= g_)g’()%j) -1 g—f, (X,y) ,d aprés La question

précédente h est développable en séries entleres : h(x,Yy) =yt a, (x + iy)»

Sott :Hx,Yy) = Bl — —= (x + iy)~** alors H adwmet des différentielles

partielles et on peut dériver sous Le signe somme (1IV.R26) et on o
0H . __og , 0g J0H . __0g ,
E(X;Y) - h()(/g) _&()(’5) "l'a_y(XIY) et@(x;y) _LM()(/g) _B_y()('g) + L
i)
S (XY

dRe (H) _ ag dRe (H) _og
DOW@T(%}/) - &()(18) gtT (x,Y)— &()(/5)

Done @(/x,g) = H(X’U) + ct downc g est développable en séries entitres.

V.D . @40 a { est développable en séries entitres £(x,y) = Y @ (X + iy)*

done

F(rcos(6),rsin(0))=YitZ, nr" e™?

1 f2m . I i e -
Alors :ﬂfo f (rcos(t), rsin(t))dt =: Zfo Yt o a,r™ e™ dt



1 0o +oo R
= P 211_:0 anrn fo et dt

(convergence uniforme )
=0,

=1(0).

@=450lt g € H (D> (O,R) alors Ll existe H développable en séries entitres tel que g
= rRe(H)

Alors g(0) = re(H(0)) = Re (% fozn H (rcos(t), rsin(t))dt.
21 .
:%fo Re(H (rcos(t), rsin(t))dt.

1. :%fozn g (rcos(0), rsin(t))dt. =elorl

@-] PourtoutvreloRlona |g(0)|=] %fozn g (rcos(t), rsin(t))dt |

. 1 .2 .
< superr|g(reos(t), rsin(t))| Efo " dt =sup,cirlg(reos(t), rsin(t))|

Q35j Oown Mt/LL/LSG Q’;g et Qg4

@sd SU | f] adwmet un maximum en 0 alors o apres @z elle est constante

surd(O,R)

O £ est développable en séries entieres done f est constante sur D(O,R).

oA SOLE P L DOLLUNOYILE MO CONSTANE A COETHLCLENES AAnS C . SUDDOSONS GUE
% pPorY PP q

Pune s annule pas sur C et soit g = 1/P. d aprés @z g est développable en

SEYLES entLeres

&G est continue et a pour limite zéro en +00. Donc g est borné sur C donc

constante.
(théoréme de Liowville hors programme )
Downe P ESt constant abswrde donc P advet au moins uneé racine adans C.

V Résolution du probléme de Divichlet

eltyz . 1+ze~it

Celt—z  1-ze it

=@z +z)Y oz e ™ (ear [zet] =[z]< 1)

Ol=g ona




=7 + 2‘2141-:0 e—mtzn

it

e'"+z
Donc : z2:

eit—z

est Abveloppable n séries entidres eton a :

etttz

— +°° —int _n
P, =1 F2p-12e7Z"

Pourtout [z[< 1 h({t).P(tz) est développable en sévies entiéres .ct en peut
intervertir Lintégrale et la somme ; done g est développable en séries entiéres
sur D(0,1) donc harmonique.

1 2m 1 2r; 00 s
@sq Pour [2[<2 ona:o [ P(t,2)dt = — [ Re(1+.%;_,2e”"z")dt

’ 7’ ’ 2 1 .
= 1. (Intervention e L intégrale et somme et fo Tetdt =0 sin+0)

Q44 propritté des fonctions périodiques

@4 Multiplier et le numérateur et e dénominateur par le conjugué du

adénominateur.

R.don a pourtout [z[<z D P(tz) est continue et borde sur [ + 8,21 +
@ — 6]t

f(p+211'11'—5

ip
P, z) D0 lorsque z2e'? donc ot

P(t,z)dt 2 o lorsque z>

ev.

i 2w :.i o+2m _
‘2“3'”””'2nf0 P(t,z)dt .ano(p P(t,z)dt =z

pone : [g) ~h@) ] =5 | [T P(t, 2)(h(E) — h(p)dt/

<Lt/
T2
[77° P, 2)(h(®) - h(p)dt/+/[7" " P(t,2)(R(8) - h(p)dt/
/[0 e s P(t,2)(R(E) — h(p)dt )
< o2 +/)+ /f;p:;”_aP(t,z)(h(t) — h(@)dt += pour un
bon choix de 6.

pone : [g(z) ~h) | < Suplh@®)| f<p+21m—5

- p P(t,z)dt +e¢.



@A APres Rer et @uz on A : [g(Z) ~N(@) | D Olorsquez D €™ done g se
prolonge en une onction continue sur D(0,1) en posant : g(cos (t),sin(t))=
h(t) e prolongement par continuité de g sur D(0,1) . g ainsi définie est
Solution ddu probléme de Divichlet si degus.et on a unicité d aprés @as.




