THEOREME SPECTRAL ET SERIES ENTIERES

X MP 2023, MATHS B

ECOLE
POLYTECHNIQUE

PREMIERE PARTIE

1. La somme de deux fonctions de Z,, est encore dans %, : en effet, si

VteU,  f()=> ant" et g(t)= byt
n=0 n=0

alors
oo

VEeU,  f(t)+g(t)=> (an+by)t"

n=0

‘ 2,(R) est stable par somme. ‘

On en déduit, coefficient par coefficient, que

2,(R,[X]) et D (M, n(R)) sont stables par somme.

2. Soient f,g € Z,(R).
Le produit de deux séries entiéres > a, t™ et Y b, t" de rayons respectifs R, et Ry, est la série > ¢, t" ou

n
Cp = § ag bn—k
k=0

et elle est de rayon R, > min(R,, Rp) et sur Ug,, on a

Z ent" = <Z an t") . (Z by tn) = f(t)g(t)
n=0 n=0 n=0

Notamment, si R, > p et Ry > p, alors R, > 0, ce qui montre que f-g € Z,(R).

‘ 2,(R) est stable par produit. ‘

Soient A,B € Z,(.#,(R)). Pour tout (,j) € [1,n],

(AB)ij = > ain b
k=1

est une fonction somme de produit de fonctions développables en série entiére sur U,, donc développable en série
entiére sur U,. Ainsi, AB € Z,(.#,(R)).

P, (M,(R)) est stable par produit.

3. L’application
7 P,(R) — 2,.(R)
F= 1.

est linéaire.
1 Soit f € ker . Alors f est identiquement nulle sur U, ; or les coeflicients d’une série entiére sont entiérement
déterminés par les valeurs de f au voisinage de O :

Fm(0)

n!

anN ap = =0
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ce qui montre que f est identiquement nulle.

‘L’application 2,(R) = Z,(R) qui & f associe sa restriction & U, est injective. ‘

4. Soit 0 < r < p. On vérifie rapidement que

pour tout f € Z,(R), la série ) a, r™ converge absolument, donc || f||, est un réel positif (et pas 4+00);
pour tout f € Z,(R) tel que || f||,, =0, on a a, = 0 pour tout n € N, donc f =0;

sifit—= > ant™ € Z,(R) et A € R, alors A\f € Z,(R) et
n=0

oo o0
M= [N an] 7™ = ALY lan] 7™ = AL 1], 5
n=0 n=0
oo oo
e sifit— Zo ant™ et gt Zo b, t" sont dans Z,(R), alors
n= n=
oo o0 oo
If +gll, = ;0 |an +bn| 7" < ; |an| 7" +;0 [on] 7™ =[£Il + lgll,. -
~ <lanl+bal B -

‘Si 0 <r < p, alors [-||,. est une norme sur Z,(R). ‘

Soient f,g € Z,(R). On note
oo o0 o0
f:tl—>Zant" g:tHant" fg:tMcht"
n=0 n=0 n=0

de sorte que

oo o0 n
1l = lenl 7 = 3713 apbooi| "
n=0 n=0 [k=0
o0 n oo n
<D lawbunel =303 faw [buil 7"
n=0 k=0 n=0 k=0

o0 o0
= (Z |ax] Tk> : (Zlakl Tk> =71, - llgll,
n=0 n=0
par produit de Cauchy de séries absolument convergentes.

\Pour toutes f,g € Z,(R), || fgll, <IfIl, - lgll,-

5. Pour tout t € U,,

|fn(t)| =

[eS) [eS) [eS)
S ant"| <> lanl 17 <Y Janl v = I,
n=0 n=0 n=0

ce qui montre que || angOr < || f|l,.- Par comparaison de séries positives,

‘La série > f,, converge normalement sur U,.

[e.e]

On sait que la convergence normale implique la convergence ponctuelle, on note f = > f, la somme de la série,
n=0

définie notamment sur U,..

Pour tout n € N, on note

oo
foite—anit® IflL = an]
k=0

La convergence de la série Y || f, ||, montre que la famille (up )n ren de terme général wy, i := an i rk est sommable.
Fixons momentanément ¢ € U,., alors par comparaison la famille de terme général a,, s t* est également sommable,

ce qui fait que
oo oo (oo} oo oo oo
F@ =@ = lansl T =) ( an,k> th = "byth.
n=0 0 k=0

n=0 k=0 n=0 \n=

=:by
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Ainsi, f est développable en série entiére sur U, :

/€ 2.[R).

p
Enfin, si 'on note S, = Y f&,
k=0

f=Spit— > fult)= > Zamktk:Z( > an,k> £

n=p-+1 n=p+1 k=0 k=0 \n=p+1

ce qui montre que, par sommabilité de la famille mise en jeu,

o0

1F=Sull, =

k=0

oo

§ an, K

n=p-+1

oo o0

E g \ap.1| 7 Fubini
n=p+1 k=0

oo

> Il

n=p+1

o0 o0
r* < g E |an k] rP inégalité triangulaire
k=0n=p+1

et ce dernier terme tend vers 0 lorsque p — oo en tant que reste d’une série convergente.
Ainsi,

’ La série ) f, converge vers f au sens de la norme ||-||,..

6.

6a. Posons g = f/f(0), de sorte que g(0) = 1 et que g € Z,(R). Si l'on trouve un réel 0 < r < p et une fonction
h € 2.(R) telle que h = 1/g, alors la fonction k = h/f(0) est bien dans 2,.(R) et vérifie fk = (f/f(0)) - h =gh = 1.
La recherche de 1/f se raméne donc a celle de 1/g.

‘ On peut supposer sans perdre de généralité que f(0) = 1. ‘

6b. Pour tout ¢t € U,., le produit de Cauchy des séries de sommes respectives f(t) et g(t) est (absolument convergent)

et
1=f(t)g(t) = Z < U bk> ",
k=0

n=0 =
Ceci étant vrai sur un voisinage de 0, le théoréme d’unicité du développement en série entiére permet de conclure que
e pour n =0, on a agby = 1, donc by = 1,
e pour tout n > 1

)
n
E Ap—r b =0
k=0
ou encore, en utilisant toujours ag = 1,

n—1
b, = — Zbk P
k=0

bp =1 et, pour tout n > 1, b,, = —(bpan, + b1 an—1+ -+ +bn_1 al).‘

6c. Fixons un réel 0 < R < p. Alors la suite (a, R™),>0 est bornée; on note M = sup |a,,| R™, de telle sorte que

M

Yn € N \an\gﬁ.

On pose alors K = max(1, M), de sorte que M < K™ pour tout n € N, puis ¢ = %7 et on a immédiatement

‘VnEN |an|<c”.‘

6d. Il ne reste qu’a montrer la relation voulue par récurrence sur n :

e Aurang n = 0, on a |[bg| = 1 < (2¢)°.
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e Soit m > 1 et supposons |bg| < (2¢)* pour k = 0,...,n — 1. Alors

n—1

bn| < z |bk| |an—k| question 6¢C et I.T.
k=0
n—1

< Z(Zc)k Tk hypothése de récurrence
k=0

n—1

m—1

<y b =en S = (2Dt
k=0

ce qui montre la propriété au rang n.

‘Pour tout n € N [bn] < (20)™.

6e. Posons maintenant r:=1/c. Puisque (b, r") est bornée, la série > b, t" est de rayon au moins r. Notons g sa
somme. Alors, pour tout ¢ € U,., et par produit de Cauchy de séries entiéres,

ft)g(t) = i <:Oak bn_k> " =1.

n=0

—

=0n.0

Ainsi, en tant que fonction de Z,(R), on a bien montré que g = 1/f.

‘Il existe donc 0 < r < p tel que 1/f € Z,.(R). ‘

7. On rappelle quun anneau est intégre s'il est commutatif (c’est le cas ici), non réduit & {0} (c’est encore le cas) et
s’il n’admet pas de diviseur de 0.

Q Soient f,g € 2,(R) telles que f g = 0. Posons alors t, = 27%p pour tout k > 1; alors
Vk 2 1 f(tk)g(tk) =0

c’est-a-dire que f(tr) = 0 ou g(tx) = 0 pour tout k > 1. Le principe des tiroirs montre qu’il existe une infinité d’indices
tels que t; est un zéro d’une méme fonction. Quitte & échanger les réles de f et g, on peut donc supposer qu’une
sous-suite (t,(x))x>1 est constituée de zéros de la fonction f.

e De la relation f(¢x) = 0 pour tout k on en déduit, par continuité de f, que ag = f(0) = 0.

o0
e On pose alors fi(t) = Y ant1t™, de sorte que fi(tx) = f(tx)/tr = 0 pour tout k > 1. En passant de nouveau

n=0
a la limite, a; = f1(0) = 0.
e On continue par récurrence. Supposons montré ag = a3 = --- = a,—1 = 0, on définit f,(t) = f(¢)/tP =
o0
D7 apin t™, alors fp(ty) = f(tx)/t} =0 et, en passant a la limite, a, = f,(0) = 0.

n=0
o Ainsi, par récurrence, on a montré que a, = 0 pour tout n € N, et donc f est la fonction nulle dans Z,(R).

On a ainsi montré que Z,(R) n’admet pas de diviseur de zéro.

‘ 2,(R) est un anneau intégre. ‘
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DEUXIEME PARTIE
8. n n
8a. |||, , est & valeurs positives, homogéne par homogénéité de ||-||,. SiP = > fr X*¥ et Q= Y gy X*, alors
' k=0 k=0
n n n
IP+Qll. =D s+l s* <D IFell 55+ lgell, s* =[Pl + Q...
k=0 k=0 k=0
Enfin, par positivité des termes, si |P||, , = 0 alors pour i =0,...,n, || fi||, s* =0 et donc || fi||, = 0, puis P = 0.

est une norme sur %, (R, [X]).

B[R9

Remarquons entre autres que, si I'on note 1 la fonction constante égale a 1, |[1f|, =1 et donc [ XP|[, , = sP.
8b. Soient P € Z,(R,[X]) et Q € Z,(R)(R,[X]), alors par structure d’algebre de Z,(R), les coefficients de PQ sont
des fonctions développable en série entiére sur U,, donc éléments de Z,(R). Par ailleurs, PQ est évidemment de degré
au plus m + n.

SiP e 2,(R,[X]) et Q € Z,(R)(R,,[X]), alors PQ € Z,(R)(Ry40[X]).

Enfin, par produit de Cauchy de sommes finies

m+n 7
PQlL.= > 11D far-gik| &
=0 ||k=0
m+n 1@
< Z Yl - llgi-l, s
=0 k=0
Ilel Z lgill, s” = 11Ql, - Q.-

7=0

HPQ||7‘7S g ||P||7‘7s : ||Q||7‘7s *

9.
9a. L’existence et I'unicité, pour toute valeur de ¢, des polynémes cherchés, est une conséquence immeédiate de la
division euclidienne dans R[X].

Reste a vérifier que les coefficients sont bien tous éléments de Z,(R). Or, si applique P'algorithme de division
selon les puissances décroissantes de A par B, on constate que, par unitarité de B, seules des additions et des mul-
tiplications sont nécessaires; la structure d’anneau de Z,(R) permet alors de conclure que Q € Z,(R)(R,—4[X]) et

R € 7,(R) (Ra-1[X]).

Il existe des éléments Q € Z,(R,—a[X]) et R € Z,(R4-1[X]) uniquement déterminés tels que A = BQ + R.

9b. Examinons d’abord le cas B = X?. Notons A = Z ar Xk, ot ay, € 2,(R) pour k=0,...,n
La division euclidienne précédente s’écrit tout snnplement
A:Xd(ad—i—adHX—i—---—i—anX"_d)—i—ao+a1X—|—---+ad,1Xd_1
Q R

et I’on a immédiatement

S k—d —d S k —d S k ”A”r,s
QI =D llakll, s*7 =57 fagll, s* <57 Jlaxll, s* = i
k=d k=d k=0

et
Z lakll, s* < [[All,

Ces deux inégalités sont bien celles de I’énoncé dans le cas B = X¢.
On remarque au passage que
1Al = [IX9Qll,., + IR, = s* Q.. + IR

r,s 7
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du fait que les polynomes X¢Q et R n’ont pas de terme de degré commun.

Traitons maintenant le cas général. La division euclidienne A = BQ + R permet d’écrire
A—-(B-XHQ=XQ+R
et, comme on vient de le remarquer, cela permet d’écrire

A= B-X9Q,, = [XQ+R[, =s"Ql,, +IRl,,

T8

donc
sUQIL, + IR, < AL+ [B=X, IQl,,

ce qui, en réordonnant les termes, donne

(5" = 1B = X,..) 1Qls < Al = IRIL, < AL
>0
et donc
Q€ e
re S STB - X
Reprenons la relation (x) sous la forme également
A-R-XIQ=(B-XHQ.
Remarquons d’abord que
|(B=X)Q - Al = [XQ+R],, = s* QI+ IRIl,

puis, par inégalité triangulaire inverse,

1B =X)Q],, = [[B-X)Q Al Al =sIQl,, +IRI,, — IAl,,

2 ||R‘Hr,s - ||A||7‘,S :
Ainsi,
IRI,s < IALL, + [[B=XDQ],,

s <
<AL, +[B=X, - lQl

A,
s —[IB = X4,
B X1, sUA],L,

Al o |1+ sT—|B— X9, . s —||B =X, .

<[IAfl,, + B =X,

ce qui conclut la question :

s AL
T8 S od _ ||B _ XdHT,s.

IR

10. F étant unitaire de degré d et R de degré < d —1,

‘ F + R est unitaire de degré d. ‘

Avec les hypothéses de ’énoncé, on a
Plico =X+ fap1(0) X + -+ £,(0)X™ et Fjmg =X,
ce qui fait que la division euclidienne de P par F s’écrit, en t = 0,

P|t:0 = x4 (1+fd+1(O)X+"'+fn(O)Xn_d+ 0
N

Fli=o Qji=o Rji—o

et donc (F + R)jj—o = Fjy—g = X*.

(F+R)ji=0 = X4,
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11. On effectue la division euclidienne
P =FoQo + Ro. (1)

Le polynéme Fy étant unitaire de degré d, on a
d—1
Fo—X=fo+ixX+ -+ fg1 X! et HFO*XdHT,s:ZkaHr s*
k=0

On note alors

d—1
ag : (r,s) — s—¢. HFO — Xde = Z | frll, sh—d
k=0

et on remarque que :

¥ r— ap(r, s) est une fonction croissante,
¥ s+— ag(r,s) est une fonction décroissante, de limite nulle en +o0.

Notons
n—d d—1
Q=Y aX Re=> rnX"
k=0 k=0
La relation (1), évaluée en t = 0, s’écrit on I’a vu a la question [10/ sous la forme

Py = X7+ £ (0) X o £ (0) X" = X% 14 qu(0) X+ g al0) X 4 70(0) + -+ a1 (0) X1

:Qo\t:() :Ro\t:UZO

et on peut donc poser
n—d

Bo(rs) = 1= Qull,s = llgo — 1, + D llawll, s*.
k=1

Remarquons tout de suite que gg — 1 est une fonction analytique, nulle en 0. Ainsi,

4 7 — Bo(r,s) est une fonction croissante, prenant en 0 la valeur b(s) = Zz;f |qk(0)’ sk,
4 r — Bo(r, s) est une fonction croissante.

Enfin,

d—1
go: (r,s) > s~ [Roll, = > lIrell s*~
k=0

est telle que

4 7 — eo(r, s) est une fonction croissante,
¥ s+ ep(r, s) est une fonction décroissante, de limite nulle en +oc0.

Enfin, pour toute fonction ¢ € Z,(R), on remarque que t — ||¢||,. est une fonction croissante.
Tous les ingrédients sont maintenant préts.

e Parmi toutes les quantités d’intérét, une seule ne dépend que d’une seule des deux variables r et s, nommément
. . A 1
llgo — 1]|,.. Puisque go — 1 s’annule en 0 et est continue, fixons un réel R tel que [lgo — 1[|z < 5.
e On fixe alors s suffisamment grand pour avoir les trois conditions

1

n—d
1 k
ap(R, s) < eo(R, s) < 5 b(s) = ,;_1 lak(0)] s* < TR

[

e La fonction r — By(r,s) est continue et croissante, et 5y(0,s) = b(s) < 1/24, on choisit alors 0 < r < R
suffisamment petit pour que 3(r,s) < 1/12.

e Par croissance des différentes fonctions par rapport a r, on a donc

1 1
< = < =
Bo(r,s) < B go(r,s) < B

=

ag(r, s) <

et notamment

ap(r, 8) + 2e0(r, 5) < et Bo(r,s) +eo(r,s) <

N | =
[N
W =
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On peut choisir r et s de sorte que ag + 29 < % et By +e9 < %

12. On écrit

P=F;Qi+Ri=(Fiy1 —Ri) Qi + Ry
=Fi1Qi+(Qi—1)R; d’une part
P=TFit1 Qi1 +Rips

donc, par différence,

‘ (1-Qs) -Ri=(Qiy1 — Qi) - Fiy1 +Rija. ‘

13. De la relation F;;; = F; + R; on tire

aipr =8~ [Fopy = XI| =7 [Fi 4+ Re = XY <7 [|Fs 4 =X| 457 Rl = s te

‘Pour tout 1 € N, o+1 < o + €.

Supposons désormais a;11 < 1. On reprend ’égalité de la question 12, que 'on interpréte comme la division
euclidienne de la question 9 :
(1-Qi)-Ri = (Qip1 — Qi) -Fiy1 + Riga -
A Q B R

puisque deg R; 1 < degF; 41 par construction. On peut alors utiliser le résultat de la question9blpuisque |F;4+1 — X||T’S =
i1 < 1:

HQ ol < ||(1_Qi)Ri||r,s
i+1 illrs = od _ ||Fi+1 — Xd“r,s
||(1 - Qi)||r,s

S sd —|[Fipy — X)), sous-multiplicativité de |-||,. ; (question 8b)

s_dH(l —Qi)Hm IRl Bi €

=574 [Fipr — X9, 1l -y

Or, par inégalité triangulaire inverse,
Bit1 = Bi =11 = Qigall, . — 11 — Qill,. , < 1-Qi—(1- z+1)||rs =[|Qi+1 — Qill,. 4>

donc

Bi€i

1— i

Bit1 < Bi +

De la méme facon,
H(l_Qi)R’iHr,s < Bigi

—Figr =X,y ~ 1—aipr

Ei+1 = s [R; Hrs N gd _

Bi€i

eir1 =5 7 |Rill,., < [~
1

14. Montrons les inégalités par récurrence sur ¢ € N, le cas ¢ = 0 étant évident.
Supposons les inégalités vraies au rang i > 0.

e D’une part,

 <ag+2-(1-27) g +2" g
=ap+2- [1 (271 - 2*1’*1)} &0

(1 — 9~ (1,+1)>
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e Il vient en particulier

1
Oéi+1<040+2'€0<§<1 d’apres |11
o a. . 3
et donc 1 — ;41 > 3 Ainsi ;41 <1 et < —.
1-— Q41 2
. . . L Bi€i Bi€i
e On peut enfin appliquer la question13|puisque a; 1 < 1, ce qui méne & 841 < Bi—&—li et g;41 < T—al
— Q41 — Q41
De plus, par hypothése de récurrence,
—i 1 S
Bi<Bo+ (1-2 )'€0</30+€o<§ d’apres (11
donc
Bici 1 o 3 &
l—aip1 32 2
puis
Bi€i 13 € (it
£ 7.7.5—7<2(Z+)€
i+1 X 1 Qi1 39 7 2
Enfin,
Bi€i i

Biv1 < Bi +

ce qui achéve la preuve.

15a. La série Z |Fit1 — Fill,. , converge puisque [[Fip1 — Fyf|, o = [[Rill, = 574, <
i>0
Commencons par un lemme théorique :

LEMME 1 Soit (H;);>0 une suite de polynomes & valeurs dans 2,(Ry [X]). Cette suite converge coefficient par coeffi-
d/

cient (pour la norme ||-||) vers L = sz X* si et seulement si la suite (H;);>o converge vers L pour |||, ..
k=0

’

. 2 . 4
DEMONSTRATION : Notons génériquement P = > fuX¥. Les normes définies sur R? t1 par
k=0

d/
N = k t N =
s(z) kz_:o |zx| s e oo () o X, £

sont équivalentes, donc

P+ |IPll, oo =Noo (I foll,, -5 lfarll,) et P[Pl o =Ns(llfoll, .- I farll,)
sont équivalentes sur %, (Rd/ [X]) La premiére norme est bien celle correspondant & la convergence coefficient par coefficient pour
la norme [|-||,.. 1
d
Puisque la série Y [|[F;41 — F;||,. , converge, on en déduit, en notant F; = Y- (fi)r X¥, que les séries 3 || fix1.6 — fill,.

k=0
convergent. La question [5/ permet d’en déduire que les séries ) || fiy1,1x — fikll,, convergent et que leurs sommes ¢y,
sont éléments de Z,(R); de plus on a la convergence pour les normes |[|-|| . et ||-[],.

Il et NI-1l,-
fik —OO> or € 2+ (R).

i—

D’aprés notre lemme, on a donc

d—1
[N S X
Fi m} X + s gOk X = F S .@T(Rd[x])

La suite (F;),;5, converge pour la norme |-, ; vers un polynéme unitaire F € Z, (R, [X]) de degré d.

Enfin, puisque pour k¥ = 0,...,d — 1 on sait que f; ;(0) = 0 et que la convergence normale implique la convergence
simple, on en déduit que
vk € [0,d—1] ¢k(0) = lim f; x(0) =0
71— 00

ce qui montre que
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10

F‘t:() == Xd.

15b. On sait que, pour tout ¢ € N, on a
P=F,Q +R;

et de plus, la question 14 montre que ||R;||, , = s?-e; — 0 (en particulier, d’aprés notre lemme, tous les coefficients
’ 1—>00

de R; € 2,(R4_1[X]) convergent vers 0).

Les coefficients de Q; sont obtenus a partir de ceux de P et de F; par division euclidienne, en une expression
polynomiale (puisque F; est unitaire), donc puisque les coefficients de F; convergent pour ||-||,., ceux de Q; (de proche
en proche par degré décroissant) convergent également.

Par le lemme, puisque Q; € Z,(R,,—q[X]) (degré majoré par n — d), la suite (Q;);>0 converge pour |-||, ; vers un
polynéome G € Z,.(Rq_1[X]). 7

Enfin, on peut passer & la limite dans P = F;Q; + R;, puisque la somme et I’application bilinéaire produit sont
continues (question8b) ce qui méne & P = FG.

Il existe G € 2, (Rn [X]) telle que P = FG.

16. En se plagant dans les hypothéses du théoréme 1, on pose P= P(X—\); alors P vérifie toutes les hypotheéses de
la question 10. o _ _
Il existe donc F et G tels que P =F - G. Puis F = F(X + \) et G = G(X + \) conviennent.

’ Le théoréme 1 est démontré. ‘

17. Posons 6 = /f(0) >0 et P =X?— f, de sorte que P, ;—g = X? — f(0) = (X — §)(X + ). Le réel § est racine de
multiplicité 1 pour P.

On utilise le théoréme 1 : il existe un réel r tel que 0 < r < p, F unitaire de degré 1, et G, nécessairement unitaire
puisque P et F le sont tel que P = FG.

Sil'onnote F=X—get G=X—h, ot g,h € Z,.(R), la relation

X2—f=X-9)X—-h)=X2—(g+h)X+gh

montre que f = —gh, puis f = ¢2, ce qui achéve la preuve.
Enfin, par continuité de f, on peut choisir 0 < py <1 tel que f > 0 sur U,,.

Il existe py € R tel que py < p et tel que f > 0 sur Uy, et v/f € Z,,(R).

TROISIEME PARTIE

18. La matrice Mj;—q est symétrique réelle donc, par le théoréme spectral,

‘ M;—¢ admet une valeur propre réelle. ‘

19. Le polynome caractéristique de Mj,—g est x|i=o = (X — A)™ donc Sp(Mp;—g) = {A} et, puisque Mj;—, est diago-
nalisable, Mj;—g = AL,.
De plus M € Z,, (Sn(R)) et tlir% (M(t) = AL,) = Mj—o — AL, = 0.
—
Les coefficients de M(t) — AL, appartiennent & Z,, (R) et s’annulent en 0; étant des fonctions développables en

séries entéres sur U, , ils se factorisent par ¢.
Ainsi, il existe Mg € Z,, (#,(R)) telle que M(t) = AL, + tMo(t) pour ¢ € U, .
Comme pour t € U,, ~\ {0},

Mo(t) = 1 (M(1) ~ AL,) € S, (R),

on a }in(l) Mo(t) € Sy (R), et finalement My € Z,, (S, (R)).
—

Il existe une matrice symétrique My € Z,, (Sn(R)) telle que M = AI,, + tMy pour tout t € U, .

20. De Xjt=0 = XM, = Fli=0 - G|1=0 et avec le théoreme de Cayley-Hamilton,

X(M)jt=0 = xM;,_o (Mj1=0) = 0 = F|;=0(M}s=0) * G|1=0(M}s=0) = Ao Bo = Bo Ao.
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Avec la valeur Fi—g = (X = A)%, on a
Xjit=0 = (X=X Gzo et (X=N*AGpp = 1.
Le lemme de décomposition des noyaux montre alors que
R" = ker [F\t:O(M\t:O)] @ ker [G|t:0(M|t:0)] = ker(Ag) @ ker(By)

et, par définition, ker(Ag) = ker [(AO — )\In)d}.
e De la relation Ay By = 0, on en déduit que im By C ker Ag ; la formule du rang et la somme directe précédente
permettent de conclure que dimim By = dimker(Ag, et donc im By = ker Ay.
e Par le méme raisonnement, im Ay = ker Bg. Donc R" = im Ag @ im By.

Par ailleurs, rg By = dim ker Ay = dim ker [(Ao — /\In)d] = d (sous-espace caractéristique) et donc rg Ag = n — d.

e Dans la matrice By, on choisit rg(Bg) colonnes qui forment une base de im(By), d’ou 'existence de U € M,, 4(R)
(constituée de 0 et de 1) telle que im(Bg) = im(BoU).

e Dans la matrice Ag, on choisit rg(Ag) colonnes qui forment une base de im(Ag), d’oit l'existence de V €
M, n—a(R) (constituée de 0 et de 1) telle que im(Ag) = im(AV).

Puisque R™ = im(A¢) ®im(By), la matrice constituée des colonnes de BoU et AV, Q4—¢ = (BoU|A¢V) est une matrice
inversible (ses colonnes formant une base de R™).

L’existence des deux matrices U € 4, 4(R) et V € 4, ,_qa(R) telles que :
L] lm(BoU) = lm(Bo),
[ 1m(A0V) = 1m(A0) et
e (BoU | ApV) est inversible,

est prouvée.

21. GL,(R) étant un ouvert de .#,(R), il existe p, € RY tel que p5 < p1 et pour t € U,,, Q(t) € GL,(R) et

-1 1 T
t =——7C t
Q] = g [Com Q)]
1
D’aprés (6] il existe pa € R} tel que py < ph < py tel que Q) € Z,,(R) et donc

Q! [comQ]" € 2, (4, (R))

T détQ

grace a la question 2 On en déduit notamment que Q € GL,,(Z,,(R)).

Il existe po € RY, p2 < p1, tel que Q € GL, (sz (R))

22.
22a. Qp—q = (BaU[A,V) inversible, donc R™ est somme directe des droites engendrées par chacune des colonnes, et
en particulier

]R" = im(B,U) ® im(A, V). \

22b. On reprend certains arguments de la question 20.
Comme a la question 20, A,B, = B,A, = 0 (Cayley-Hamilton), donc

im(B,U) C im(B,) C ker(A,) et im(A,V) C im(A,) C ker(B,).

Avec R" = im(B,U) @ im(A,V), im(B,U) C ker(A,) et im(A,V) C im(A,) et dim(ker(A,)) + dim(im(A,)) = n
(théoréme du rang), on en déduit

im(B,U) = ker(A,) et im(A,V) =im(A,)

et avec les inclusions précédentes,

[im(B,U) = im(B,) = ker(A,) et im(A,V) = im(A,) = ker(B,). |
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23. Les sous-espaces vectoriels ker(A,) et ker(B,) sont stables par M car A, et B, sont des polyndmes en M donc
commutent avec M.
La matrice (Q~1-M-Q) t=a st la matrice représentant 'endomorphisme X — MX dans une base adaptée a la décom-
position R" = ker(A,) ©ker(B,) = im(B,U) ®im(A,V), donc est diagonale par blocs ; on la note diag(M|;—q, Majt=q)-
Enfin, d’aprés la question 2, Q= - M- Q € 2, (#,(R)) donc My € 2, (#,(R)) et My € Dy, (M,—a(R)).

Q™' M- Q = diag(My, My) avec My € D, (#,(R)), My € D, (M—a(R)).

24. On sait que (imB,)* = ker B," = ker B, car B, est symétrique réelle. Ainsi,

1
R" = im(B,) @ ker(B,) .
—— ——
=im(B,U) =im(A,V)

L
Pour tout a € U,,, R" =im(B,U) ®im(A,V).

25. Qil -M - Q = diag(Ml, Mg)

Ecrivons la matrice Q sous la forme (Q1|Qz) avec Qi € 4, a(R) et Qo € My, n—a(R).

Grace au procédé d’orthonormalisation de Schmidt, pour tout a € U,,, il existe une matrice (Ry), € .#3(R) (elle est
triangulaire supérieure) telle que Q;;— - (R1)q soit constituée d’une famille orthonormale de colonnes. Les coefficients
de (Rq), proviennent d’une expression des coefficients de Q utilisant :

e des produits et sommes (dans les produits scalaires),
e des racines carrées (dans les étapes de normalisation),
e et des quotients (toujours dans la normalisation)

appliqués en ¢t = a; en invoquant les questions 1}, 12} 6 et 17/ un nombre fini de fois, on en déduit I'existence de p5 € R,
tel que ph < paet Q1 -Ry € Dy, (///n,d(R)).

De méme, il existe p3 € R} tel que p3 < ps et pour t € Uy, Qa2 - Re € P (M n—a(R)) et pour tout t € Uy,
Qjt=a - (R2)q est constituée d’une famille orthonormale de colonnes.

L

Comme R" = im(B,U) @ im(A,V), les colonnes de Q - diag(R1,R2) = (Q1R1|Q2Rz) forment en tout ¢t =a € U,

une base orthonormale, donc Q - diag(R1,R2) € Z,,,(#,,(R)) est orthogonale (au sens de la définition au début de la
troisiéme partie).

Il existe pr € R tel que p3 < p et des matrices Ry € GLd(@p3 (R)), Ry € GLn,Ul(@p3 (R))
telles que la matrice Q - diag(R1, Ra) soit orthogonale.

26. Belle question.
On montre par récurrence sur n > 1 la propriété

« Pour toute matrice M € 2, (Sn(R))7 il existe 7 € R, tel que 7 < p
P(n): et une matrice orthogonale P € Z, (.#,(R)) telle que P* - M - P est
diagonale. »

e Le cas n = 1 est évident.

e Soit n > 2. Supposons le résultat vrai jusqu’au rang n — 1. Soit M € 2, (Sn(R))
— 1°" cas : supposons que M|;—q posseéde au moins deux valeurs propres distinctes.
La question précédente nous permet de construire p3 € R tel que p3 < p1, P1 € Z,,, (4, (R)) orthogonale telle
que —
P} - Q- Py = diag(R{M; Ry, RjMaR») = diag(M;, Ms) € Z,, (Sn(R))
en posant Py = Q - diag(Rq, Re).
Puisque d,n — d € [1,n — 1], on peut utiliser 'hypothése de récurrence sur M;, My qui sont respectivement
dans Z,,(S4(R)) et Dy, (Sn—a(R)).
D’ou 'existence d'un r € R tel que r < p3, Py = diag(S1,S2) € Z, (4, (R)) orthogonale (car S; orthogonales)
tel que
(P1P2)" - Q- (P1P2) = diag (ST M-Sy, 8- My - S;)

soit diagonale — et &?(n) est démontré.
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— 2¢ cas : Mj;—g n’a qu'une seule valeur propre \.

D’aprés la question 19, il existe Mg € %, (S (R)) tel que M(t) = AL, + tMg(t) pour tout t € U,.
o Si Myjs—o posséde plusieurs valeurs propres, d’aprés ce qui précede, il existe r € R} tel que 7 < p, P €
D, (A, (R)) orthogonale tel que P - M - P soit diagonale et donc

PT-M-P =\, +t(P"-M-P)

(avec le méme abus de notation que I’énoncé) est encore diagonale et Z?(n) est prouvée.
o Dans le cas contraire, on réitére le résultat de la question [19] pour avoir M = Al,, + tAoL, + t2M; avec
M, € 2, (Sn(R)) jusqu’a trouver une matrice M; possédant plusieurs valeurs propres et on conclut comme

précédemment en réduisant le rayon.

o Il reste donc le cas o, quelle que soit I'étape, la matrice M; n’a qu’une seule valeur propre A;. Montrons

oo
alors qu’au voisinage de 0, M = ( A+ > A\y_1t¥ ) I,,, ce qui montrera que M est directement diagonale (et
k=1

il suffit de choisir P =1,,).
Nous savons que pour p > 1,

P
M = </\ +) e tk> L, + "M,
k=1

et en particulier pour tout k& > 0,

1
o M®E(0) = A1 1,

(en convenant que A_; = ) puisque M_;1 € Z,(S,(R)).

Or on sait que

vte U,

donc on a bien montré que

ce qui achéve de prouver & (n).
Ainsi, dans tous les cas, #(n) est démontrée.

Le principe de récurrence permet de conclure que #(n) est vraie pour tout n > 1.

’ Le théoréme 2 est démontré. ‘
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