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PREMIER PROBLEME

I. Résolution d’équations différentielles

—In|ch|

sh
1. Une primitive de th = g S R est In|ch| =1Inch et : e = <, donc :
c

C
les solutions de I’équation différentielle 2’ 4+ z th(t) =0 sont z: t - ——, C € R.

ch(t)’
On a alors z(0) = C donc
. , . Co 1
la solution de ’équation qui vérifie z(0) =1 est 21 : £ — W
c

2. On utilise la méthode de « la variation de la constante », en posant :

C'(t) C(t) sh(¥)

Z( ) = Ch(t)v ‘ou : Z,(t) = Ch(t) ChQ(t) 5

donc :
c'(t)
ch(t)’

c'(t)
ch(¥)

si: C'(t) = tsh(t). Pour déterminer C, on effectue une intégration par parties :

Ainsi, z est solution de I’équation si, et seulement si : = tth(t), c’est-a-dire si, et seulement

C(t) = /tsh(t) dt =tch(t) — /Ch(t) dt = tch(t) — sh(t),

d’ou :
_tch(t) —sh(t)

() =g =t ),

les solutions de I’équation 2z’ + z th(t) = ¢t th(¢) sont z : ¢t — hC(‘t) +t—th(¢), C € R.
c

On a alors z(0) = C donc

‘13 solution de I’équation qui vérifie z(0) = 0 est 2o : t — ¢t — th(t). ‘
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II. Etude d’un arc paramétré

3. La fonction th étant impaire et la fonction ch étant paire, on en déduit que = est impaire et y
est paire, donc

l'axe des ordonnées (Oy) est un axe de symétrie de (T'). ‘

4.0mn a t_l}glmm(t) =400 et tl}glooy(t) =0, donc

‘l’axe des abscisses (Ox) et (I') sont asymptotes. ‘

5. Les fonctions x et y sont dérivables sur R et :

h(t
VteR, 2/(t)=1—(1—th*()) =th*(t) >0 et y'(t)=— i 2< ) :
ch*(t)
d’ot le tableau :
t —00 0 +0o0
2/ (t) + 0 +
Y +00
x /O/
—o0
1
0 0
y'(t) + 0 -
6. Les fonctions x et y sont de classe €>° sur R et pour tout réel ¢ :
2" (t) = 2(1 — th®(t)) th(t) = 2(th(t) — th’(¢))
4 { 2”(0) =0
3 12 120 12 onc : ;
J(8) = ~ch’(t) —2sh”(¢) ch(?) _ 2sh”(t) — ch*(¥) ' (0) = —1

ch?(t) ch®(t)

2" (t) = 2(1 — thQ(t)) (1 - 3th2(t)) 4 ' { 2"(0) =2
y'(t) =... | s

Les entiers caractéristiques sont donc 2 et 3, ce qui signifie que

‘le point A(0,1) est un point de rebroussement de premiére espére. ‘

7. a)On a Videntité : Vt € R, ch?(t) —sh®(t) = 1, d’ol1, puisque la fonction ch est positive :

VteR, ch(t) =/1+sh?(1).

On en déduit que

si sh(t) = 1, alors ch(t) = v/2 et th(t) =

1
ﬁ.
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De plus :
sht) =1 & ef—e'=2 & (et)Qertflz().

Le discriminant de cette équation du second degré en ef est : A = 8 = (21/2)2, ce qui donne :

222
et:T‘[zl—\/i«) ou el=1+v2>0.

Finalement, on obtient :

sh(t) =1 < ¢ =1In(1+v?2).

/
t
b) La tangente au point de paramétre ¢t # 0 a pour coefficient directeur Y ,Eti. On doit donc
T
avoir : )
'(t h(t h=(t
V) _ o ShO _ sh) g -
o/ (t) ch=(¢) ch®(¥)
le point ot la tangente & (T") a pour coefficient directeur —1 est B (ln(l +2) - g, g),
et une équation de cette tangente est : y = —x + In(1 + v/2).
8. L’allure de la courbe est donc :
(I
-3 3
y'(t) 1

9. a)Pour t # 0, le coefficient directeur de la tangente & (I") au point M (¢) est : () = EENOE

Une équation de cette tangente est donc :

Y= —ﬁ(m — x(t)) +y(t) = —ﬁ(m —(t— th(t))) + (D)’

c’est-a-dire :

1 t
une équation de la tangente & (I') au point M(t) est : y = “50 x4+ )
s s

b) Le point N(t) appartient & ’axe des abscisses donc : yy = 0. De plus, il appartient aussi &
la tangente au point M (¢) donc, d’aprés 9.a) : xy = t. On en déduit que :

MN = <t— (t —th(t)),0 — Chl(t)) = (th(t),—chl(t)),

MN? =i ¢ b = O
ch?(t) ch?(t) ’

et donc :

d’ou :

\VteR, MN:L\
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III. Etude d’intégrales et de suites

Todt Too2dt
Lz = [ & - [ =%
1(@) /0 ch(t) /0 et et

d
On effectue le changement de variable : e = u, donc t = In(u) et dt = &«

10. Pour tout z € R :

2 du ¢ 2 e’
1($) ‘/1 u + % U /1 u?+1 u re an(U) 1

d’ou :

Ve e R, Ii(z)=2Arctan(e®) —

Mk

11. Pour tout z € R :
Toodt @
I = —— = [ th(?)]| ,
2(2) /0 ch2(t) [ ( )]0

Vo €R, D(x) = th(z). |

soit :

12. a)Pour tout x € Ret k € IN* :

" 1 B T ch?(t) — sh?(t) (1 B xs - sh(t) ch—k2
Ik+2(x)—/0 7chk+2(t) dt—/o —Chk+2(t) dt—/0 7chk(t) dt /0 h(t) - sh(¢) ch (t)dt,

soit, a 'aide d’une intégration par parties :

. .Ch =L m_ wc _chfk*l(t)
o 0] - [ )

k-1

1 sh(z) 1 /J 1

=1 . — dt
O T W)

Iiy2(z) = I () — (

1 sh(x) 1
-7 . _ I
k(‘r)+ E+1 Chk+1($) k+1 k(x)a

et donc :

. 1 sh(x) k
Vr € R, Vk € N, Ik+2<.’17): [ : Cthr(l(x) k+1];c(x)

b) Pour k =1 puis k = 2, on obtient :

sh(x) T sh(z) 2
VreR, I3(x) = ——"—+ Arctan(e®) — — et Iy(x) = —— + = th(x).
s(z) 2 e?(r) G a(x) s’ (x) |3 (z)
13. a)Soit k € IN*. La fonction Ij est définie sur R et le changement de variable u = —t permet
d’écrire, pour tout x € R :

—x 1 T 1 z 1
Ik(—x)z/o chk(t)dt:/o Chk(—u)(_dU):_/O Mdu:_ﬁ“(m)’

donc :

‘la fonction Iy, est impaire. ‘
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b) Puisque la fonction ch est continue sur R (et ne s’annule pas), alors la fonction o est
c
1
continue sur R. D’apres le théoréme fondamental de l'intégration, Iy est la primitive de — qui
c

s’annule en 0. En particulier

I est continue sur R.

1
¢) Plus généralement, ch est de classe ¥°° sur R donc il en est de méme de —» et donc :

I}, est de classe €°° sur R.

14. D’apres 13.b), on en déduit que :

1
Ve eR, I.(z)=——.
En écrivant I, = ch™", on en déduit que
—k sh(z)
VeeR, I/(z)=—7-—2,
k(@) chkﬂ(x)
et :
ch(z) ch** (@) = sh(e) (k+ 1)sh(@)ch™(z) _  eh’(@) = (k+1)(ch’(@) — 1)
L' (z) = —k 2kt2 =k [ ’
ch (2) ch™ ()
soit :
2
1
Ve eR, I;)(x)= i k(k+1)

 chf(2) B ch™ 2 ()

15. La formule de Taylor-Young s’écrit :

I// 0 I/// 0
Iy(x) = 14(0) + I(0) 2 + ’f2( ) 42 + k6( ) 43 + o(z?),
donc, d’apres 14. :

1
16. Pour tout € R, I}, (z) = —— > 0, donc
ch*(x)

’ I} est strictement croissante sur R. ‘

17. a) Puisque I} est croissante d’aprés 16., alors pour tout n € N : u,, = Ix(n) < Ix(n+1) = up41,
ce qui signifie que

‘la suite (un)nen+ est croissante. ‘

b) Pour tout t € R, on peut écrire :

el fe?
2
donc, puisque la fonction ch est strictement positive :

ch(t)2e 2¢t=1+e 2 >1,

VieR, 2et>

ch(t)’
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On en déduit donc que, pour tout ¢t € R :

1
ch”(t)

0< <2k e*kt,

d’oti, par croissance de l'intégrale et pour tout n € IN* :

"ol " 2k n ok 2k
Og/ Tdtg/ 2’“e*’“dt:—[e*’“} :—(17e*’“”)<—.
0 ch (t) 0 —k 0 k k

Ainsi, la suite (un)nen+ est croissante et majorée : d’apres le théoréme de la limite monotone :

‘la suite (un)nen+ converge. ‘

18. a)D’aprés 16., la fonction I} est croissante : d’apres le théoréme de la limite monotone, elle
admet une limite en +o00. De plus, d’aprés 17.b), la suite (up)nens = (I1x(n)) converge. D’apres
la caractérisation séquentielle de la limite, on en déduit que

nelN*

‘la fonction I admet une limite finie en 400, et donc Jj, existe. ‘

b) D’apres 10. :

Ve € R, Ii(xz)=2Arctan(e”) — g —+> 5 g 7
Tr—r+00

donc :
™
J1 - 5
¢) D’apres 11. :
Ve e R, I(z)=thz) — 1,
r—+o0
donc :
d) D’apres 12.a), on sait que :
k sh(z)
Ve e R, Vk e N*, [jiq(z) = —— I(x) + ———————.
wl) = i RO e )
Or, on sait que :
e’ _ ) sh(z)
sh(z) ete ch(x) el 3 donc : IETOO m =0,
et il vient : k
Vk e N*, Jyyo=-—>1J
€0 k2 =4 17k

Donc, pour tout k > 2 :

donc :




Et de méme pour k > 1 :

k k
27 —1 2
- Mei-v o Ienr
Jort1 H 5 J1=— : k = 2 k')g 1,
S () e
donc :

2k)! =«
Vk =2, Jopy1 = e (k!)g 3

DEUXIEME PROBLEME

IV. Etude de structures

1. a) On consideére les matrices élémentaires :

1 0 0 1 0 0 0 O
El,1=(O 0)7 E1,2=(0 0)7 E2,1=(1 O) et E2,2=(0 1)~

Alors :

E = {(8 lc)) ) (a,b, C) S Rg} = {CLELl + bEQ’Q + CELQ ; (a, b, C) S R3} = VeCt(E1’17E272,E1’2),

ce qui signifie que

‘ E est un sous-espace vectoriel de Ms(R). ‘

b) Puisque les matrices élémentaires forment la base canonique de My(R), on en déduit que
la famille (E1,1, B2 2, F12) est libre, donc :

FE est un sous-espace vectoriel de dimension 3 dont une base est (EM, Es o, ELQ).

/! /
2. a) Soient (a C) , (% Z,) € E. Alors :

0 b
a c a’ c’) B (aa’ ac’—i—cb’)
(0 b)x(o v)=\o w )EE

donc

‘ FE est stable par produit. ‘

b) Puisque (F, +, -) est un espace vectoriel, alors (E, +) est un groupe abélien. De plus, puisque
X est une loi de composition interne dans F, il s’ensuit que

‘ (E,+, X) est un sous-anneau de Ms(R). ‘

, (1 2 2 1y (21 , (21 1 2y (2 4
c)Dunepart.(O O)X(O 0>_(0 0) et,dautrepart.(o 0)><<0 0)—(0 0).

Cela nous permet d’affirmer que

‘l’anneau (E,+, X) n’est pas commutatif. ‘
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3. Démontrons que (G, x) est un sous-groupe de GLo(R).

e Sig= <8 g) € G, alors det(g) = ab > 0 donc g est inversible : G C GL2(R).

/ /
e Sig= (8 g) et g = (C(L) Z,) sont deux éléments quelconques de G, alors :

, (ad ac’Jrcb’)
gxg—(o by ed.

e Enfin, si g = (g Z) € G, alors g est inversible et :

D’apres une caractérisation des sous-groupes :

‘ (G, x) est un sous-groupe de GL2(R). ‘

V. Puissances d’une matrice et suites

4. a)On suppose que a # b. On raisonne par récurrence.
o Initialisation : pour p = 1, ’égalité est évidemment vérifiée.

o Hérédité : on suppose que, pour un entier p € IN* donné, I’égalité est vérifiée. Alors :

aP — bP p+1
p a Y
AP+1 AP % A @ c P % (a c) ( p+1> ’

0 bP 0 b 0 ot
aP — bP aPtl — aPb + qPb — bt qPt1 — pptl
ou: apt1 =afec+c b=c =c
a—>b a—b a—b

e Conclusion : d’apres le principe de récurrence :

aP — bP
p

VpelNt, A= (" Ty
0 bP

b) On suppose que a = b. On calcule alors :

2 3 a2
_(a ¢ s (a® 2ac 3 (a 3ac>
A_(O a)’ A_<O a2)’ A_<O at )’

aP paP e

0 P > On démontre cette conjecture par une

On conjecture que, pour tout p € IN*, AP = (

récurrence.
« Initialisation : la propriété est initialisée pour p € {1, 2, 3}.

o Hérédité : on suppose 1’égalité vérifiée pour un entier p € IN* donné. Alors :

D p—1 p+1 D p—1 p+1 P
AP AP A — a”  pa “c X(a c>: a aPc+ paP~lca (@ (p+ 1)aPc .
0 aP 0 a 0 aPt! 0 P+l
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o Conclusion : d’apres le principe de récurrence :

a?  paP~lc
VpeIN*, AP = .

0 aP

5. a)L’inégalité de Taylor-Lagrange s’énonce ainsi : soit ¢ une fonction de n + 1 fois dérivable
sur un intervalle I telle que |[o("+1)| soit majorée sur I. Alors, pour tout (a,b) € I? :

‘ ¢<k>

b— n+1
| a| bup|<p("+1 ( )|

k
< =2 1
a) (n+1)' xzel

~

b) La fonction exp est de classe > sur R avec, pour tout n € N, exp(™ = exp. Pour tout
z € R, exp est bornée sur le segment I d’extrémités 0 et x; on peut donc appliquer I'inégalité de
Taylor-Lagrange & exp avec a = 0 et b = x, ce qui donne :
n+1
e — Z E x

- t
S e kel

soit :

anrl

xT
— <=
[ —en@) <
Or, si on pose pour tout n € IN, u,, = —— alors :

max (1,ez).

nl
u z|* ! n! z
nt+l _ ‘ | « _ ‘ | — 0,
Up (n+D! " Jz| n+4+1no+oc
ce qui implique qu’il existe ng € IN tel que :
U 1 U
VneN, n>nyg = 0< n+1<§ soit : 0 < Upyy < —
Un

Par une récurrence immédiate, on en déduit alors que :

1 n—no
Vne]l\Ln}no:Ogung(g) Ung -

n—no
Or: lim (7> = 0 donc, d’apres le théoréeme des gendarmes, lim (u,) = 0. On en déduit donc

n—-+4oo 2 n—-+o0o

que

pour tout z € R, la suite (cpn (x)) converge vers e”.

nelN
¢) On suppose que a # b. D’aprés 4.a) on a alors :
a” _pp
Vp e IN*, AP = a—b)
donc :
" P "¢ aP —
, PRI PR c —orlh

1 — P! —~p! a (a) (n(a) = on(b))

¥neN, B,=Y —Ar=| """ ’“’n a=b
k=0 " 0 Z ©n (D)
k=0 P

d’ou :

Vn e N*,  ap =@n(a), Bn=wn(b) et fyn:a_b(gon(a)—gon(b)).

Donc, d’apres 5.b)

les suites (v )nen+, (Bn)nen+ €t (Yn)new= convergent respectivement vers e?, e’ et ¢ 2 (e“ feb).
0 —

9 /12



d) On suppose que a = b. D’apres 4.b) on a alors :

a? paPle
Vp e IN*, AP = ,
0 aP
donc :
Z a;l Z © | ‘ ( ) Xn: ap71
n
1 —o P —- Db on(a c
VTLEIN*, B, = 7'Ap: h=0 k=0 = =1 (p—l)! s
— p n ap
k=0
k=0

d’otl, avec un changement d’indice :

’VnE]N*, = Brn = ¢n(a) et vn:cgon,l(a).‘

Done, d’apres 5.b)

‘1es suites (n)nen+, (Bn)nen+ €t (vn)new+ convergent respectivement vers e, e® et ce”.

6. a)D’apres 5.d): f (8 8) = ((1) (1)> * <8 8), donc :

‘l’application f n’est pas linéaire.

b) Soient A; = (%1 lc)l) et Ay = (%2 ZZ> deux matrices de E telles que f(A41) = f(Az2).
1 2
Alors, d’apres 4.¢) et 4.d), on a :
@2 ot e =eb donc: a;=as et by =bo.

De plus :

e sia; = by (c’est-a-dire si as = a1 = by = by), alors : ¢; €% = cpe®2, donc ¢; = ¢
) ) b

‘1 el _ eb1) _ C2 %2 _ ebz)7

o siai # by (Cest-a-dire si ay = ay # by = by), alors : a; — by az = bz

ce qui implique encore que ¢; = cs.

Ainsi, on a a1 = as, by = by et ¢; = ¢, c’est-a-dire A; = As. Donc

‘l’application f est injective. ‘

N . -1 .
c)D’apres 4.c) et 4.d), on a o = %, donc la matrice < 0 8) n’a pas d’antécédent par f, ce

qui signifie que

‘l’application f n’est pas surjective. ‘

d) On utilise encore les résultats de 4.¢) et 4.d).

(e* —e®). Donc, les couples (a, 3) décrivent

e Sia#b alorsa =e* #eb =fety= Cb
a0 —
I'ensemble R x R\ {(m, m); m e Ri}, et les réels v décrivent R.
e Sia = b, alors a = = e* et v = ce®. Les couples («,3) décrivent alors ’ensemble
{(m, m); m e ]Rjr}, et les réels v décrivent encore R.
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Finalement :

Im(f) = {(‘g g) : (a,8,7) € R x RE ><]R}.

7. a) e Supposons que a # b. On a alors :

seliaiiont)

0 el —1

f(A)—I=<

donc

e, (f(4)- 1)”

I
N
—
[¢)
2
=} |
—_
S~—
]
—
[e]
o
[ >
=
—_
SN—"
hej
v

ou, d’apres 4.a) :

& e® —_1)P — (¢b —1)P c
Ap = a—»b (ea _eb) ((ea _:li) — Eeb _1; = 5 ((ea —1)P — (eb _1)?).

On obtient donc, par linéarité :

Vn e N*,  ap, =¢,(e*—1), b, = (bn(eb —1) et ¢,

e Supposons que a = b. On a alors :

donc

ou, d’apres 4.b) :

pp =p (e —1)P"c e
Or :
—~ (=) S k-1 k-1 /
? kx" " = Z(—l) T = (x),
k=1 k=1
donc :

‘VnG]N*, ap =by, =Pp(e*—1) et ¢, =ce” w;(e“—l).‘

b) La fonction A : z — In(1 4+ x) est de classe €°° sur |—1, +o0[ et, pour tout z > —1 :
1
N(z) =
@) =13
d’ou, par une récurrence immédiate :

VEe N*, AP ()= (=) k-0 +2)F et AB(0) = (-1) 1k -1).

—(1+2), M) = —(+a) % A(2) =20 42)

En appliquant I'inégalité de Taylor-Lagrange avec a = 0 et b = x € ]0, 1[, on obtient :

—~ (DR 1) a™ —n—1
VneN, |ln(l4+z)—(In(l)4+ )y ——=2"|| < sup |(=1)"n!(14+¢)7"7 |,
( ; k! (n+1)! t€[0.,:c]| }
soit : 1 1
N, [In(l+z)— ¢, ()] < I —
vneN, |In(l+z)—vn(z)] (n+1)!n o

On en déduit donc que

pour tout z € ]0, 1], la suite (wn (az)) converge vers In(1 + z).
nelN*
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¢) Puisque a € ]0,1n2[, alors e* —1 € ]0,1[ (et de méme pour b).

e Supposons que a # b. Alors la suite (a,)nen+ converge vers In (1 + (e® —1)) = a; de méme,

la suite (b, )nen+ converge vers b. Par opérations sur les limites, la suite (¢, ),en+ converge vers

c
a—>b

(a—b)=c.

e Supposons que a = b. Alors, les suites (an)nen+ €t (bn)nen= convergent vers a. De plus,
pour tout z € ]0,1][ :

Aula) = (o = S = 2

k=1 k=0
Donc la suite (¢ )nen+ converge vers : ¢ ¢ ——— =¢.

Dans tous les cas,

‘les suites (an)nen+, (bn)nen+ €t (¢n)nen+ convergent respectivement vers a, b et c.
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