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Partie A - Un exemple

1) • Notons σ le cycle (n, n− 1, ..., 2, 1) qui est un élément de Sn.

Alors J =Mσ donc J est une matrice de permutation

• Le calcul du polynôme caractéristique donne par développement par rapport à la première colonne :
det(XIn − J) = Xn + (−1)n+1) × (−1)× (−1)n−1 = Xn − 1

ce qui donne Sp(J) = {e2ikπ/n, k ∈ J0, n− 1K}

Le polynôme Xn − 1 est scindé à racines simples dans C[X] donc J est diagonalisable sur C .

2) Dans cette question, on pose w = e2iπ/n.

Soit k ∈ J0, n− 1K et Vk =

â
1

wk

w2k

...

w(n−1)k

ì

Alors JVk =



wk

w2k

w3k

...

w(n−1)k

1

 =



wk

w2k

w3k

...

w(n−1)k

wnk

 = wkVk

On note également que Vk 6= 0.
Ainsi, (V0, ..., Vn−1) est une famille de vecteurs propres associés aux n valeurs propres distinctes deux à
deux 1, w, ..., wn−1 de J .
C'est donc une famille libre de n vecteurs de Cn et dim(Cn) = n.

Donc (V0, ..., Vn−1) constitue une base de Cn de vecteurs propres de J .

3) • On a directement U0 =

á
1
0
...
0

ë
• Soit m ∈ N.
Soit k ∈ J0, n− 1K.
On travaille ici modulo n et on note que les événements {Xm = k − 1} et {Xm = k + 1} sont
incompatibles car k − 1 6= k + 1 modulo n (n ≥ 3).

D'après la dé�nition, P (Xm+1 = k) =
1

2
P (Xm = k − 1) +

1

2
P (Xm = k + 1).

Donc Um+1 =



0 1/2 1/2

1/2 0
. . . (0)

1/2
. . . 1/2

(0)
. . . 0 1/2

1/2 1/2 0

× Um = AUm en posant A =
1

2
(J + Jn−1)

4) • On reprend les notations de la question 2)
J est semblable à la matrice Diag(1, w, ..., wn−1).
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Donc
1

2
(J + Jn−1) est semblable à la matrice Diag

Å
1,

1

2
(w + wn−1), ...,

1

2
(wn−1 + w(n−1)(n−1))

ã
.

Pour k ∈ J0, n− 1K, wk + w(n−1)k = wk + w−k = 2Re(wk) = 2 cos

Å
2kπ

n

ã
Ainsi, A est diagonalisable et ses valeurs propres (comptées avec leur ordre de multiplicité)
sont les réels de la liste (cos(2kπ/n))k∈J0,n−1K

• Toutes les valeurs propres de A sont inférieures ou égales à 1 en module et 1 est valeur propre de A.

Le vecteur V =
1√
n

Ö
1
...
1

è
est vecteur propre unitaire associé à la valeur propre 1 .

5) n est impair donc pour tout k ∈ J1, n− 1K, | cos(2kπ/n)| < 1.
La matrice A est symétrique réelle donc diagonalisable dans une base orthonormale.
D'après la question précédente, il existe une matrice P ∈ On(R), de première colonne V telle que PDtP =
A avec D = Diag(1, cos(2π/n), ..., cos(2(n− 1)π/n)).
Pour toutm ∈ N, Am = PDm tP = Pdiag(1, cosm(2π/n), ..., cosm(2(n−1)π/n))tP (on note que tP = P−1)
La suite (Am)m∈N converge alors vers P × diag(1, 0, ..., 0)× tP (continuité du produit matriciel)
puis, comme ∀m ∈ N, Um = AmU0 et par continuité du produit matriciel,

(Um)m∈N converge vers P×diag(1, 0, ..., 0)×tP×U0 =
[
V (0) . . . (0)

]
×


tV
L2

...
Ln

×U0 =
1

n

Ö
1
...
1

è
Partie B

6) Soit M,N ∈ Bn, λ ∈ [0, 1], et posons A = (1− λ)M + λN . On a bien :

∀(i, j) ∈ J1, nK2, Ai,j = (1− λ)Mi,j + λNi,j ≥ 0

∀i ∈ J1, nK,
n∑
j=1

Ai,j = (1− λ)
n∑
j=1

Mi,j + λ
n∑
j=1

Ni,j = 1

∀j ∈ J1, nK,
n∑
i=1

Ai,j = (1− λ)
n∑
i=1

Mi,j + λ
n∑
i=1

Ni,j = 1

Donc A ∈ Bn , ce qui montre la convexité. Passons à la compacité. Puisque Mn(R) est de dimension
�nie, toutes les normes sont équivalentes. Choisissons par exemple la norme in�nie et soit B ∈ Bn. On a :

∀(i, j) ∈ J1, nK2, 0 ≤ Bi,j = 1−
n∑
k=1
k 6=j

Bi,k ≤ 1

Donc Bn est borné. De plus, si on se donne une suite (Ck)k∈N à valeurs dans Bn qui converge vers
C ∈Mn(R), alors :

• par passage à la limite, C est à termes dans R+

• par somme sur les limites, on a : 
∀i ∈ J1, nK,

n∑
j=1

Ci,j = 1

∀j ∈ J1, nK,
n∑
i=1

Ci,j = 1

Donc Bn est fermé. Comme en�nMn(R) est de dimension �nie, Bn est compact. Notons que Bn ne peut
pas être un sous espace vectoriel de Mn(R), car il ne contient pas la matrice nulle.

7) Soit σ ∈ Sn et montrons que Mσ ∈ Pn. Notons que : ∀(i, j), (Mσ)i,j = δi,σ(j). Ainsi :

• pour i ∈ J1, nK �xé, on a (Mσ)i,j = 1 ssi σ(j) = i, ssi j = σ−1(i). On a donc

n∑
j=1

(Mσ)i,j = 1
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• pour j ∈ J1, nK �xé, on a (Mσ)i,j = 1 ssi i = σ(j). On a donc

n∑
i=1

(Mσ)i,j = 1

Montrons maintenant que Pn est un sous-groupe de GLn(R) :

• d'une part on a In =MId ∈ Pn
• d'autre part, si on se donne σ, τ ∈ Sn, évaluons MσMτ . Si on �xe (i, j) ∈ J1, nK2 on a :

(MσMτ )i,j =
n∑
k=1

δi,σ(k)δk,τ(j)

Si i 6= σ(τ(j)), on ne pourra jamais avoir simultanément k = τ(j) et i = σ(k) donc on aura

nécessairement (MσMτ )i,j = 0. Sinon on aura (MσMτ )i,j = 1. Finalement on a MσMτ =Mστ et
donc MσMτ ∈ Pn
• en particulier, si on se donne σ ∈ Sn on a MσMσ−1 =MId = In, ce qui montre que Mσ ∈ GLn(R)
et que (Mσ)

−1 =Mσ−1 ∈ Pn.

Soit σ ∈ Sn et notons d son ordre. Alors on a (Mσ)
d = Mσd = MId = In, ce qui montre que Mσ annule

le polynôme Xd − 1, qui est scindé simple sur C. Donc Mσ est diagonalisable sur C.

En revanche, Pn n'est pas convexe comme le montre le contre-exemple suivant. Si on pose σ = (1, 2)

(transposition qui est légitime car n ≥ 2) puis A =
1

2
(Mσ + In), on a A1,1 =

1

2
/∈ {0, 1}.

8) Soit σ ∈ Sn, (A,B) ∈ B2n, λ ∈ ]0, 1[ , et supposons que Mσ = λA+ (1− λ)B. Fixons (i, j) ∈ J1, nK2.

• si i = σ(j) on a 1 = λAi,j + (1 − λ)Bi,j . Or nous avons vu que A et B étaient à coe�cients dans
[0, 1]. Si Ai,j < 1 ou Bi,j < 1 alors λAi,j + (1 − λ)Bi,j < λ + (1 − λ). Donc nécessairement on a
Ai,j = Bi,j = 1

• si i = σ(j) on a 1 = λAi,j + (1− λ)Bi,j . Si Ai,j > 0 ou Bi,j > 0 alors λAi,j + (1− λ)Bi,j > 0. Donc
nécessairement on a Ai,j = Bi,j = 0

Finalement on a Mσ = A = B .

9) On rappelle encore une fois que tous les coe�cients de A appartiennent à [0, 1]. Notons :

X = {(i, j) ∈ J1, nK2/Ai,j ∈ ]0, 1[ }

Attention à une coquille dans l'énoncé : il fallait lire r ≥ 2 et non pas r ≥ 1 (sans quoi le résultat est
immédiat et ne présente guère d'intérêt).

• premier point : soit (i, j) ∈ X

� supposons que ∀k ∈ J1, nK\{j}, Ai,k = 0. Alors on aurait

n∑
k=1

Ai,k = Ai,j 6= 1, absurde. On peut

donc choisir j′ 6= j tel que Ai,j′ > 0.

� supposons qu'on ait Ai,j′ = 1. Alors on aurait

n∑
k=1

Ai,k ≥ Ai,j + Ai,j′ > 1, absurde. Donc on a

Ai,j′ ∈ ]0, 1[ .
� on construit ainsi une fonction h : (i, j) 7→ (i, j′) (comme "horizontal") de X dans X

� symétriquement, on construit une fonction v : (i, j) 7→ (i′, j) (comme "vertical"), qui à tout
couple (i, j) ∈ X associe un couple (i′, j) ∈ X avec i′ 6= i.

• deuxième point : X est non vide

En e�et, supposons par l'absurde que X soit vide et soit j ∈ J1, nK. Puisque tous les coe�cients de

A seraient égaux à 0 ou 1 et puisque

n∑
i=1

Ai,j = 1, la j-ème colonne de A contiendrait un et un seul

terme égal à 1. Cela permettrait de dé�nir une application σ : J1, nK→ J1, nK telle que :

∀(i, j) ∈ J1, nK2, Ai,j = δσ(j),j

De plus σ serait injective, sans quoi on pourrait trouver j 6= j′ tels que σ(j) = σ(j′), après quoi on

aurait

n∑
k=1

Aσ(j),k ≥ 2. Donc par comparaison de cardinaux, σ serait bijective si bien qu'on aurait

A =Mσ, ce qui est exclu.
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• troisième point : dé�nissons par récurrence une suite (ik, jk)k∈N? à valeurs dans X de la manière
suivante :

� initialisation : puisque X est non vide, on peut choisir (i1, j1) ∈ X
� hérédité : soit k ≥ 1 et supposons avoir construit (ik, jk). On pose alors

(ik+1, jk+1) = (v ◦ h)[(ik, jk)]

Par construction, pour tout k ∈ N? on a comme demandé : (ik, jk) ∈ X et (ik, jk+1) ∈ X.

• quatrième point : J1, nK est �ni donc par le principe des tiroirs, il existe deux entiers k < l tels que
ik = il. A fortiori, il existe deux entiers k < l tels que (ik = il ou jk = jl). Choisissons-les tels que
l − k soit minimal. Puis quitte à tronquer la suite, supposons que k = 1. En�n, posons r = l − 1 et
montrons que i1, . . . , ir et j1, . . . , jr ainsi dé�nis conviennent (ou peu s'en faut).

� on ne peut pas avoir r = 1, car par construction on a i1 6= i2 et j1 6= j2
� toujours par construction, i1, . . . , ir sont bien deux à deux distincts ; de même avec j1, . . . , jr.

� il reste à véri�er que (ir, j1) ∈ X. Par hypothèse on a ir+1 = i1 ou jr+1 = j1, et on a aussi
(ir, jr+1) ∈ X. Puis :

∗ si jr+1 = j1 c'est terminé

∗ si ir+1 = i1, remplaçons j1 par jr+1 ce qui permet de se ramener au premier cas. Pour
conclure, il reste à remarquer que par minimalité de l− k = r, l'entier jr+1 est bien distinct
de j2, . . . , jr.

10) Utilisons la matrice B de l'énoncé. Déjà, notons que B est bien dé�nie et n'est pas la matrice nulle
(c'est ici qu'intervient l'hypothèse r ≥ 2). Ensuite, posons :

ε = min(Ai1,j1 , . . . , Air,jr , Ai1,j2 , . . . , Air,jr+1) > 0

Quel que soit λ ∈ [−ε, ε], la matrice A + λB est à coe�cients dans R+. Si on peut montrer qu'elle est
bistochastique, cela su�ra à conclure puisque A sera le milieu du segment [A− εB,A+ εB] et puisque ce
segment n'est pas réduit à un point.

Par linéarité de la somme, il su�t de montrer que les lignes et les colonnes de B ont des sommes nulles :

• soit i ∈ J1, nK et montrons que

n∑
j=1

Bi,j = 0

� si i est égal à un certain ik avec k ∈ J1, rK, on a

n∑
j=1

Bi,j = Bik,jk +Bik,jk+1
= 0

� sinon la ligne est entièrement nulle

• soit j ∈ J1, nK et montrons que

n∑
i=1

Bi,j = 0

� si j est égal à un certain jk avec k ∈ J2, r + 1K, on a

n∑
i=1

Bi,j = Bik,jk +Bik−1,jk = 0

� sinon la colonne est entièrement nulle

On en déduit qu'une matrice de Bn est extrémale ssi c'est une matrice de permutation.

11) Utilisons le résultat admis ; soit donc p, q ∈ N? tels que p + q = n + 1, choisissons une sous-matrice A′

quelconque de taille (p, q), et par l'absurde supposons que A′ = 0.

Quitte à échanger les lignes de A, supposons que les p lignes de A′ correspondent aux p premières lignes
de A. De même, supposons que les q colonnes de A′ correspondent aux q premières colonnes de A. On a :

∀j ∈ J1, qK,
n∑

i=p+1

Ai,j = 1

En sommant ces égalités et en intervertissant les sommes on obtient :

n∑
i=p+1

(
q∑
j=1

Ai,j

)
= q.

Or : ∀i ∈ Jp+ 1, nK,
q∑
j=1

Ai,j ≤
n∑
j=1

Ai,j = 1. Finalement on obtient : q ≤ n− p, d'où contradiction.
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12) • supposons que λ0 = 1. Alors on aurait nécessairement : ∀j ∈ J1, nK, Aσ(j),j = 1. Ainsi, par le même
raisonnement qu'en 9) (deuxième point), on en déduirait que A =Mσ, ce qui est exclu. Donc λ0 < 1,
et A0 est bien dé�nie.

• puisque λ0 < 1, pour montrer que A0 est à coe�cients dans R+ il su�t de montrer que A − λ0Mσ

est à coe�cients dans R+. Soit donc (i, j) ∈ J1, nK2.

� si i = σ(j) alors Ai,j − λ0(Mσ)i,j = Aσ(j),j − λ0 ≥ 0

� sinon alors Ai,j − λ0(Mσ)i,j = Ai,j ≥ 0

• par linéarité de la somme, on remarque que chaque ligne et chaque colonne de A0 a pour somme :

1

1− λ0
× (1− λ0 × 1) = 1.

Donc A0 est bistochastique.

• soit (i, j) ∈ J1, nK2 tel que Ai,j = 0. Alors nécessairement i 6= σ(j), donc (Mσ)i,j = 0 puis (A0)i,j = 0.
Donc A0 contient au moins autant de coe�cients nuls que A. De plus, λ0 est atteint en un certain
j0 : λ0 = Aσ(j0),j0 . On a alors :

Aσ(j0),j0 − λ0(Mσ)σ(j0),j0 = 0

donc (A0)σ(j0),j0 = 0.

Comme en�n Aσ(j0),j0 > 0, A0 contient au moins un coe�cient nul de plus que A.

13) Pour cette question, il est plus commode de supprimer l'hypothèse que A n'est pas une matrice de per-
mutation. On suppose donc seulement que A ∈ Bn et on raisonne par récurrence forte sur le nombre k de
coe�cients non nuls de A.

• initialisation : si k ≤ n, notons que A admet au moins un coe�cient non nul par colonne (puisque la
somme de chaque colonne vaut 1). Et sur une colonne donnée, il ne peut pas y avoir deux coe�cients
non nuls sans quoi on aurait k ≥ n + 1. Donc il y en a un seul et il est nécessairement égal à 1.
Toujours par le même raisonnement, on en conclut que A est une matrice de permutation, ce qui
achève l'initialisation.

• hérédité : soit k > n, et supposons que l'hypothèse de récurrence est véri�ée à tous les rangs stricte-
ment inférieurs à k. Puisque k 6= n, A n'est pas une matrice de permutation. On peut donc
construire :

A0 =
1

1− λ0
(A− λ0Mσ)

comme dans la question précédente. Par hypothèse de récurrence, elle peut s'écrire :

A0 = λ̃0M̃0 + . . .+ λ̃sM̃s

avec λ̃0, . . . , λ̃s > 0 et λ̃0 + . . .+ λ̃s = 1. On a ensuite :

A = λ0Mσ + (1− λ0)λ̃0M̃0 + . . .+ (1− λ0)λ̃sM̃s

Il su�t alors de poser : 
M0 =Mσ

∀i ∈ J1, s+ 1K, Mi = M̃i−1

∀i ∈ J1, s+ 1K, λi = (1− λ0)λ̃i−1
Puisque 0 < λ0 < 1 les di�érents λi sont bien strictement positifs, et leur somme vaut bien 1.

14) • Puisque Pn est �ni (et non vide), inf
M∈Pn

ϕ(M) existe et c'est même un minimum. Notons-le m.

• Soit A ∈ Bn et montrons que ϕ(A) ≥ m.

� si A ∈ Pn c'est par dé�nition de m.

� sinon, par la question précédente on peut écrire : ϕ(M) =
s∑
i=0

λiϕ(Mi) ≥
s∑
i=0

λim = m

• On en déduit que inf
M∈Bn

ϕ(M) existe, que c'est un minimum et qu'il vaut m. De plus, il est e�ective-

ment atteint en une matrice de permutation (par dé�nition de m)
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Partie C

15) Soit A ∈Mn(R) et P,Q ∈ On(R).
‖PAQ‖ =

»
tr(tQtAtPPAQ) =

»
tr(Q−1tAAQ) =

»
tr(tAA) = ‖A‖

On exploite ici que la trace est un invariant de similitude et que tP = P−1, tQ = Q−1

16) D'après le théorème spectral, il existe P1, P2 deux matrices orthogonales et DA, DB deux matrices diago-
nales telles que A = P1DA

tP1 et B = P2DB
tP2.

On pose P = tP1P2 qui est une matrice orthogonale car On(R) est stable par produit et par transposition.
On a alors d'après la question précédente :

‖A−B‖ = ‖P1DA
tP1 − P2DB

tP2‖ = ‖tP1 × (P1DA
tP1 − P2DB

tP2)× P2‖ = ‖DAP − PDB‖

17) • Tous les coe�cients de R sont positifs (carrés de réels) et pour tout k ∈ J1, nK,
n∑
i=1

Rk,i =
n∑
i=1

Ri,k = 1

car les lignes et les colonnes de P sont des vecteurs unitaires de Rn.
Donc R est une matrice bistochastique

• On peut noter λ1(A), ..., λn(B) et λ1(B), ..., λn(B) les coe�cients diagonaux des matrices DA et DB

car ce sont les valeurs propres de A et de B (comptées avec leur ordre de multiplicité).
Le coe�cient (i, j) de la matrice DAP − PDB est (λi(A)− λj(B))Pi,j .

Donc ‖A−B‖2 =
∑

1≤i,j≤n
(λi(A)− λj(B))2(Pi,j)

2 =
∑

1≤i,j≤n
|λi(A)− λj(B)|2Ri,j

Notons que pour un réel x, x2 = |x|2

18) On va ici exploiter la question 14)

On pose ϕ dé�nie sur Mn(R) par ϕ(M) =
∑

1≤i,j≤n
|λi(A)− λj(B)|2Mi,j

ϕ est une forme linéaire de Mn(R) et ‖A−B‖2 = ϕ(R) avec R ∈ Bn.

D'après la question 14), il existe σ ∈ Sn tel que ‖A−B‖2 ≥ ϕ(Mσ) =
n∑
j=1

|λσ(j)(A)− λj(B)|2.

De ceci, il vient que min
σ∈Sn

n∑
j=1

|λσ(j)(A)− λj(B)|2 ≤ ‖A−B‖2

19) • On considère ici que a1, ..., an et b1, ..., bn sont distincts deux à deux.

• Soit X et Y deux variables aléatoires de V véri�ant X ∼ P1 et Y ∼ P2.
Alors nE(|X − Y |2) =

∑
1≤i,j≤n

|ai − b(j)|2 × nP (X = ai, Y = b(j)).

On note R ∈Mn(R) la matrice de coe�cient Ri,j = nP (X = ai, Y = b(j)).

Alors pour tout k ∈ J1, nK,
n∑
j=1

nP (X = ak, Y = b(j)) = nP (X = ak) = 1 et

n∑
i=1

nP (X = ai, Y =

b(k)) = nP (Y = b(k)) = 1.
On a aussi Ri,j ≥ 0. Donc R ∈ Bn.
D'après la question 14), il existe σ ∈ Sn tel que

nE(|X − Y |2) ≥
n∑
j=1

|aσ(j) − b(j)|2 =
n∑
k=1

(a2k + b2(k))− 2
n∑
j=1

aσ(j)b(j).

Il nous reste à montrer que

n∑
j=1

aσ(j)b(j) ≤
n∑
j=1

a(j)b(j) qui est une inégalité du réordonnement.

σ étant une permutation "quelconque" et a1, ..., an n'étant pas ordonné a priori, on se ramène à

démontrer que

n∑
j=1

ajb(j) ≤
n∑
j=1

a(j)b(j).

On peut démontrer cette propriété par récurrence sur n.
Pour n = 1, l'initialisation est évidente.
Supposons n ≥ 2 et la propriété véri�ée au rang n− 1.

Si a(1) = a1, alors il reste à démontrer que

n∑
j=2

ajb(j) ≤
n∑
j=2

a(j)b(j) qui est véri�é par hypothèse de

récurrence.
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Sinon, il existe k ≥ 2 tel que a(1) = ak.
L'inégalité (a1 − a(1))(b(k) − b(1)) ≥ 0 est véri�ée et donne en développant
a1b(k) + a(1)b(k) ≤ a(1)b(1) + a1b(k) ce qui permet de se ramener au cas précédent et de conclure : le
résultat est vrai au rang n.

Ainsi, on a démontré que nE(|X − Y |2) ≥
n∑
j=1

|a(j) − b(j)|2

ce qui assure que d2(P1, P2) ≥
1

n

n∑
j=1

|a(j) − b(j)|2

• On considère un couple de variable aléatoire (X,Y ) dont la loi est donnée par

P (X = a(i), Y = b(j)) =
δi,j
n

.

On a alors directement X ∼ P1 et Y ∼ P2.

De plus, E(|X − Y |2) =
n∑
j=1

1

n
|a(j) − b(j)|2 ce qui démontre que d2(P1, P2) ≤

1

n

n∑
j=1

|a(j) − b(j)|2

• Conclusion : d2(P1, P2) =
1

n

n∑
j=1

|a(j) − b(j)|2

• On reprend la question 17) et ses notations.

On peut alors dé�nir un couple de variables aléatoires (X,Y ) tel que P (X = ai, Y = bj) =
1

n
Ri,j

Ainsi dé�nies, X et Y suivent respectivement les lois P1 et P2 donc

d2(P1, P2) ≤ E(|X − Y |2) =
∑

1≤i,j≤n

1

n
Ri,j |ai − bj |2 =

1

n
‖A−B‖2

Finalement, n× d2(P1, P2) ≤ ‖A−B‖2

Remarque : Ce n'est pas tout à fait une déduction de l'égalité précédente, mais tant pis.
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