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Partie A - Un exemple

1) e Notons o le cycle (n,n —1,...,2,1) qui est un élément de S,.

Alors J = M, donc ’ J est une matrice de permutation‘

e Le calcul du polynome caractéristique donne par développement par rapport & la premiére colonne :
det(X1I, —J) = X"+ (=)™ x (=1) x (-1)" 1= X" -1

ce qui donne | Sp(J) = {e**™/" ke [0,n — 1]}

Le polynoéme X™ — 1 est scindé & racines simples dans C[X] donc ’ J est diagonalisable sur C |

2) Dans cette question, on pose w = e>™/™,
1
W
. 2%k
Soit k € [0,n — 1] et V}, = w
'LUk wk
,w2k wgk
,ka U)Sk
Alors JV;, = ] — ' — WV,
w(n.—l)k w(n;l)k
1 wnk

On note également que Vj, # 0.

Ainsi, (Vo, ..., Viu—1) est une famille de vecteurs propres associés aux n valeurs propres distinctes deux a
deux 1, w,...,w" ! de J.

C’est donc une famille libre de n vecteurs de C" et dim(C") = n.

Donc ’ (Vo -y V1) constitue une base de C" de vecteurs propres de J |.

1

0
3) e On a directement Uy =

e Soit m € N.
Soit k € [0,n — 1].
On travaille ici modulo n et on note que les événements {X,, = k — 1} et {X,, = k + 1} sont
incompatibles car k — 1 # k 4+ 1 modulo n (n > 3).

1 1
D’aprés la définition, P(X,,41 = k)= -P(X;, =k —1)+ §P(Xm =k+1).

2
0 1/2 1/2
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Donc Uy = /2 . 1/2 X Uy, = AU, en posant | A = §(J+ Jm
(0) 00 12
1/2 1/2 0

4) e On reprend les notations de la question 2)

J est semblable a la matrice Diag(1,w,...,w"™1).



1 1 1
Donc §(J + J"71) est semblable & la matrice Diag (1, i(w +w" ), .., i(wn’1 + w(”’l)(”’l))).

2k
Pour k € [0,n — 1], w* + w"=D* = w* 4w~ = 2Re(w") = 2cos <77r>
n

Ainsi, A est diagonalisable et ses valeurs propres (comptées avec leur ordre de multiplicité)
sont les réels de la liste (cos(2k7/n))keqo,n—1]

e Toutes les valeurs propres de A sont inférieures ou égales & 1 en module et 1 est valeur propre de A.
1

1 . .
Le vecteur V = — : est vecteur propre unitaire associé a la valeur propre 1 |.

v 1

5) n est impair donc pour tout k € [1,n — 1], | cos(2kn/n)| < 1.
La matrice A est symétrique réelle donc diagonalisable dans une base orthonormale.
D’aprés la question précédente, il existe une matrice P € O,,(R), de premiére colonne V telle que PD'P =
A avec D = Diag(1,cos(2m/n), ...,cos(2(n — 1)w/n)).
Pour tout m € N, A™ = PD™ P = Pdiag(1, cos™(27/n), ..., cos™(2(n—1)7/n))" P(on note que ‘P = P~1)
La suite (A™),,en converge alors vers P x diag(1,0,...,0) x *P (continuité du produit matriciel)

puis, comme Vm € N, U,,, = A™Uj et par continuité du produit matriciel,
t
v
Lo
(Um)men converge vers Pxdiag(1,0,...,0)x'PxUy=[ V. (0) ... (0) |x| .
Ly,
Partie B

6) Soit M,N € B,,, A € [0,1], et posons A = (1 — A)M + AN. On a bien:
V(Z,j) S [[17TL]]2, Ai’j = (1 — )\)Mi,j + >\Ni,j >0
Vi € [[].,’Il]], ZAi’j = (]. — )\)ZMl’] +>\ZN1’J =1
j=1

Jj=1 Jj=1

V] € [[1,n]], ZAi’j = (]. — )\)ZMZJ +)\ZN1J =1
=1 i=1 i=1

Donc , ce qui montre la convexité. Passons a la compacité. Puisque M,,(R) est de dimension
finie, toutes les normes sont équivalentes. Choisissons par exemple la norme infinie et soit B € 1,,. On a:

v(i,5) € [1,n]?, 0< B, j =1~ § Bir <1
k=
o

Donc B, est borné. De plus, si on se donne une suite (Cg)ren & valeurs dans B, qui converge vers
C € M,(R), alors:

e par passage a la limite, C est 4 termes dans R™

e par somme sur les limites, on a:

Vie[ln], > Cij=1

j=1

V] S [[1,71]]7 ZCZ’] =1
=1

Donc B,, est fermé. Comme enfin M,,(R) est de dimension finie, ,, est compact. Notons que 5,, ne peut
pas étre un sous espace vectoriel de M, (R), car il ne contient pas la matrice nulle.

7) Soit ¢ € S, et montrons que M, € P,. Notons que: Y(i,j), (Ms)ij = J; 5(;)- Ainsi:

e pour i € [1,n] fixé, on a (M,); ; = 1 ssi o(j) =4, ssi j = o '(i). On a donc Z(Mg)” =1
Jj=1



8)

e pour j € [1,n] fixé, on a (M,);; =1ssii=0(j). On a donc Z(M")” =1
i=1

Montrons maintenant que P,, est un sous-groupe de GL, (R):

e d’une part on a I,, = M4 € Py,

e d’autre part, si on se donne 0,7 € S,,, évaluons M, M.,. Si on fixe (i,5) € [1,n]? on a:

(Mg M:)ij = o)k ()
k=1

Si ¢ # o(7(j)), on ne pourra jamais avoir simultanément k¥ = 7(j) et ¢ = o(k) donc on aura

nécessairement (M,M;); ; = 0. Sinon on aura (M,M.); ; = 1. Finalement on a et

donc M,M,. € P,
e en particulier, si on se donne o € S,, on a M, M,—1 = Mg = I,,, ce qui montre que | M, € GL,(R)
et que (My)™ ' = M, 1 € P,.

Soit o € S, et notons d son ordre. Alors on a (M,)? = M,a = M4 = I,,, ce qui montre que M, annule
le polynéme X% — 1, qui est scindé simple sur C. Donc M, est diagonalisable sur C.

En revanche, P,, n’est pas convexe comme le montre le contre-exemple suivant. Si on pose o = (1,2)

1 1
(transposition qui est légitime car n > 2) puis A = §(M‘7 +1I,),ona A = 3 ¢ {0,1}.

Soit o € Sy, (A, B) € B2, A €]0,1], et supposons que M, = AA + (1 — \)B. Fixons (i,5) € [1,n]>.

esii=oc(j)onal=AA;;+(1—-A)B;; Ornousavons vu que A et B étaient & coefficients dans
[0,1]. Si A;; <1lou B;; <1lalors A, ; + (1 —X)B;; < A+ (1 — ). Donc nécessairement on a
Aij=Bij=1

esii=c(jlonal=XA;;+(1-A
nécessairement on a A; ; = B; j =

Finalement on a .

On rappelle encore une fois que tous les coefficients de A appartiennent a [0, 1]. Notons:
X ={(i,7) € [1,n]*/A;; €]0,1[}

Attention & une coquille dans ’énoncé: il fallait lire » > 2 et non pas r > 1 (sans quoi le résultat est
immédiat et ne présente guére d’intérét).

g

B; ;. Si AiJ’ >0o0uB;; >0 alors )\AiJ‘ + (1 — )\)Bi,j > 0. Donc

o

e premier point: soit (i,7) € X

n
— supposons que Yk € [1,n]\{j}, 4ir = 0. Alors on aurait ZAi,k = A; ; # 1, absurde. On peut
k=1
donc choisir j' # j tel que A; j» > 0.

n
— supposons qu’on ait A; j» = 1. Alors on aurait ZAi,k > A; j + Ay > 1, absurde. Donc on a
k=1
Ai,j/ €10, 1].
— on construit ainsi une fonction h : (4, ) — (i,5’) (comme "horizontal") de X dans X
— symétriquement, on construit une fonction v : (i,5) + (i,4) (comme "vertical"), qui & tout
couple (i,7) € X associe un couple (i, j) € X avec i’ # i.
e deuxiéme point: X est non vide

En effet, supposons par l'absurde que X soit vide et soit j € [1,n]. Puisque tous les coefficients de
n

A seraient égaux a 0 ou 1 et puisque Z A;; =1, la j-éme colonne de A contiendrait un et un seul
i=1
terme égal & 1. Cela permettrait de définir une application o : [1,n] — [1,n] telle que:

V(Lj) € [[1,71]]27 Ai,j = §U(j)7j
De plus o serait injective, sans quoi on pourrait trouver j # j' tels que o(j) = o(j'), aprés quoi on
n

aurait E As(j),k = 2. Donc par comparaison de cardinaux, o serait bijective si bien qu’on aurait

k=1
A = M,, ce qui est exclu.



e troisiéme point: définissons par récurrence une suite (ix, jx)gen< & valeurs dans X de la maniére
suivante :
— initialisation : puisque X est non vide, on peut choisir (i1, 1) € X
— héredité: soit k > 1 et supposons avoir construit (ig, ji). On pose alors

(i1, Jit1) = (v 0 B)[(ik, Jir)]

Par construction, pour tout & € N* on a comme demandé: (ig,ji) € X et (ig, jr+1) € X.
e quatriéme point: [1,n] est fini donc par le principe des tiroirs, il existe deux entiers k < [ tels que
ir = 1;. A fortiori, il existe deux entiers k < [ tels que (i, = 4; ou jr = j;). Choisissons-les tels que
[ — k soit minimal. Puis quitte & tronquer la suite, supposons que k& = 1. Enfin, posons r =1 — 1 et
montrons que iy, ...,% €t j1,...,j, ainsi définis conviennent (ou peu s’en faut).
— on ne peut pas avoir 7 = 1, car par construction on a i1 # iz et j1 # ja
— toujours par construction, i1, ...,%, sont bien deux a deux distincts; de méme avec ji, ..., J-
— il reste a vérifier que (i,,j1) € X. Par hypothése on a 4,41 = i1 ou jr-4+1 = J1, et on a aussi
(iryjr+1) € X. Puis:
* 81 jr41 = j1 C’est terminé
* si 4,41 = i1, remplagons j; par jr41 ce qui permet de se ramener au premier cas. Pour
conclure, il reste a remarquer que par minimalité de [ — k = r, l’entier j,1 est bien distinct
dejg,...,jr.
10) Utilisons la matrice B de I’énoncé. Déja, notons que B est bien définie et n’est pas la matrice nulle
(c’est ici qu’intervient I’hypothése r > 2). Ensuite, posons:

€= mln(Aihju R Aiv-,jrv Ai1,j27 s 7Airaj7'+1) >0

Quel que soit A\ € [—¢,¢], la matrice A + AB est a coefficients dans R*. Si on peut montrer qu’elle est
bistochastique, cela suffira & conclure puisque A sera le milieu du segment [A —eB, A + ¢B] et puisque ce
segment n’est pas réduit & un point.

Par linéarité de la somme, il suffit de montrer que les lignes et les colonnes de B ont des sommes nulles:

n

e soit ¢ € [1,n] et montrons que ZBM =0

j=1
n
— si ¢ est égal & un certain iy avec k € [1,7], on a ZBM = Bi, j. + Bij jus, =0
j=1
— sinon la ligne est entiérement nulle
n
e soit j € [1,n] et montrons que ZBiJ =0
i=1
n
— si j est égal & un certain ji avec k € [2,r 4+ 1], on a ZBM =B, . T Bi, 1. =0

i=1
— sinon la colonne est entiérement nulle

On en déduit qu’une matrice de B,, est extrémale ssi c’est une matrice de permutation.

11) Utilisons le résultat admis; soit donc p,q € N* tels que p + ¢ = n + 1, choisissons une sous-matrice A’
quelconque de taille (p, q), et par 'absurde supposons que A’ = 0.

Quitte & échanger les lignes de A, supposons que les p lignes de A’ correspondent aux p premiéres lignes
de A. De méme, supposons que les ¢ colonnes de A’ correspondent aux g premiéres colonnes de A. On a:

Vi € [1, 4], Z Aij=1
i=p+1

En sommant ces égalités et en intervertissant les sommes on obtient :

n q
i=p+1 \j=1

q n
Or: Vi€ [p+1,n], ZAM < ZAM = 1. Finalement on obtient: ¢ < n — p, d’oit contradiction.
j=1 j=1



12)

13)

14)

e supposons que \g = 1. Alors on aurait nécessairement : Vj € [1,n], Ay ; = 1. Ainsi, par le méme
raisonnement qu’en 9) (deuxiéme point), on en déduirait que A = M,, ce qui est exclu. Donc Ay < 1,
et Ag est bien définie.

e puisque \g < 1, pour montrer que Ay est & coefficients dans R* il suffit de montrer que A — \gM,
est & coefficients dans R™. Soit donc (i, 5) € [1,n]?.

—sii= O'(]) alors Ai,j — /\o(Mg)iJ' = Ag(j)yj —X >0
— sinon alors Ai,j — Ao(Mg)i,j = AiJ Z 0
e par linéarité de la somme, on remarque que chaque ligne et chaque colonne de Ag a pour somme :

1
1—-Xo

x(1—=Xx1)=1.

Donc Ay est bistochastique.

e soit (i,4) € [1,n]? tel que A; ; = 0. Alors nécessairement i # o(j), donc (M, ); ; = 0 puis (Ag); ; = 0.
Donc Ag contient au moins autant de coefficients nuls que A. De plus, Ay est atteint en un certain
Jo: Ao = As(jy),jo- On a alors:

Ao(io).do — 20(Ma)o(jo).jo =0

donc (Ao)g(jo)’jo =0.

Comme enfin A, > 0, Ag contient au moins un coefficient nul de plus que A.

Jo),jo

Pour cette question, il est plus commode de supprimer 'hypothése que A n’est pas une matrice de per-
mutation. On suppose donc seulement que A € B,, et on raisonne par récurrence forte sur le nombre k£ de
coefficients non nuls de A.

e initialisation: si k < n, notons que A admet au moins un coefficient non nul par colonne (puisque la
somme de chaque colonne vaut 1). Et sur une colonne donnée, il ne peut pas y avoir deux coefficients
non nuls sans quoi on aurait £ > n + 1. Donc il y en a un seul et il est nécessairement égal a 1.
Toujours par le méme raisonnement, on en conclut que A est une matrice de permutation, ce qui
achéve l'initialisation.

e hérédité: soit k > n, et supposons que I’hypothése de récurrence est vérifiée a tous les rangs stricte-
ment inférieurs a k. Puisque k& # n, A n’est pas une matrice de permutation. On peut donc

construire : )

W

comme dans la question précédente. Par hypothése de récurrence, elle peut s’écrire :

Ay

(A - )\OMU)

AOZ;\OM()—F...—FS\SMS
avec 5\0,...,5\5 >0 et S\O—i—...—i—j\s:l. On a ensuite:
A= NMy+ (1= X)AoMo + ...+ (1 — Ao) A M,

11 suffit alors de poser:
Moy = M,
Vie[l,s+1], M;=M;_,
Vie[l,s4+1], A= (1= Xo)Ai1

Puisque 0 < A\g < 1 les différents \; sont bien strictement positifs, et leur somme vaut bien 1.

e Puisque P, est fini (et non vide), Mln7f> ©(M) existe et c’est méme un minimum. Notons-le m.
€Pn

e Soit A € B,, et montrons que @(A) > m.
— si A € P, c’est par définition de m.

S S
— sinon, par la question précédente on peut écrire: (M) = Z Aip(M;) > Z Am=m
i=0 i=0

e On en déduit que Min£g »(M) existe, que c’est un minimum et qu’il vaut m. De plus, il est effective-
E n

ment atteint en une matrice de permutation (par définition de m)



15)

16)

17)

18)

19)

Partie C

Soit A € M, (R) et P,Q € O,(R).
IPAQ|| = \/tr(*Q' A'PPAQ) = 1/tr(Q=1*AAQ) = \/tr(*AA) = | A]

On exploite ici que la trace est un invariant de similitude et que P = P71, 1Q = Q!

D’aprés le théoréme spectral, il existe P, P» deux matrices orthogonales et D 4, Dp deux matrices diago-
nales telles que A = PyDs'P, et B= P,Dg'P;.

On pose P = ' P, P, qui est une matrice orthogonale car O,,(R) est stable par produit et par transposition.
On a alors d’aprés la question précédente :

|4~ B|| = |[PADA'Pi = PDg'Py| = |'Py x (PiDA' Py = PyDg"Py) x Py| = [ DaP — PDs]] |

n n
e Tous les coefficients de R sont positifs (carrés de réels) et pour tout k € [1,n], ZR’” = ZRM =1
i=1 i=1
car les lignes et les colonnes de P sont des vecteurs unitaires de R".

Donc ’ R est une matrice bistochastique ‘

e On peut noter A1 (A),..., \n(B) et A1(B), ..., \n(B) les coefficients diagonaux des matrices Dy et Dp
car ce sont les valeurs propres de A et de B (comptées avec leur ordre de multiplicité).
Le coefficient (¢, j) de la matrice DaP — PDp est (A;(A) — A;j(B))P; ;.

Done [A—B|* = Y (M(A4) = X(B)*(Py)Y = D [N(A) = N(B)’Ri

1<i,j<n 1<i,j<n

Notons que pour un réel z, 22 = |z|?

On va ici exploiter la question 14)

On pose ¢ définie sur M, (R) par p(M) = Z INi(A) — X (B)|* M,
1<i,j<n

¢ est une forme linéaire de M, (R) et |A — B||> = ¢(R) avec R € B,,.

n
D’aprés la question 14), il existe o € S, tel que |A — B||? > ¢(M,) = Z|)\U(j)(A) - (B2
j=1

De ceci, il vient que Hensn Aoy (A) = X (B)]> < ||A— BJI?
&

J

e On considére ici que aq, ..., a, et by, ..., b, sont distincts deux & deux.

e Soit X et Y deux variables aléatoires de V vérifiant X ~ P et Y ~ Ps.
Alors nE(|X =Y ) = Y lai — by x nP(X = a;,Y = bgy)).
1<i,j<n
On note R € M, (R) la matrice de coefficient R; ; = nP(X = a;, Y = b(;)).

Alors pour tout k € [[1,n]],ZnP(X =ap,Y =by) =nP(X =a) = 1et ZnP(X =q;,Y =
Jj=1 i=1

b(k)) =nP(Y = b(k)) =1.

On a aussi R; ; > 0. Donc R € B,,.

D’apres la question 14), il existe o € S,, tel que

nE(X =Y ) > lasg) —bp|* = D_(ak +bGy) — 2> _as()bi)-
j=1

j=1 k=1
n n

Il nous reste & montrer que Zag(j)b(j) < Za(j)b(j) qui est une inégalité du réordonnement.
j=1 j=1
o étant une permutation "quelconque" et ay,...,a, n’étant pas ordonné a priori, on se raméne &

n n
démontrer que Zajb(j) < Za(j)b(j)‘
j=1 j=1
On peut démontrer cette propriété par récurrence sur n.
Pour n = 1, l'initialisation est évidente.

Supposons n > 2 et la propriété vérifiée au rang n — 1.
n

n
Si a(1y = a1, alors il reste & démontrer que Zajb(j) < Za(j)b(j) qui est vérifié par hypothése de
j=2 j=2
récurrence.



Sinon, il existe & > 2 tel que a() = ay.

L'inégalité (a1 — a(1))(bk) — be1y) > 0 est vérifiée et donne en développant

arbay + aybay < a@ybay + a1bpy ce qui permet de se ramener au cas précédent et de conclure : le
résultat est vrai au rang n.

Ainsi, on a démontré que nE(|X — Y|?) Z ajy — bijl?

ce qui assure que | d*(Py, Py) > ZMU) - b(J)|

On considére un couple de variable aléatoire (X,Y") dont la loi est donnée par
i 4

P(X:a(i),Y:b(j)): j.

On a alors directement X ~ P et Y ~ Py.

n
1
De plus, E(|X — Y ) = Zﬁm(ﬂ — bjy|? ce qui démontre que d*(Pp, Py) < Z|a — by
i=1

Conclusion : |d?(Py, Py) = Z|a(1) b(])|

On reprend la question 17) et ses notations.

On peut alors définir un couple de variables aléatoires (X,Y") tel que P(X =a;,Y =b;) = %Rz}j
Ainsi définies, X et Y suivent respecltivernent les lois 11:’1 et P, donc

d*(P1,Py) < E(X —Y[?) = lggng% ai—bj* = ~[lA - BJ?

nxd (P Py <||A-BJ?|

Remarque : Ce n’est pas tout a fait une déduction de ’égalité précédente, mais tant pis.




