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Application du produit vectoriel a la recherche des plans stables par u € L(R3) et généralisation a R*.

Ch Cumenge

Partie I : étude dans FEj5

1 /2 00
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0 2 0 0
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I-A Up=(-1 0
0 -1

I-B Les deux applications (z,y) — u(z Ay) et (x,y) — u(x) Au(y)) sont bilinéaires et alternées de
E x E dans F'; il suffit donc de vérifier qu’elles sont égales sur les trois couples (eq, ea) , (e1,e3) et (ez, e3), ce qui

résulte de la définition de u : Y(z,y) € E? u(x Ay) = u(z) Au(y)
Si Y(z,y) v(zAy) =ux)Auly),alors Y(z,y) € E% (v—1u)(z Ay) = 0; or les trois vecteurs de la base
s’écrivent comme produits vectoriels, donc : v —u = 0rg).

I-C o ﬁl; = Idg car (e, ez, e3) est une base orthonormale directe.
o uov(Ay) = (uov)(x)A (uov)(y) = u(v(z)) Au(v(y)) = u(v(z) Av(y) = u(@W(z Ay)) = (o 0)(xAy) ceci

Y(z,y) € E? | en utilisant I-B , d'olt : @ ov =07 , toujours d’apres B.
o Si u est inversible, Idg = Idp = uou—' =tGou~! , donc @ est inversible et : (@)L =u~! .

I-D e Désignons par C; les vecteurs-colonnes de U et par 6’: ceux de U .
On a Zi =CyNCy, @VQ =-C3NC1, 6*; = Cy ANCy , ce qui donne en ligne i de 6} le cofacteur de U;; (noter qu’on
récupere les signes sous la forme : (—1)D+G=D1) On obtient : U = com(U).
e Nous savons que ‘com(U) x U = det(U).I3 d’ott U x com(U) = det(U).I3 , soit ‘U x U = det(U).Is , et, passant
aux endomorphismes, u* o u = det(u).idg .
e On a aussi, en développant cette fois le déterminant suivant les lignes, U x ‘com(U) = det(U).I3 , d’ou :
uou* =det(u).idp = u* ou.

o~k

e Comme com('U) = ‘(com(U)) , et en utilisant com(U) = U, on obtient u* = u*.

I-E 1°) La relation u* o 4 = det(u).Idg fournit : det(u*).det(u) = (det(u))?; or det(u*) = det(u) , donc, si
det(u) # 0, on obtient :  det(u) = (det(u))? .
Par ailleurs cette relation fournit directement :  (u)~! = L
det(u)

2°) On suppose cette fois u non inversible. Distinguons suivant le rang de u.

Si u=0 alors u = 0. Si rg(u)=1, alors u(ey), u(ez2) et u(eg) sont colinéaires donc u = 0.

Si rg(u)=2 alors Im(u) est un plan vectoriel, Im(w) est la droite orthogonale a ce plan, donc @ est de rang 1, et
Ker(u)=Im(u*) (qui est un plan) puisque @ o u* = 0. Dans tous ces cas on a évidemment :  det(u) = 0.

Je n’ai pas bien compris le sens de cette question, en particulier en rapport avec le début de la suivante.

I-F e Le rang de u, et méme de facon plus précise son image, ont été déterminés au-dessus.
e L’application u — & n’est pas linéaire; en fait elle ne vérifieni « +v =u+70 - voir U = I3 et V = ((1)) -, ni
Au = Al - car det(w) = (det(u))? -.
e Cette application n’est pas injective puisque © = 0 lorsque u est de rang 1; elle n’est pas non plus surjective car
les endomorphismes de rang 2 ne sont pas atteints.



Partie II : recherche de plans stables par u € L(Es)

I1-A e u(x Ay) = u(x) Au(y) (cf I-B) est normal & Vect(x,y) (ou nul) puisque Vect(x,y) est stable par u; donc
u(x A y) est colinéaire & x Ay qui est par conséquent un vecteur propre de u (noter que z Ay # Og puisque (x,y)
est une famille libre ).

e Considérons la base orthonormalisée de Schmidt B’ = (2/,y',n) de la base (z,y,z A y) de E. On a u(n) = A\.n
, ol A est la valeur propre cherchée. Or u(n) = u(z’) A u(y’) car n = 2’ Ay/; dans la base orthonormée B’ | la
b

matrice de u étant de la forme d .| ,onau(n)=(ad—bc)n,dou: X=ad-—bec=det(up).
0

S o

II-B e x orthogonal a z et normé et y=zA x donnent xAy=z.

al bl
e B = (z,y,2) est alors une b.on.d. de E; soit M (u)jp = |az b2 .|;comme u(z)Au(y) =u(z) = Az, on
as bg

obtient A = a1by — asby # 0 (par hypothese sur \) . On a également le systeme :

a361 — a163 =0
agbg — agbg =0

Considéré comme systeme en (as, bs) , c’est un systeme de Cramer d’ott ag = bs = 0 , et par conséquent Vect(x,y)
est stable par u .

II-C et D o det(u) = (det(u))? (cf I-E-1), donc les deux déterminants s’annulent simultanément, et 0 est
valeur propre de u si et seulement si 0 est valeur propre de u .
e Tout plan étant stable par £\.idg , les plans stables par u sont les plans stables par u — A.idg .
e [I-a etIl-B montrent que, si u est inversible, les plans stables par u sont les orthogonaux des droites stables par
u . Dans le cas de Uy Xz, (X) = —(X —1)3, la seule droite stable est Vect(e; —ea +e3) , donc le seul plan stable
par u; est (x-y+z)=0 .
e Si u n’est pas inversible, u a au plus 3 valeurs propres distinctes ; on choisit Ag différent de celles-ci et on applique
la méthode précédente a u — A\g.idg .
Cas de usg : 0 est I'unique valeur propre de us , donc us — idg est inversible .

-1 1 1 1 0 0
Us—I3=( 0 0 —-1]; Uy—-I3=11 0 1] ;1 estlaseule valeur propre de us — idp , d’ordre 1 et de
0 1 0 -1 -1 0

vecteur propre associé (e; —e3); il y a donc un unique plan stable par uy , d’équation (x=z) .

Partie IIT : un "produit vectoriel” de (R*)? dans RS

ITII-A B=0= (¢, (') est liée; si ( =0 et ¢! # 0 alors a=0 donc X=0; si ¢ # 0 alors I\ tel que ¢ = A\.C et
la condition A=0 fournit @’ = Xa , donc Y=AX .
La condition ”X et Y sont colinéaires” est donc nécessaire; il est clair qu’elle est suffisante.

III-B < p(%),p'(X) >=< al — d'¢, (A >=a({,(,¢) = d (¢, () =0 (produits mixtes) .

ITII-C 1°) Avec les notations de I’énoncé on a ¢ = C' et B = ( A (' donc la condition C.B = 0 est remplie.
L’équation B = C A ¢’ fournit ¢/ = —12(B A C) +t.C (pour t € R) . Puis (condition (C') ) A.B = 0 donne

1Cl
< HgHQ (BAC)+at.C—d.C, B>=0 qui est toujours vérifiée .
. Al2||C)? - (A.C)? . .,
I reste : —4— (BAC)+ (at —d').C = A (* ,d’oua:H et a=0si (A, B,C) est liée ) , et

a =at— ﬁ , ces deux égalités étant obtenues en effectuant les produits scalaires de (*) par A et C' .

En résumé : pour £ € R quelconque,
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X = <Z> avec (a = HAHQUSHQ _C()A.C)Q , ¢ =0C) (et a=0si (A, B,C) est liée )

) )

a/
Y = "= at — (e BAC t.C
(c’) avee (' = ot = iy . ¢ = g (BAC) +1.0)

On vérifie sans difficulté que ces couples (X,Y") conviennent.

2 4 0
2°)A= |2 B=1|0 c=11 :onabien AB=0et B.C=0.
4 —2 0
1 t—2
2
B=CA( donne ¢’ = |t |, puis a=1 et a’=t-2 , soit : { (X,Y) tels que X = (1) et Y = ] t € R}
4
0 4

3°) Les couples (X,Y) convenables sont ceux décrits dans le 1°) , avec C' parcourant le plan Bt privé du vecteur
nul.

4°) On suppose B = 0.
e Si X = 0 on peut considérer les couples (¢, ¢’) de vecteurs colinéaires , avec les couples (a,a’) tels que al’—a'¢ =0

e Si ¥ # 0, soit A#0; alors ¢ et ¢’ sont colinéaires et A = a(’ — a’¢ impose (( = a.A, (' = o/.A) avec :
/
aa/ — a’a = 1; on obtient comme solutions les couples (X,Y) de la forme (X = < “ ) , Y = < “ ) )avec

(%))

ITI-D Les conditions sont (aa’ 4 ¢.¢' =0, a® + ||¢||> =1, (a/)? + ||’||> = 1) ; on en déduit :
la¢” — a/c||* = a?||¢"||* + (a')? HCH2 20(¢.¢') = a2(1 - (a)?) + (a)*(1 — a?) + 20%(@)? = a2 + (a')?
IS AT = lISH>-NI¢"? = (¢-¢')?

Enfin : | X x V[ = [|A|> + || B = [la¢’ — a’¢|> + [C A ¢l = 1

ao/ —a’a =1 . Dans ce cas , Vect(X,Y) est le plan : Vect (

o O o

/ 9 (3)
ITI-E L’énoncé suggere de poser : X = <Z> , Y = <Z,> , L= <Z,,> , T = <Z(3)> .
L’hypothese devient : aa® + (.¢B) = a/a® + ¢'.¢B) = 0.
L _,3) » ~(3)
On écrit : X xY = <GCC A g C) et ZxT = < ¢ Cf /\—Z(C:;) ¢ ) . A T'aide de la formule indiquée on obtient :
(X xY)(Z xT) = —(aa® + (.{O) () + (@'a® + ¢ (C.¢7) + aa” (¢ ¢P)) = d'a”(¢.¢W) = a"¢P).(a¢’ = d() .

ITI-F Les 6 vecteurs (e; x e;) sont normés d’apres III-D ; considérons deux distincts d’entre eux , (e; X ;)
et(ey x ej /)
e Si j # j' on peut toujours supposer j < j'; alors III-E s’applique avec (X =¢;,Y =¢;,Z =ey,T =ejr) , ce qui
fournit :  (e; x ej).(ey x ejr) =0sii’ #1 (a” =0) , et ce produit scalaire est encore nul si i’=1 car dans ce cas ,
comme i < j < j', ¢ et ¢’ sont orthogonaux & ().
e Si j=j’ alors i # i’ et I’on peut utiliser le méme argument avec les produits (e; X €;) et (e;s X ;) , pour ¢’ # i ,
en remarquant que le produit ” x” est antisymétrique de par sa définition.

Partie IV : plans stables par u € L(R*)

IV-A Si u est orthogonal alors (u(e;))i=1..4 est une b.o.n. de R* | donc (u(e; x €;)) = (u(e;) x u(ej))1<icj<a est
une b.o.n. de RY (cf I1I-F). Ainsi @ transforme la b.o.n. (e; x e;) de R® en une b.o.n., donc % est un endomorphisme
orthogonal de RS .

IV-B Nous savons (cours) qu'un endomorphisme auto-adjoint u de R* est diagonalisable dans une base or-
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thonormée (f1, ..., f1) de R* | que nous pouvons supposer directe, quitte & changer f; en son opposé.

Dans la base B = (f; x fi)ij de R® on obtient : u(f; x f;) = u(f;) x u(f;) = NiXj(fi X f;); la matrice de @ dans
la base B est donc la matrice diagonale de terme générique (Aidji<icj<a -

Cette matrice est évidemment symétrique, donc u est auto-adjoint.

IV-C REMARQUE : on a évidemment idgs = idps (cf IV-B ou voir plus loin IV-E-4°)), et comme 460 = G 0¥

(admis dans I’énoncé) , on obtient : pour u inversible @ est inversible et (u) ™! = u~1.
Donc u =sow == u=sow d’ol :
(u)* = (w)* o (s)* & (w)*os @ (W)~ tos (Fremarque) (w™Hos=w*o3 (@dmis) v o s = w0 5* = (sow)* = (u*) .

IV-D REMARQUE : X x X =0etY x X =-XxY .
Si Vect(X,Y) est stable par u , alors u(X) = aX 4+ Y et w(Y) = yX +0Y dou a(X xY) = u(X) x u(Y) est
égal & (ad — 07)(X x Y); donc X x Y, qui n’est pas nul car X et Y ne sont pas colinéaires (cf III-A) , est un
vecteur propre de u .

IV-E 1°) u? = —idgas ; u n’a pas de vecteur propre car il n’a pas de valeur propre réelle ()\2 = —1 impossible).

2°) Vect(X,u(X)) = Vect(u(X), —X) = Vect(u(X),u?(X)) est stable par u; c’est un plan car (X, u(X)) est libre
(u n’ayant pas de vecteur propre). Réciproquement, soit X un vecteur non nul d’un plan P stable par u; alors
u(X) € Petu(X)) n’est pas colinéaire & X : (X, u(X)) est libre dans P, qui est un plan, donc P = Vect(X, u(X)).

z? +y2

T —y Yz — at

o Y T rz +yt
3°) (X)) = S e | T 22 4 42
t z xt —yz

—yt —xz

4°) W2 =TWot = u? = (—idgs) = idgs ; en effet (—idga)(X x Y) = —idga(X) x —idpa(Y) = X x Y.
On voit que , pour X = (e1)gs , on obtient ¢(X) = (e1)rs , et pour X = (e3)rs , on obtient ¢(X) = (eq)gs ; les
vecteurs numéros 1 et 4 de la base canonique de RS sont donc, d’apres 3°) et IV-D, des vecteurs propres de .

zy — 'y
/ ! /
—y -y yt' —y't
/ / !
o\ =~ N N x x _ Yz —=Y
59) u(X x X') = u(X) x u(X') = P I T B RO
z Z 'z — a7
't —tx
1 0 0 0 0 0 xy — 'y
0O 0 0 0 -1 0 x2 — 'z
. ~ |10 0 0 0 0 - ;| at =2t
d’ou : M = 0 0 0 1 0 0 car X x X' = A Iy
0 -1 0 0 0 0 't — yt!
0 0 1.0 0 O yz' — 2y

6°) M est symétrique donc diagonalisable.

7°) Un calcul rapide montre que E;1 = Vect(ey, eq, €2 — e5,e3 — €g) , qui est de dimension 4 , donc 1 est valeur
propre d’ordre 4 puisque M est diagonalisable.
De méme E_; = Vect(ea + e5, €3 + €5) donc (-1) est valeur propre double.

8°) Un vecteur ¥ de E_; est de la forme (0, a,b,0,a,b,0) donc < p(X),p (X >= a®? + b , qui ne s’annule que
poura=b=0,s0it X =0.

9°) Un vecteur ¥ de E,; est de la forme *(0,a,b,c,d, —b, —c) donc < p(X),p'(X) >= ad — b* — ¢* , qui s’annule
pour ad = b% +¢? .

10°) Les vecteurs ¢(X) du 3°) sont visiblement de la forme voulue; il reste & vérifier la condition du 9°), soit :
(22 + 9y?) (22 + %) = (yz — xt)® + (z2 + yt)? , ce qui est vrai .
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