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deuxième composition de mathématiques 

NOTATIONS DU PROBLÈME 

A désigne un plan euclidien orienté rapporté àun - -  repère orthonormé direct et 8 l’espace vectoriel associ? 
à A. On note x.; le produit scalaire de deux vecteurs x et y de 8. 

Si + est un endomorphisme linéaire de 8, on note +* l'endomorphisme adioint de +, c’est-à-dire l’unique 
endomorphisme tel qu’on ait x * +  ( y  ) = +* ( x )  - y  quels que soient x et y dans 8. Un endomorphisme (I est 
dit W C t -  si et seulement si JI* = +. 

On réservera le nom de triangle aux triangles non dégénérés, c’est-à-dire dont les trois sommets sont 
distincts et non alignés. 

On appelle coordonnées barncentriaues d’un point M relativement à un triangle ABC, les trois nombres 
réels A ,  p, et v tels que A +  p + v = 1 et que M soit le barycentre des points A, B et C affectés des 
coefficients A ,  p, et v . On rappelle qu’un point M est intérieur au trianele ABC si et seulement si ses 
coordonnées barycentriques relativement au triangle sont strictement positives. 

- e  - -  - -  

Les parties 1 et II sont indépendantes. 

o. PRÉLIMINAIRES 

0.1. - Montrer qu’un endomorphisme - -  linéaire JI de 8 est symétrique s’il existe une base ( z ,  
0.2. Montrer que l’inverse d’un autornorphisme linéaire symétrique de % est symétrique . 
0.3. Soit ABC un triangle et M un  point du plan. Montrer que si A ,  p et v ne sont pas tous nuls et vérifient 

) de % telle que 
u * + (  V ) = + (  U ) ’ ” .  

AS+ p M B + v M d = - d ,  alorsona A + ~ + V Z  O. 

1. POINTS ISOGONAUX RELATIVEMENT À UN TRIANGLE 

Soit ABC un triangle du plan A. On note a, b et c les affixes des points A, B et C, et P le polynôme 
unitaire ayant a, b et c pour racines. Deux points M et N, distincts ou confondus, sont dits isoeonaux (resp. 
strictement isoeonaux) - relativement à ce triangle s’ils sont distincts de A, B et C et si on a : -- -- 

(AB, AM) = (AN, AC) [mod T] (resp. [mod ~ T I )  ; 
(BC, BM) = (BN, BA) [mod ~ F I  (resp. [mod ~ T I )  ; 

(CA, CM) = (CN, CB) [mod T] (resp. [mod ~ T I ) .  

-- 
-- -- 

1.1. Soit M et N deux points distincts ou confondus, d’affixes respectives m et n, et soit Q le polynôme 
Q ( z )  = ( z  - m)(z - n).  Montrer que M et N sont isogonaux relativement au triangle ABC si et seulement 
si il existe des nombres réels non nuls a, p et y tels que Q (a) = (Y P‘(a), Q (b) = p P‘(b) et Q (c) = y P‘(c) 
et que ces points sont strictement isogonaux si et seulement si a, p et y sont strictement positifs. 

1.2. On suppose que les points M et N, d’affixes m et n ,  sont isogonaux relativement au triangle ABC. 

Q (z) 
P (Z) 

1.2.1. Mcomposer en Cléments simples la fraction rationnelle -. 

En déduire que les nombres (Y, p et y de la question précédente vérifient a + p + y = 1. 
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Y -0. a P Y a P +-+-- 1.2.2. etablir que - + - + - = O et - 

1.2.3. Exprimer les coordonnées barycentriques des points M et N relativement au triangle ABC. En 
déduire que ces points appartiennent au complémentaire dans 94 de la réunion des droites (AB), 
(BC) et (CA) et qu’ils sont strictement isogonaux si et seulement si ils appartiennent à l’intérieur 
du triangle ABC. 

m - a  m - b  m - c  n - a  n - b  n - c  

1.3. Soit a, p et y trois réels non nuls, de somme égale à 1. On pose : 
Q ( z )  = a ( t  - b)(t - C )  + P ( z  - a)  (t - C )  + Y ( Z  - a) ( t -b ) .  

Soit m et n les racines de ce polynôme, avec éventuellement m = n. Montrer que les points M et N 
d’affixes respectives m et n sont isogonaux relativement au triangle ABC. 

1.4. Soit M un point du plan 94. On note m son affixe et (A, p,, v) ses coordonnées barycentriques relativement 
au triangle ABC. 

1.4.1. Montrer qu’une condition nécessaire pour qu’il existe un point N tel que M et N soient isogonaux 
relativement au triangle ABC est que l’on ait : 

A f O ,  p , # O ,  v f O  (Cl) 
(C2) A ) m  - a  1 + p, 1 m - b 1 + v 1 m - c 1 ’  # O. 

II. TRIANGLES ORTHOLOGIQUES 

fitant donné deux triangles ABC et A’B’C’du plan d ,  on note : 

- 6,, 6, et 6,  les droites passant respectivement par A, B et C et perpendiculaires respectivement 

- 6,. , 6,. et 6,. les droites passant respectivement par A’, B’ et C’ et perpendiculaires respectivement 

- f l’application affine de d dans lui-même transformant A en A’, B en B’ et C en C‘ et cp 

On dit que le triangle A‘B’C‘ est g r t h o l o w  au triangle ABC si les droites 6 , ,  6 ,  et 6,  sont 

aux droites (B’C’), (C’A’) et (A’B’); 

au?. droites (BC), (CA) et (AB) ; 

l’application linéaire associée à f. 

concouran tes. 

1 1 . 1 .  Soit ABC et A’B’C’ deux triangles du plan 94. 

11.1.I. Montrer que l’application a de 94 dans R définie par : -- A- _.- 

a (M) = AM 1 B’C’ + BM - C’A’ + CM * A’B’ 
est constante sur 94. 
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11.1 2. Montrer que cette constante est égale à C A .  ([ cp - cp*I (G)). 

II. 1.3. On suppose que le triangle A’ B’C’ est orthologique au triangle ABC et on note O le point de 
(O) = O. En déduire que cp est symétrique. 

II. 1.4. Réciproquement, montrer que si cp est symétrique, alors le triangle A’B’C‘ est orthologique au 

concours des droites 6 , ,  6, et 6,. Montrer que 

triangle ABC. 

11.2. Montrer que si A’B’C’ est orthologique au triangle ABC, alors ABC est orthologique au triangle 
A’B’C’. Quelle relation y a-t-il entre le point de concours O des droites 6, ,  6, et 6, et le point de 
concours O des droites 6,. , 6,. et 6,. ? 

La relation c A’B’C’ est orthologique au triangle ABC D est donc symétrique. On dira désormais : <(Les triangles 
ABC et A’B’C’ sont orthologiques D. 

11.3. Soit ABC un triangle et soit A’, B’ et C’ les milieux respectifs des segments [BC], [CA] et [AB]. 
Montrer que les triangles ABC et A’B‘C’ sont orthologiques. Préciser les points de concours des 
droites 6,, 6 ,  et 6, et des droites 6,.,  6,. et 6,. . Identifier l’application affine f transformant les 
points A, B et C en les points A’, B’ et C’ . 

III. ISOGONIE ET ORTHOLOGIE 

6tant donné deux points distincts X et Y du plan, on note uxy la symétrie orthogonale par rapport h 
la droite (XY). Soit ABC un triangle et M un point n’appartenant pas aux droites (AB), (BC) et (CA). On 
pose A‘ = uBC (M), B’ = uCA (M) et C’ = uAB (M). 

III. 1.  À quelle condition les points A’, B’ et C’ forment-ils un triangle ? Cette condition étant remplie, montrer 
que les triangles ABC et A‘B’C‘ sont orthologiques. 

On suppae dans ce qui suit que A‘B‘C‘ est un triangle. On note N le point de concours des droites a,,, 6, 
et 6,. 

111.2. Quelle est la nature de l’application affine ucA O uAB ? En déduire que le point N est le centre du cercle 
circonscrit au triangle A‘B’C’. 

111.3. Montrer que uAB O uAN O uAC = uAM . En déduire que M et N sont isogonaux relativement au 
triangle ABC. Que peut-on dire du centre du cercle circonscrit et de l’orthocentre d’un triangle ? 

111.4. On suppose que M est intérieur au triangle ABC et on note 1, J et K les points d’intersections 
respectivement des droites (NA’) et (BC), des droites (NB’) et (CA) et des droites (NC’) et (AB). 
Soit r le rayon du cercle circonscrit au triangle A‘B’C’. 
111.4.1. Montrer que M 1 + 1 N = r. En déduire qu’il existe une ellipse r de foyers M et N qui passe 

111.4.2. Montrer que r est tangente aux trois côtés du triangle ABC. 
par les points 1, J et K.  

111.5. Réciproquement, montrer que les foyers d’une ellipse tangente aux côtCs d’un triangle ABC sont 
strictement isogonaux relativement à ce triangle. 


