Corrigé ENS BCPST 2009

Préliminaires : Equation logistique de dimension 1

1. Si y représente le nombre d’individus, r représente le taux de renouvellement ( natalité - mortalité due a
lage) et ¢ le taux de mortalité due & la compétition inter-population ( par exemple nourriture)

2. a)Siy=0
Par le critere de Cauchy ( Hors Programme), il y a unicité de la solution, et 'application nulle est une
solution évidente, donc

(Ve RY, y(t) =0

b) Si Yo > 0
Soit un intervalle sur lequel y ne s’annule, on pose z = 1/y, z est alors dérivable sur cet intervalle ,
o = 7y//y2
(1) équivaut a

Z=c—rz

Equation différentielle linéaire d’ordre 1 a coefficients constant sde solution : z(t) = Ae™"* + ¢/r
2 N 1 1 [N
d’ou y(t) = m avec Yo = m d’ou

1
v =~ .
G
re”"t 1
v =TS s[5+ )
(G
- Siyg < z, y' >0, y est croissant et tligl y= T @on vt eERT, yt) < max(yo,i)
— 400 C C

=0

-Siyo>—-, y >0, yestdécroissant et y(0) =yo d'ou Vi € RY, y(t) < max(yo, f)
c c

vVt e RY,  y(t) < max(yo, g)

r r
3. Si 0, U =—, y=Fy) = - tF(f):o
iy >0, limy=-, ' =Fy)=yly—cy et F(_

Si yo =0, thHl y=0et F(0)=0

Dans tous les cas, cette limite est un équilibre de I’équation différentielle (1)
Premiére Partie : Systémes de Lotka -Volterra compétitifs déterministes

1. Si y; represente le nombre d’individus de 'espéce ¢
r1 est le taux de renouvellement de l'espece 1 (naissance - mort naturelle)
c11 est le taux de mortalité de la population 1 due a la présence de la population 1 (compétition intra
-spécifique, )
c12 est le taux de mortalité due a la population 2 ( compétition inter -spécifique)



C11Y1 + Ci2y2 =71 { (011022 - C12C21)y2 =ci1f2
C21Y1 + C22Y2 = T2 (c11c22 — €12€21)Y1 = C22 f1

f1 et fo étant de signes opposés, y1 et ys le sont aussi; il n’y a donc pas de solution telle que y; et yo
soient positifs.

Les deux droites Dy et Dy n’ont pas de point d’intersection dans le quart de plan (]RJr)2

Les deux droites ont une pente négative et coupent les 1/2 droites [Oy;) et [Oys)

1 T2 1 T2 N
—<—car fi <0et —<—= car fo >0 d’ou D; est en dessous de Dy
Cl2 €292 C11 €21

2. a) En résolvant le systéme {

D’ou le graphe :figure 1

b) fife < 0. Par exemple f; <0et fo >0

On cherche y tel que F(y) =0 (S)
_ Y1 = 0 — 7‘71
(S)<:>{y1_8 ou{ _ T2 ou{y1 c11
Y2 = Y2 = Co9 y2=10

Il n’y a que 3 équilibres et pas 4 car les droites D1 et Dy n’ont pas de point d’intersection dans le
quart de plan.
Siona fy <0et f; >0, D; est au dessus de D5 et il n'y a pas de point d’intersection et on trouve
aussi 3 points d’équilibre.

¢) fif2>0

On a bien str les 3 équilibres précédents

ry_ T re o r
Si fi1 > 0et fy >0, alors A2 ot L« etonale graphe suivant :figure 2
Cl2 €22  Ci1 C21

Les droites D1 et D5 ont alors un point d’intersection dans le quart de plan, ce qui constitue un 4-iéme
point d’équilibre.
Méme chose si f; < 0et fo <0

3. a) Soit u vérifiant : u(t) = exp (—r1t +c11 fot y1(s)ds + c12 fot yg(s)ds) y1(t)

u'(t) = exp (—mt + 11 fot y1(s)ds + ci2 fot yz(S)dS) [yi(t) —ryr(t) + enyi(t) + Clel(t)yZ(t)] =0
D’owt u(t) = u(0) = y1(0);conclusion :

VEERY, yi(t) =i (0)exp (it — e fy wi(s)ds — 1z fy ya(s)ds)

Pour yo :  y2(t) = y2(0) exp (r2t — Co1 fot y1(s)ds — cao fot yg(s)ds)
D’ou la positivité des solutions est immédiate.

b) z(t) = y1(t) + y2(t); 2(0) < A avec A>T/c
Siz(t)=A:2 =y (r1 —cuyr — ciay2) +y2 (12 — 2191 — C2292)
riy1 + roye <T(y1 +y2) =TA
—c11y1 — c12y2 < —cA et —co1y1 — cooya < —cA
Dot 2/ <TA—cA(y; +1y2) =TA —cA? <0

Pour ¢ tel que z(t) = A, 2'(t) <0

Supposons qu’il existe to > 0 tel que z(tg) > A.

Notons T' = sup{t < 9, 2(t) < A} .Ce sup existe car ensemble majoré non vide ( contient 0)

Sur |T,to], =2(t) > A.

Par continuité, z(T) = A, dou 2/(T) < 0 et z est décroissant dans un voisinage de T et z(t) < A
dans un voisinage de T



Il y a donc contradiction

W>0, 2(t)<A|

4. f1<0et fo >0
a) figure 8
b) Siy€ By, y;>0ety;>0
Siye Ey, yj<0etysh>0
Siye E;, y;j<0etysh<0
Siye Dy, yi=0ety,>0
Siye Dy, yi<0etyhb=0

Supposons qu’il existe s > 0 tel que y(s) € Fa;

Nous allons faire le méme type de raisonnement qu’au 3.b)

Supposons qu’il existe to > s tel que y(tg) € Es3

Notons T = sup{t < tg,y(t) € E2} ( ensemble non vide car y(s) € Es)

Yt €T, to], y(t) ¢ Es. Par continuité, Vt €|T,to], y(t) € E5 ou Vt €]T,tg], y(t) € E4

Comme y(tg) € F3, on en conclut que Vt €]T,to], y(t) € Es.

y(T) € Dy d'on y(T) < 0 et y(T) = 0;

y1 est décroissant dans un voisinage de T', d’ou y(t) est en dessous de Dy dans un voisinage de T
Ceci est contradictoire avec le fait que Vt €]T,to], y(t) est au dessus de Dy

Conclusion :

’Vtzs, y(t) GEQ‘

¢) Supposons qu’il existe s > 0 tel que y(s) € Eo; alors Vt > s, y(t) € Es
D’ou y; est décroissant et yo est croissant sur [t, +00[
y1 est décroissant et minorée par 0, admet une limite finie en +o00

o
Y est croissant et majoré par — ( car y(t) € E») admet une limite finie en +oo
€22

y admet dont une limite finie y¥* quand ¢ tend vers +oo

Supposons que Vs > 0 tel que y(s) € E4

. ., 1 - .
y1 est croissant et majoré par — admet une limite finie en +o00
C11

. - T1 .. .
1o est croissant et majoré par —admet une limite finie en +oo
C12

Supposons que Vs > 0 tel que y(s) € E3
y1 et yo sont décroissants et minorés par 0, admettent une limite finie en 400

Ces 3 cas recouvrent tous les cas possibles en raison de la continuité de y.Dans tous les cas :

’ y admet une limite finie y* quand ¢ tend vers +oo

d) Soit ¢ e]Oé[
Soit t tel que y1 (t)+ y2(t)
Y1)+ ya(t) = (y1(t) + v2
vi(t)+ ya(t) = e (r —ce) >
Siyo # (0,0)
Reprenons les 3 cas ci-dessus :

€
t)) — y1(t) (y1(t) + y2(t)) — y2(t)C (y1(t) + ya(t))

i. Supposons que Vs > 0 tel que y(s) € E3, alors y* € Dy et y* = (0, 70—2) #(0,0)
C22



)

ii. Supposons qu’il existe s > 0 tel que y(s) € Ey; alors V&t > s,  y(t) € Fs
Alors y* € Ey et y* # (0,0)

iii. Supposons que Vs > 0 tel que y(s) € E; alors y; est croissant et yo est croissant, d’ou y* # (0,0)

[Si yo # (0,0), alors y* # (0,0)]

Soit ¢ €]0, %[ et soit t tel que
c

71

y1(t) <eet0<yat)<e

%w=m®(h—@<m®—sﬂ—2¥m0

y5(t) > y2(t) (fa — ca1e — c226) > yo(t) (f2 — 2¢¢) >0

r

Soit yo # (0,0), d’apres la question précédente, il y a deux points d’équilibre possibles, (—1,0) ou
C11

T2

(07 7)
€22
Si y2(0) > 0 d’apres le 3.a), Vt > 0, ys(t) >0
1
Supposons que y* = (—,0)
C11

1

Prenons un ¢ €]0, %[, il existe to tel que Vt > to, |y1(t)
c

D’ou y9 est strictement croissant sur [ tg, +00[ et ne peut donc tendre vers 0 en +00
Il y a donc contradiction : conclusion

<eet0<ys(t) <e

Il y a un seul point d’équilibre y*=(0, T—z)
C22

En résumé, dans le cas ot fy <0et fo >0:
Si o = (0,0), alors y* = (0,0) (

Si yo = (0,a) avec a>0, alors Vt > 0, y2(t) =0 et y*:(r—l,O)
C11

r
Dans tous les autres cas, alors y* = (0, —2) : cela signifie, qu’a terme , I'espéce 1 disparait.
C22

Si on avait f; > 0 et fo < 0, on montrerait l'erradication de l'espéce 2.

Dans tous les cas, & terme, il ne peut y avoir coexistence des 2 espéces

Deuxiéme partie : Le processus de Poisson

1.

a) Il n’existe pas d’entier n tel que S,(w) <0, d’oi 115, ()<oy = 0 d'ott P(0,w) =0

Soit t < t/, 81 Sp(w) <t alors Sp(w) <t don P(t,w) < P(t',w)
P(t) est le plus grand entier n tel que Sy, (w) <t

P(Sn+1 > Sn) = P(Xn+1 > O) =1

D’out n est le plus grand entier k tel que Si(w) < S, (w) ; d’ou

P(S,)=n

A chaque temps aléatoire S,,, le processus augmente de 1

Considérons une infinité de personnes passant & un guichet les unes apres les autres. On suppose que
le temps pour servir chacun des clients suit une loi Exp(1) et ces temps sont indépendants.

Sy, est le temps mis pour servir n personnes successivement

P(t) est le nombre de personnes servies pendant l'intervalle de temps|0, ¢]



b) Démonstration trés classique par récurrence a 1’aide de la formule du produit de convolution qui n’est
pas rappelé dans ’énoncé ( contrairement au programme)

n—1 n

¢) Soit A >0
A
P(S, <A)= oA (s_ 1)!efwd:c < W; Par le thm des gendarmes, nEIJIrlooIP (S, <A)=0

¥Yn>1, 0<P(S, < AVYmeN)<P(S, <A);

Par le thm des gendarmes,
P(Sm <AVYmeN")=0

d) Si S, ne tend pas vers +o0o, comme la suite (S,,) est croissante, elle est majorée.
Il existe donc un entier N tel que Vn > 1, S, < N

P(S,, ne tend pas vers +o00) <P ( U [ N (Sn < N)])

N>1 [n>1

n>1

Les événements (S, < N), . étant décroissants : 0< P | () (S, < N)) < P(S, < N), pour tout
entier m

Par le thm des gendarmes, [P ( N (Sn < N)) =0

n>1
Une union dénombrable d’événements quasi- impossibles est quasi-impossible,
d’ott P(S), ne tend pas vers +00) = 0; conclusion :

’]P’(SnHJroo):l‘

Soit ¢ un réel positif ;

Sauf sur un ensemble négligeable, S,, (w) — +oo, d’ott il existe n (dépendant de w) tel que S, (w) >t
et alors P(t,w) <n

D’ou P(t) < +o0.

[P(P(t) < +00) = 1]

D’autre part P(t) ne prend que des valeurs entiéres d’ou

]P(p(t) eN)= 1\

a) S, et E, 1 étant indépendantes, une densité f du couple est donnée par:

Sn—le—s
f(u,s):We_“ siu>0ets>0
n—1)!
f(u,s) =0 sinon

b) P(P(t) =n) =P(S, <t,Su41 >1t) =P(S, <t,S, + Epy1 > 1)
P(P(t) =n) = [[ f(u,s)duds avec Dt = {(u, s)e(RT) ,s<tets+u> t} cf figure 4
Dt
s leT e st s
C) P(P(t)—n)— Om[t756 du}ds- Ome ds=ce |:(n)!:|0—€ W

Conclusion :

’P(t) suit la loi de Poisson de parameétre t‘




3. a) En utilisant la formule de Taylor Lagrange sur [0,u] avec f(z) =In(1 + z)

2 3
de € [0, u] tel que f(u) = f(0) + uf'(0) + %f” (0) + % 3 ()
2 3 2 ) '
ln(l—i—u):u—%—i—%m ZU—%; d’ou :

2
Yu > 0, h(u)zln(l—&—u)—u—&—%zO

u?  2u?
Pour u € [0,1/2],  g(u) =In(l —u) +u+ o + ==
1 2_2ud  w?(1-2
g() = ——— + 1+ fut2u? = ———" _wd-2u) g
1-u 1—u 1—u

g est donc croissante sur [0,1/2] et g(0) = 0; d’ou

2 2 3
Yu€e[0,1/2], In(l+u)> —u— “? _ %
b) Par la formule de transfert E (e/\P(t)) = 3 MP(P(t) = n)
neN
n A n
E(AP®) = 3 gt _ ¢ > (te)” _ ot e
n! n!
neN neN
E (e/\P(t)) _ et(e*fl)
¢) Soit e >0
B (AP0) > S P (P(t) =n) > Y MHOP(P(t) =n) = AOP(P(t) > t 4 &)

n>t+e n>t+e
Dot P(P(t) > t +¢) < el(e" "D e=A(t+o)

P(P(t)—t>¢e) <exp[(e —1—A)t— Ae]

d) Posons pour A >0, f(A)=(e*—1-X)t— e
') = (e>‘ — 1) t—e ;f7(\) =te’ , d’ou le tableau de variation cf figure 5

a=In() >0, fla)=c—alt+e)

En prenant A = a dans 'inégalité précédente valable pour tout A > 0, on obtient

P(P(t) -t >¢) < exp(f(a))

Or d(aprés le 3.a), In () =In (14 ¢) >
€

D'ou f(a) <e—(t+¢) (% - i) =-S5tz = e (1—2); conclusion :

e) A<0ett>2
Par le méme principe qu’au 3.c)
E(eMP®) > S eP(P(t) =n) > AP (P(t) — t < —¢)
n<t—e

P(P(t) —t < —¢) <exp [(e* =1 = A)t + A]
En étudiant la fonction : A <0, g(A) = (e* —1— X) t+ e, on obtient un minimum en b = In (1 —



£ €[0,1/2] d’ou d’aprés 3.a), In (1
t

1 t
gb) = —e+ble—t) < —e— )(%+§—22+%)cars—t<0

NN
™
I

2 3 2 4 3 2 2 1
I < —S+& S <-S+&E<-S+5cars<y
Conclusion:
-2
Pu%w—t<—@§eq{—gﬂ
t>2¢

P(P(t)—t| >e)=P(P@t)—t< —e)+P(P{t)—t>e) <P(Pt)—t< —e)+P(Pt)—t>¢)
P(PW) 1 >e) <exp[-5 (1-5)] +oxp [-25]

2 2 2
1-5> %, d’ou —5; (1 — %) < —%;; d’autre part, —% <-%
Conclusion :

P(|P(t) —t| > €) < 2exp [—ﬂ

t=c¢

P(P(t)—t| >t)=P(P(t) —t < —t)+P(P(t) —t >t) =P (P(t) > 2t) car P(P(t) <0)=0
D’aprés 3.c), P(P(t) —t > ¢) <exp(f(a)) aveca=1In2 et f(a) = (1 —2In2)¢

conclusion :

[P (P(t) > 2t) < exp((1—2In2)1)]

Vke{l,.,K}, |P(ke)—ke|l<ce

Soit t € [0, Ke], Fke{l,.,K} tel quet e [(k—1)e, k]

P étant croissant : P ((k — 1)e) < P(t) < P(ke)
P((k—1)e)—(k—1)e>—edoa P((k—1)e) > ke —2¢ >t —2¢
P(ke) —ke <edou P(ke) < (k—1)e+2e <t—2¢

Dout—2e <P((k—1)e) < P(t) < P(ke) <t—2¢

conclusion :

vt [0,Ke], |P(t)—t < 2|

Soit K le plus petit entier supérieur & N'—oT

Soit ¢ € [0, K¢]

En prenant la contraposée de la proposition du 4.a):

si |P(t) —t| > 2e , alors il existe k € {1,.., K} tel que |P(ke) — ke| > ¢

D’ou, P(sup{|P(t) — t|,t € [0, Ke]} >2e <P ( 6 (|P(ke) — ke| > 5))
k=1

On pose e = N, d'ou Ke > NT

Notons I'événement F = (sup {|P(t) — t|,t € [0, NT]} > 2¢)

P(E) > P(sup{|P(t) — t| ,t € [0, Ke|} car Ke > NT

P(E) < 34y P(|P(ke) — ke| > o)

Pour k=1, P(|P(e) —¢] > ) <exp((1 —2In2)¢e) d’apres 3.g)

Pour k > 2, ke > 2, dou P(|P(ke) — ke| > €) < 2exp [— ]

conclusion :

P (sup {|P(t) —t|,t € [0, NT]} > 2N*) < exp ((1 — 2In2) N®) + 231, exp [~ 2]

exp ((1—2In2) N%)

2exp [—f—;]
1-IIn2<0

= exp[(1—2ln2+%)]va] — 0 quand N — 400 car 1 —2In2 + % <



D’ou, pour N assez grand, exp ((1 —2In2) N®) < 2exp [—%]

P(E) <2exp [- % ]JrQZk ,exp [— a]

P(F) < 2K exp [ 4K]

K étant le plus petit entier supérieur & N1=%T, on a (K — 1) < N1=oT
Dou K < N'=oT +1 < N'=%(T' + 1) car N'7@ > 1

D'on P (E) < 2N'"%(T + 1) exp [fﬁm]

conclusion :

Pour N assez grand , P (sup {|P(t) —¢t|,t € [0, NT]} > 2N*) < 2N'=%(T + 1) exp {—%}

d) Soit € >0
Il existe Ngo € N, VN >Ny, 2N l<ecara—1<0
VN > Ny, P (zsup|P(t)—t| >e,t €[0,NT]) <P(sup|P(t) —t| > 2Nt € [0, NT))
Pour N assez grand et plus grand que N :

0< P (dsup|P(t) — t] > e, € [0, NT]) < 2N'(T + 1) exp |~ ey |

Comme 2a — 1 > 0, 1\}1111 Nl=%exp [ 4(;111)] = 0 par croissances comparées.
— 00
Et finalement, par le thm des gendarmes :

Jim P (sup {|P(t) — t] .t € [0, NT]} > &) =0

Troisiéme partie : Processus logistique

A. Construction du processus logistique

1. a) X(0)=Z car Pi(0) =0et P,(0)=0
Py, Py, Z & valeurs dans N d’ou

V>0, X(t) ez

b) Supposons X (t) =0
Définissons X’ par Vs € [0, t} X'(s)=X(s) et Vs>, X'(s) =0

Vs>t [iX du—fo du et [y X" (u du—fo X2 (u)du
DouVs>t, Z+P (bf0 (u)du) — Py (d [; X du+cf0 X2 (u du):X()—O—X’( )
Bien entendu, Vs € [0,t],X'(s) = Z + Py (b ) X'(u)du) — P, (d [ X'(w)du + c [ X"*(u)du) car X

vérifie cette équation

D’ou X' vérifie 'équation (5). Or cette équation admet une unique solution X
D’ou X’ = X.; conclusion :

’Vszt, X(s)zO‘

¢) Si X(0) =0, alors Vt >0, X(t)=0
Si X(0) >0
Supposons qu'il existe ¢ tel que X (t) < 0; comme X fait des sauts de 1, il existerait s tel que X (s) = 0.
Si on note T le premier instant tel que X (T) = 0, alors sur [0, T[, X (s) > 0, puis d’apres la question
précédente X (s) = 0 sur [T,+00| et on a lors une contradiction.
D’ou :

[vt>0, X(t)eN]




’ E/\ suit Exp()) ‘

d’espérance B(E/)\) = 1/), de variance V(E/)\) = 1/\?

de fonction de répartition F' : {

F(a:):l—e_’\” siz>0
F(z) = 0 sinon

3.Siz >0, P(min(Ey,Ey) >z)=P(E; >z)P(Ey >z)=e (w2

4.

’min(El, E5) suit Exp(A+ p) ‘

P(E; < Ep) = [[ Ape=*e " dxdy avec D = {(:ay) e (RY),z < y}
D

A
P(Ey < Ep) = f0+oo e [fjoo ue‘“ydy} dx = f0+oo e NeHTdy = Y
A
P(E1 < Ey) = ——
(By < B2) =+ T

2)

T} est le premier instant ot il y a une naissance ou une mort dans la population. Le nombre d’individus
est inchangé jusqu’a T}

Cela correspond & un premier saut pour P; ou pour P

vt € [0, Th], X(t) =k, d’on f(T1) = bkTy et g(Ty) = (dk + ck*)T}

M
Si premier saut pour Py : P (f(T1)) =1 d’ou f(Th) = E%l) d'ou Ty = ﬁ
@) @
Si premier saut pour Py : P (g(T1)) =1 d’ou g(T1) = E}” dou Ty = T _ﬁ e

bk dk + ck?

ED E®
T = min{ L L

Si Z =0, alors X est toujours nul, il n’y a donc pas de saut et T} n’est pas défini.
On pose alors T} = 400

Sik >0,

Eil) E%Z)
Soit ¢ >0, P(Ty<t/Z=k) =P [mind A_ 1Ly
oitt20, P(T <t/Z=Fk) S R VAR N

D’apres le 2) et le 3), en raison de I'indépendance des variables,

ED  g®
min ﬁ7 m suit Fxp (bk +dk + ck2)

La loi conditionnelle de Ty sachant Z = k est la loi Exp ((b+ d)k + ck?)

(1) @)
E! E! bk
= = = < =
P(X(T)) =k+1/Z =k) IP’( ) T

bk~ dk + ck? Yk + ck?
(2) (1) 2
E FE dk + ck
P(X(T\)=k—1/Z=k)=P ! L | =
(X(T1) / ) <dk+ck2_ bk:) (b+ d)k + ck?




¢) Je ne comprends pas . J'aurais défini : X'(¢) = X (¢t + T1)
Pll( ) Pl(bZTl —|—t) — Pl(bZTl) et Pé(t) = Pg((dZ + CZQ)Tl + t) — PQ(dZ + CZQ)Tl)

X/(t) = X(t +T3)
X'(t) = Z+Py (b f;" X(u)du + bft+T1 X(uydu) =Py (d Jy" X(w)du+d f17" X (wdu —c [
X'(t) = 2+ Py (b2T + bfo $)ds) = Py (4ZT; +d [ X'(s)ds — cZ°Ty — ¢ f; X"(s)ds)

Si X(T1>=Z—‘r1, Pl(bZT1>=1et PQ(dZ+CZ2)T1) =0
Si X(Tl)ZZ—l, Pl(bZT1>=Oet PQ(dZ+CZ2)T1) =1
D’ou X(Tl) -7 = Pl(bZTl) - PQ(dZ + CZ2)T1>

D'on X'(t) = X(T}) + P! (b JEx"(s)d ) P (d JEX(s)ds — ¢ [ X7 (s ds)

On a donc :

X'(t) = X'(0) + P! (b JEx(s)d ) P (d JEX(s)ds — ¢ [ X7 (s ds)

d) On réitére le procédé en remplacant Z par X'(0), P, par P; et P; par P}

2(u)du — cf;j_Tl X

On a les mémes hypotheses, on définit 74 le premier instant tel que X'(7T3) = X'(0) + 1 ou X'(0) —

On pose alors Ty = T} + T4, appelé deuxiéme temps de saut
On définit alors a nouveau d’autres processus de Poisson...
On définit ainsi une suite croissante de temps de sauts (T),)n>1

e) N =min{F;,1 <i <k} suit Exp (kb)
D=min{{G;,1 <i < k}U{H;;,1 <4,j <k}} suit Ezp (kd + ck?)

Si initialement, la population compte k individus, notons F; le temps mis pour I'individu i pour donner

naissance a un autre individu. et supposons que F; suit Exp(b)
b est alors le taux de naissance puique le temps moyen pour une naissance est 1/b
Alors la premiére naissance dans la population aura lieu & I'instant N

Si G; est le temps mis par I'individu pour décéder de mort naturelle ( taux de mort naturelle égale a
d) et H; ; le temps nécessaire a I'individu j pour tuer I'individu ¢ (taux de compétition égal a ¢) , D

est le premier instant de décés d'un individu dans la population
D’ott min(N, D) est le premier temps de saut et a méme loi que T}

B. Limite de grande population

. Posons h(t) = e B (BF(t) + A)

h est dérivable sauf aux points att f n’est pas continue.

h(t) = Be B! (f(t) - BF(t) — A) <0

D’autre part h est continue sur R d’otl h est décroissante sur RT
Comme h(0) = A,onaVte RT, h(t) <0

(VteRY, F(t) <G

Vt e RT, f(t)<BF(t)—A<BG()—A

vVt € RT, f(t) < AeBt
| |

10



6. y(t) = yo + rfg y(s)ds — cfot y?
En divisant par N :
YN(t):YN(O)+8N —|—bf0 YN dS—dfO YN Cfo Y2 dS
Y ()~ (t) = ¥ (0) — o + 7 J7 (Var(s) — (s)) ds - cfo (Y3(5) — 12(5)) ds +en ()
L’inégalité Yy (t) < Yn(0) + bfo Yn(s)ds + NQ1 (Nb fo Yn(s ds) est immédiate car Py(u) >0

Dou Yn(t) < C+ bfo Yn(s)ds + ﬁ ‘Ql (Nb fo Yn(s ds)‘ car les autres termes sont positifs.

7. On applique le 5) & f(t) =Yn(t), A=C+ %sup{‘@l (Nbfot YN(s)ds> , [O,T]} , B=b

En effet I'inégalité du 5) montrée sur R | est aussi valable en se limitant a [0, 7]

[0, 7] }] bt

Vvt €1[0,T], Yn(t) < [C—&— %sup{‘@l (Nbfot YN(s)ds) ,

8. Pour ¢t €[0,5], pourse[0,t], 0<Yn(s)<MycarS <t
DouO<Nbf0YN s)ds < MaNbt < MoNbT car S < T

En reprenant l'inégalité ci-dessus sur [0, S] :

vVt e [0,5], Yn(t) < [C—&— %sup{‘@l (Nbfg YN(s)ds) ,

[0, S]}] b, on obtient bien

vVt € [0,5], Yn(t) < [C + %supﬂ@l (u)|,u € [O,MngT]}} ebT

Si tg < T, alors S =ty et en prenant 1'inégalité ci-dessus avec t = i,
(C+1)e!T = My < Yy(to) < [C+ Nsup{|Q1 (w)|,u € [0, Mo NbT]}] T

Alors +sup (|Q1 (v)],u € [0, MoNbT]) >

On en déduit que P (tg < T) < P (5 sup{|Q1 (w)],u € [0, MoNbT]} > 1)

D’apres la partie 2, 4. d), en remplagant T par MybT et ¢ par 1, on a :
hm IP’( sup {|Q1 (v)|,u € [0, MoNbT]} > 1) =0

Et par le thm des gendarmes : lim P (tp <7T') = 0 et donc

lim Pty >7T) =1

n—oo

9.Vse[0,5], |Yi(s)—y ( )| < Yn(s) —y(s)[ (Yn(s) —y(s)) < (M + M2) [Yn(s) —y(s)]
vt € [0, 9], (fo (V2(s) — 12(s)) ds‘ < (My + M) [! [V (s) — y(s)| ds

Puis par I'inégalité trlangulaire :

vVt e [0,5], |Yn(t) —yt)] < |Yn(0) — yo|+(r+ec (M1 + Mg))/o [Yn(s) — y(s)| ds+sup{len(t)],t € [0, 5]}

Soit € > 0,

Sitg >T et |[Yn(0) —yo| < De et sup{len(t)|,t €[0,S]} < De ,alors S=T

Wt € [0,S],  [Yn(t) —y(t)] < 2Ds + (r+c(My+ My)) [ [Yiv(s) — y(s)| ds

D’aprés la question 5., ( avec A =2De et B = (r 4+ ¢ (M; + M3)) on en déduit que :
vt € [0,5], |Yn(t) = y(t)] < 2Deelrte(MatMb))t

Dou Vt € [0,T], |Yn(t)—yt)|<e

On a donc linclusion :

[to > T] N [[Yn(0) = yol < Del N [sup {len(?)],t € [0, 5]} < De] C [sup{[Yn(t) —y(t)],t € [0,T]} <]
Puis par contraposée :
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[sup{|Yn(t) —y(t)|.t € [0,T]} > €] C [to <T)N[|Yn(0) — yo| > De] N [sup {len(t)],t € [0, 5]} > De]
Et comme P(AU BUC) < P(A) +P(B) + P(C), on en conclut l'inégalité demandée :

[P lsup {[Y(t) = y(t)] .t € [0.T]} > ] < Pt < T+ P[|[Yi(0) — ol > De] + Plsup {|en(t)] ¢ € [0, 5]} > De]]

10. Sit€[0,S5], alors 0<Yy(t) < My, doun ‘Ql (Nb fot YN(s)ds)‘ <sup{|@1 (u)|,u € [0, Mo NOT}

De méme, |Q2 (Ndfot Yn(s)ds + chot Yj%(s)ds)‘ <sup{|Q2 (u)|,u € [0, NT(dMs + cM3]}

Et d’aprés la partie 2 5)d), on en déduit que Nlim P[sup {len(t)|,t €[0,5]} > De] =0
A}im Pty < T] =0 d’apres B. 8. et A}im P[|Yn(0) — yo| > De] = 0 d’apres les hypotheses de la partie 3

Par le thm des gendarmes :

Jim P lsup {[Yn () —y()]. ¢ € [0,T]} > ] =0

11. Posont E = {3t > 0 tel que Yy(t) € [r/c—d,7/c+ 0]}
Y (8) —r/el < [Yn () —y(@)] + [y(t) —r/c|
On sait que si yg > 0, alors tli?ooy(t) =r/c
Donc il existe T tel que |y(T) —r/c| < §/2
Si |[Yn(T) —y(T)| <6/2, alors Yn(T) € [r/c—0,r/c+J]
Dou Psup {|Yn(t) —y(®)|,t €[0,T]} <§/2] <P[YN(T) € [r/c—6,r/c+d]] <P(E)

D’apreés la question précédente et le thm des gendarmes :

Nlim P{3t > 0 tel que Yn(t) € [r/c—=6,r/c+ 0]} =1

12. a) Généralisation a la dimension 2 :

Xy (t) = Zy + Py(by foz X1(s)ds) — Pa(dy foj X1 (s)ds + 11 fé X2(s)ds + c12 fO: X1(s)Xo(s)ds)
Xg(t) =Zy+ P3(b2 fO XQ(S)dS) - P4(d2 fol XQ(S)dS + Co9 fol X%(s)ds + Co1 fol X4 (S)XQ(S)dS)
c12 et co1 taux de compétition inter-spécifiques

b) On pose Yl(N) =X, /N et YQ(N) = X5 /N et on remplace c11 par ¢11/N, c12 par ¢c12/N, ca1 par ca1 /N, cao
par coo /N

(y1,y2) étant la solution du systeéme différentiel (2) avec la condition initiale yg, on trouvera que
lim P [sup{’Yl(N)(t) - yl(t)‘ tef0.1]} > =0

et lim P [sup{‘YQ(N) (1) —yo(t)] 1 € [O,T}} > 5] —0

¢) On trouvera :
lim P {Ht > 0 tel que Yl(N) (t) €[0,0] et Yl(N) (t) € [ro/ca2 — (577"2/022]} =1lolury=by—ds

N—oo
Fin

Corrigé proposé par Martine Ginestet (UPA)
Pour toutes remarques sur ce corrigé, veuillez me contacter : martine-ginestet@orange.fr

En annexe les figures
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