X-ENS

( FiLiEre MP )

Corrigé de [épreuve: Mathématiques A- (XLC)

I. Premiere partie

1
En plus des données de I'énoncé on munit C" (qu'on confond avec 4,1 (C)) de son produit

scalaire canonique
XYy ='XY
Produit scalaire dont dérive lanorme ||.||,. Nous allons utiliser dans ce corrigé la propriété
évidente
VYA€ 4, (C), VX, Y) € (CM?, (AX,Y) = ‘X'AY = (X, 'AY)

En général
tout C-ev E est aussi un R-ev. S'il est de
dimension finie alors
dimpE =2dimcE
carsi (e1,e2,...,en) est une C-base de E

alors (ey,ieq,...,en,ien) est une R-base
de E.

Vocabulaire

Une matrice A€ 4 (C) telle que ‘A=
A est dite hermitienne, si ‘A=—A elle
est dite antihermitienne.

£ est I'ensemble des matrices antiher-
mitiennes de trace nulle de .#/> (C).

&ges cerrigés Au sud

12. En tant que R-ev .4, (C) est de dimension 8.

En interprétant les conditions ‘A = —A et Tr(A) = 0, un élément A de &£ est de la
forme
A= (i « )
-z —ia

ot aeRet zeC. Ouencore (en posant z=x+1y)

i 0 0 1
A—(x(o _i)+x(_1 0)+y
ou maintenant a, x, y sont quelconques dans R. Alors (E,EG) est une famille gé-
nératrice de & (en tant que sev du R-ev #,(0)). (E,EG) est libre puisque si

A=0oF+xF+yG=0alorsia=0et x+iy=0,soita=x=y=0. (E,EG) est donc
une base de £.

0 i
; 0)—aE+xF+yG

N.B: £ n'est pas un sous-espace vectoriel de .4, (C) en tant que C-ev. Par exemple
E=()%)e %, maisiE=(} )¢ L.

1b. Tous calculs fait
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[E,F] =-2G, [EG] = -2E et [G,E] = -2F

22. En utilisant la norme d'algébre |||l de .4, (C),

|||A|||k
k!

Ak
K

la série numérique Y BADE est convergente car la série entiére Y. 2 a pour rayon de
q 3] g o ap Y

k
convergence +oo. Donc la série Y % est absolument convergente. Puisque .4, (C)
est complet (il est de dimension finie) alors elle est convergente.

2b. Pour tout g €N,
Z (P lAP)k i Ak
— k!

o M

1
La suite (Z M)
q

converge vers exp(P"!AP) et par continuité de

l'application linéaire M € .#,,(C) — P~'MP, la suite ( (Z =0 k/:) ) converge
q

vers P! exp(A)P. Par unicité de la limite d'une suite on a donc

exp(P'AP) = Pexp(A)P

2¢. Si A est une matrice triangulaire supérieure de coefficients diagonaux
A1, A2,..., Ay, ses puissances A¥ sont des matrice triangulaires supérieures de
coefficients diagonaux AK, Ak Ak iestd il d 1 -

gonaux A7, Az, ..., Ay, ce qui est donc au531 e cas de la somme par

. qg Ak . . . q
t.1el¥e Yoo qui a pour coefﬁc1er.1ts diagonaux Yo k' ,Z =0 k' . Zk 0 k' .
limite exp(A) de ces sommes partielles, dont les coefﬁc1ents sont les limites de
.. k . . , . .
ceux de méme position de ZZ:O %, est donc triangulaire supérieure de coefficients

)\2 )\n

diagonaux e, e?,..., e

2d. Soit A € ., (C) et soient une matrice triangulaire T et une matrice inversible P
telles que A = PTP™!. Soient A1, A,..., A, les éléments diagonaux de T, c'est a dire
les valeurs propres de A. I'égalité exp(A) = P~! exp(T)P, implique que

n
det(exp(A)) = det(exp(T)) = [ e = e™™®
k=1

Ainsi

YA€ 4, (C), det(exp(A)) = e

36

Précision
Cela implique que £ est “stable” par
I'application (u,v) — [u,v] dans le sens
ol )
Y(AB) e £% [ABle ¥

_( Autre démonstration )

(démesurée)
On considere la fonction de la variable
réelle : r— det(e'?). Sachant que, la

fonction t— e est de classe 61 et

di(em) —AefA = pfAp
que lafonction det est continiment dif-
férentiable et pour tout He .4, (C)
d(det) s (H) = Tr(* Com(A)H)
alors notre fonction ¢ est de classe
€' et ¢'(=d(det) in(Ae) =
Tr(*Com(e*M)Ae™™) =

Tr(det(ed)e™ AAe™) = (1) Tr(A).
Il existe donc AeC tel que
q)(t):)\eTr(A)t. Avec =0, on

obtient A =1. Ainsi

VieR, det(e™) = o TA)

Session 2012



Corrigé

FiLiIERe MP
o

Deuxieme partie

Vocabulaire

Une matrice U de .45 (C) telle que
"JU=1,, est dite une matrice uni-
taire (d'ou la notation U(2,C)). Clest
I'équivalent d'une matrice orthogonal
de A5 (R)

Autre justification

On pourrait aussi raisonner comme
suit: A€ U(2,C) ssi ses vecteurs co-
lonnes forment une BON de C2. Ce qui
implique déja que A est de la forme

a —Ac¢

c Aa
avec|a|2+|c|2:1et\)\|:1. Main-
tenant A est dans SU(2,C) ssi

det(A)=A(lal®+|c]?)=1iessiA=1

&ges cerrigés Au sud

3. - U(2,C) est bien inclus dans GL,(C) ;
- L eUQ2,0);
- pour tout A,B € U(2,C), (AB)(AB) = 'B’AAB =1,, donc ABe U(2,C) ;
« Pour tout A€ U(2,C), TAA = I», et en inversant cette relation, K_l(tA)_1 =1
ou encore A-1H(A™1) = 1,.

Alors U(2,C) est un sous groupe de GL(C). SU(2,C) et lui un sous groupe de U(2,C)
comme noyau du morphisme de groupes A — det(A) de (U(2,(C),.) dans (C*,.).

U(2,C) est un groupe et SU(2,C) est un sous-groupe de U(2,C).

4. Une matrice A = (z Z) de 4, (C) est un élément de SU(2,C) si et seulement si
— — 2 2 _ _
ad—bc=1et (“ C)(f E):(Ial +lcl*  ab+cd

c

b d d ba+dc |b2+|dP?) "2

ce qui est équivalent &

lal® +|cl> =1b> +1d|* =1
S) ad-bc=1
cd+ab=0

En regardant les deux derniéres équations comme un systéme linéaire d'inconnues
b et d, le déterminant de ce dernier est |al? +|c|> = 1, son unique solution est donc
donnée par: b=-cetd =a.

Réciproquement si ¢ = —E, d =1a et |al?+|b|? alors A vérifie le systéme d'équations
(S). Ainsi

les éléments de SU(2,C) sont ceux de la forme

&

b
ﬁ) ot (a, b) € C*tels que lal® + b =1
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TSoient MeSU2,C), Xe C?\ {0} et A € C tels que MX = AX. l

5a. _On a MX = AX donc 'X'M = AX et par suite IX'MMX = |A|21XX. Mais vu que
MM = I, alors ||X||2 = |AI?|IX||2. Comme X # 0 ceci implique que |A| = 1. Ainsi si
M e SU(2,C) alors

VAeSpM), Al =1

5b. Soit Y € C%. On suppose que ‘XY = 0. '’XMY = ‘X/(M™)Y = ‘(M~'X)Y. Mais
comme M™'X = 1/xX alors 'XMY = 1/A’XY = 0. Ainsi

VY eC?, IXY=0= XMY=0

(3

de telle sorte que (C-X)* = C-Y. De plus quite 2 multiplier le vecteur X par 1/V XX
on peut supposer que lal? +cl? = 1.

6a. Posons

D'aprés la question précédente MY € (C-X)*, donc il existe u € C tel que MY = pY.
(X,Y) est une base (orthonormée) de C2. La matrice de passage de labase canonique
de C? dans cette base est
[ 7]
p=|"
c a

D'aprés la question 4 ona bien P € SI_J(Z, C). Du fait que det(M) = Ap =1 on a
forcément p = 1/A = A. En posant A = ¢%, on a alors

i0
M=P (eo ef),-e) P!

6b. Soient R,S € SU(2,C)

i)=ii) Supposons que Tr(R) = Tr(S). Comme on a aussi det(R) = det(S) = 1 alors
Xgr = Xs = X2 —Tr(R)X + 1. R et S ont donc les mémes valeurs propres. Selon
la question précédente, il existe des matrices P, P, € SU(2,C) et un réel 0 tels

que
i0 i0
~1 e 0 _1/e 0
R= Pl ( 0 e_le) Pl etS = PZ ( 0 e_le PZ

Onaalors R=P71SPouP= P2’1P1. P est bien une matrice de SU(2,C) car ce
dernier est un sous-groupe de GL(C).

38

Précision
Ce qui signifie que l'orthogonal
de la droite CX est stable par

l'endomorphisme de C? canonique-
ment associé a la matrice M

Généralisation

Une matrice unitaire A est orthogo-
nalement diagonalisable. Dans le sens
qu'elle est diagonalisable et que les sous-
espaces propres sont deux a deux ortho-
gonaux, ce qui est équivalent a la possi-
bilité de former une BON constituée de
vecteurs propres de la dite matrice ou
encore a |'existence d'une matrice uni-
taire P et d'une matrice diagonale D
telles que A=P~1DP
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5>Pes corrigés Au sud

ii)=>1i) S'il existe P € SU(2,C) telle que R = P~1SP alors R et S ont méme trace
puisqu'elles sont semblables.

Ainsi

Y(R,S) € SU2,C)?, Tr(R) = Tr(S) < IP € SU(2,C); S =P~ 1RP

72. Soient A,B € 4, (C) telles que AB = BA.

n
B =)
k=0 k! ) =0 I

n

Y %(A+B)l (Z _Af)

1=0 ** j=0 J 0<j,k<n
n 2 n
:Zl Y (]+kA]Bk Y LA] k
I . j ° i k!
1=0 b j+k=1\ J o<jk<nJ
B A/ BF A/ BF
0<j,ksn J! k! 0<j,ksn J! k!
0<j+k<n
A/ BF
- 0<j,ksn j! k!
j+k>n
Ensuite
5 A BRIl |||A|||f B
0<j,ksn J! k! slk k!
j+k>n Jj+k>
n |||A|||+|||B|||)’ n ||A|||f B¢
N e N

I

0

Ce dernier majorant tend vers 0 puisque pour les nombres réels [|All et [IBl on a

SNIAIHIBIN — SIIAN B

Par suite
Y ﬁ(A+B) - (;OﬁA

=0

o]
> —,Bk) —0
= k!

On en déduit bien str que

exp(A+B) = exp(A) exp(B)
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7b. Soit Ae £ et soient peRet w e C tels que

A= o)

-0 —ip
SiA=0, exp(A) =1, est bien dans SU(2,C).

Si A # 0, son polynéme caractéristique est Xa = X2 + [32 + |w|?. Elle admet donc
comme valeurs propres, forcément distinctes, ia et —ia ot a = \/p? +|w|2. Elle
est donc diagonalisable. Soient U et V des vecteurs propres unitaires de A asso-
ciés respectivement 4 ia et & —ia. L'égalité (AU,V) = (U, "AV) = —(U,AV) donne
—ia(U,V) = ia(U, V), soit (U,V) = 0. La matrice de passage P de la base canonique
de C2? dans la base (U, V) vérifie alors

U

_ 'uv
t — —
pp_(t - ) L 1)

A

Maintenant si d = det(A) alors grace a (1), |d |>=1. Donc si & est la base canonique
de C? alors _ _
detg (U, dv) —ddet(P)=|d? =1

Quite donc a remplacer le vecteur V par dV, ce qui n'empéchera pas P de vérifier la
relation (1), on peut supposer que detP = 1. On aura ainsi P € SU(2,C) et

0 )p*l

ix
A_P(O —-ix

Par suite

i 0 _
exp(A)=P(eO e_,-a)P 1 @

Alors exp(A) € SU(2,0). Ainsi l'image de £ par l'apllication exp est incluse dans
Su2,0).

7¢. Selon la question 62, si M € SU(2,C) alors il existe 0 e R et P € SU(2,C) tels que

_i(e® 0
M=p! P
( 0 e*e)

En posant A = Pdiag(i®, —i0)P~L onauraM = exp(A) et Ae Z. D'ou la surjectivité
de l'application exp : & — SU(2,0).

7d. Les deux matrices distinctes de &£, 0 et diag(2im, —2imn) ont toutes les deux I»
comme exponentielle. L'application exp : £ — SU(2,C) n'est donc pas injective.
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Précision

la condition ‘A=-A exprimerait,
pour une matrice complexe, ce qui
est l'équivalent d'une matrice réelle
antisymétrique. Noter en outre qu'une
matrice carrée antisymétrique réelle a
des coefficients diagonaux nuls et donc
une trace nulle, et donc finalement un
élément de &

Généralisation

Une matrice antihermitienne est or-
thogonalement diagonalisable! En fait,
on démontre que toute matrice carrée
complexe A telle que “AA=A’A (ce
qui inclut les matrices unitaires, hermi-
tiennes et antihermitiennes) est ortho-
gonalement diagonalisable

Extension

Pour les matrices réelles, on montre que
I'exponentielle d'une matrice antisymé-
trique est une matrice orthogonale po-
sitive (ie de déterminant égal a 1)
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Vocabulaire

la condition (3) s'exprime en disant
que G est un sous-groupe distingué de
SU(2,0)

5>Pes com‘gés Au sud

G est un sous-groupe de SU(2,C) qui contient au moins un élément distinct de 1, et de
—I, et tel que
VP eSU(2,C), VgeG, P lgPeG (3)

&a. G contient au moins un élément de SU(2,C) distinct de I et de —I,. D'aprés la
question 6a cet élément peut s'écrire sous la forme

el® 0
M=pP! P
( 0 e‘e)

ouBeRetPeSU(2C). Onaforcément 0 ¢ nZ car sinononauraM =1, ouM = —1I,.
Par définition de G on a alors

10
-1 _ e 0
PMP _(o e_e)eG

eie

a b 0
&b. Posons A = (—E ﬁ) et D = (0 o0

e 10 0
(0 e"e)'

) et remarquons que D=D"!=

a b)(eie 0 )(ﬁ —b)(e‘ie 0)
-b ajlo e®)\p a 0 ei®

_(a b)( a —beZie)
“\-b af\pe2® a

~ (|a|2+|b|2e—2"6 ab(1 - e*0) )
“\lab(-1+¢*®)  |al®+|b>e?®

Les coefficients diagonaux de ADA™'D™' sont: |al®> + (1 — |al?)e™?0 et
lal® + (1 —|al*)e*® en particulier

Tr(ADA™'D™1) = 2|al? + 2(1 - |al?) cos(26)

&c. Posons T = Ugeg {Tr(g)} = {Tr(g)/ g € G}. Pour tout a € [0,1], en posant A =
(L, YI=@), ona A€ SUR,C) et THADA™'D™) = 24% +2(1 - a%) cos(26). Or du
fait que G est un sous-groupe de SU(2,C) vérifiant la condition (3) et sachant que
D € Galors (ADA™')D~! € G. Ona donc pour tout ¢ € [0,1],2¢+2(1— ) cos(20) € T. Ce
qui revient a dire que le segment [2 cos(20), 2] est contenu dans T. Comme 6 € R\nZ
alors cos(20) < 1. En posant § =2 —2co0s(20) on aura § >0 et [2—-§,2] c T.
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9. Remarquons que pour toute matrice M € SU(2,C), si Tr(M) € T alors M € G. En
effet si Tr(M) € T alors il existe B € G tel que Tr(B) = Tr(M). D'aprés la question 6b il
existe P € SU(2,C) tel que M = P™'BP. Ce qui implique , d'aprés la propriété (3 - p.
précédente), que M € G.

Maintenant d'aprés la question précédente [2cos(20),2] < T donc

el 0

Vae [0,9],D(p=( o oo

)EG

car si a € [0,0] alors Tr(Dg) = 2cos(a) € [2cos(0),2].

Soit alors un réel ¢ quelconque. Il existe n€ Z et a € [0,0] tels que ¢ = n6 +a, et on
a alors
Dy = Dgy np = DoDJf = DeD"

comme G est un sous-groupe de SU(2,C) et que Dy € G et D € G alors D € G,
ceci pour tout ¢ € R. On en déduit que [-2,2] ¢ T. Comme pour tout M € SU(2,C),
Tr(M) € [-2,2] alors tout élément de SU(2,C) est un élément de G. Ainsi

G=SU0(2,0)

On peut supposer que Be]—m,7], et
méme que 0 € [0,71] quite a remplacer D
par D1

Vocabulaire

Un groupe simple est un groupe dont
les seuls sous-groupes distingués sont
ses sous-groupes triviaux ({1G} et G)

Troisieme partie

& est un C-ev de dimension finie et e, f, g des endomorphismes non nuls de & tels que

le, fl=-2g,(f, gl =-2e; (g el=-2f
Onpose w=f—-igetz=f+ig.

10. eoz—zoe=le f+igl=Ile fl+ile,gl=—-2g+2if =2iz
eow—woe=[e f—igl=Ile fl—ile gl=-2g-2if =-2iw
zow—woz=|[f+ig f-igl=-ilf gl+ilg fl=-2ilf gl=4ie

eoz—zoe=2iz,eow—woe=-2iw,zow—woz=»4ie

11. Soit v un vecteur propre de e associé 4 une valeur propre A € C.

eoz—zoe=2izdonceoz=zo(e+2iid) et par recurrence
VkeN, eozk =zko(e+2ikid)

en appliquant au vecteur v on obtient, e(z*(v)) = zZF((A +2ik)v) = A +2ik) 2% (v)

42

Propriété
I'application (u,v) — [u,v] de ££(E)2
dans Z (E) est bilinéaire antisymetrique
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Autre justification

la relation eoz—zoe=2iz implique
que Kerz est stable par e. En outre
Kerz ne peut étre nul car sinon
on aurait z loeoz=e+2iid
ce qui impliquerait que
Tr(e) =Tr(e+2iid) =Tr(e) + 2idimE
soit dimE=0. Il suffit alors de
prendre un vecteur propre vy de
I'endomorphisme induit par e sur Kerz

(}>Pes com‘ge’s Au sud

e(zF(v) = pkzk(v) ou g =A+2ik

12. Les vecteurs v¥(z) ne peuvent étre tous non nuls, sinon les nombres A + 2ik
seraient tous des valeurs propres de e, ce qui est impossible puisque e admet un
nombre fini de valeurs propres. Soit donc p = min{k € N* / z*(v) = 0g}.

Le vecteur v = zP~!(v) (on a bien p = 1) est non nul et il vérifie z(vy) = O et
e(vg) =Aguvg olt Ag = A+2i(p— 1).
13. Pour tout k € N*, on note v = wk (vg).

Onaeow = wo(e-2iid) ce qui donne de méme que pour z
VkeN, eo wk = ka(e—Zikid)

Par suite e(vg) = eo w¥(vg) = w¥ o (e —2ikid) (vg) = (Ag — 2i k) w* (vy), soit

VkeN, e(vr) = (Ao —2ik) vx 4

Ensuite, puisque zo w — woz = 4ie et z(vy) = O alors z(vy) = 4ilgvy, et par
récurrence

VkeN*, z(vg) = 4i(kAg — ik(k— 1) vg_; (5)

En effet supposons que la relation soit vraie & un ordre k € N*, on aura alors

z2(Vis1) = w(z(vg) +4ie(vy) =4i(kAg—ik(k—1))vi +4i(Ag — 2i k) vg
=4i((k+ Do —i(k+1)k)vk

ce qui achéve la démonstration.

14. Parun méme raisonnement que dans la question 12, les vecteurs vy ne peuvent
étre tous non nuls a cause de la relation (4). Sachant que vy # O et que dés que pour
un entier ¢, v, = Og alors pour tout k = g, v = wk_q(vq) = Og, on peut considérer
I'entier n = max{k € N/ v; # Og}. On a bien v,,1 = Og et si ag,ay,...,0; sont des
scalaires tels que

QoUo+ov+--+a,v, =0

en appliquant successivement les endomorphismes w”, w""!,..., w on démontre

que 0g =y =---=ay, = 0. La famille (v, v1,..., v,) est donc libre.
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15. vy41 = Og et vy, # O donc d'aprés (5 - p. précédente), (n+ 1)A\g—in(n+1) =0
soit

)\():in

Les relations (4 - p. précédente) et (5 - p. précédente) deviennent alors pour tout
kell,n]

e(vp) =i(n—-2k) vy et z(vy) =4k(k—1-n)vi_;

et pour k =0: e(vy) = A\gvp = invg et z(vy) = Og.
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