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e Partie I
1. a) L’examen des colonnes de M montre aussitot que M, et donc aussi ‘M, est de rang 2. Par le théoréme du rang,
Ker M et Ker ‘M sont de dimension 2 ; il suffit donc de trouver deux vecteurs non colinéaires dans chacun d’eux.
(Ex)1<k<a désignant la base canonique de My 1(R), on peut par exemple prendre (Ey — E2, Eq — E3) pour base
de Ker M et (E1 + Ey — E3, E5 — Ej) pour base de Ker ‘M.
E, — E; ¢ Ker M et By — Ey ¢ Ker M, donc il n’y a pas d’inclusion entre Ker M et Ker ‘M.
b) De fagon évidente, (F; + E3, E1 — E5 — E4) est une base de Im M et (Fy + F2 + E3, E4) est une base de Im ‘M.
Il est clair que By + E3 ¢ Im 'M et que E4 ¢ Im M, il n’y a donc pas d’inclusion entre Im M et Im ‘M.
2. a) Ker A est évidemment inclus dans Ker (‘fAA).
Réciproquement, soit X € Ker (fAA4). On a 'AAX =0, dou 0 ='X'AAX = 1(AX)(AX) = || AX|].
Par conséquent, AX =0, i.e. X € Ker A.
On a ainsi démontré Ker (fAA) = Ker A. L’égalité Ker (A‘A) = Ker ‘A s’obtient en remplagant A par ‘A.
b) ‘tAA € M,(R), done, d’apres le théoréme du rang et en utilisant le a) :
rg(*AA) = p — dim (Ker (*AA) ) = p — dim(Ker A) = rg A.
En remplacant A par ‘A, il vient rg(A!'A) =rgld = rgA.
c) Les inclusions Im(*AA) C Im’A et Im(A‘A) C Im A sont évidentes et, d’apres b), Im(*AA) et Im ‘A ont la méme
dimension, ainsi que Im(A‘A) et Im A. Les égalités demandées en résultent.

3. a) La base (ex)1<k<r de F' étant orthonormale, on a pour tout (3, 5) € Nq2 :

gij = 2 bi.ibi j ('B)(i, k)B(k, j) = ("BB)(i,j). Cela montre que G = 'BB.
On dedu1t alors du 2. b) que rg G = rg B, puis que rg G = rg S, puisque B est la matrice de S dans une base de F'.
b) G est symétrique, donc G est diagonalisable dans M, (R).
Soient A € R une valeur propre de G et X € M, 1(R)\{0} un vecteur propre de G asocié & A. On a :
0<||BX|?=%BX)(BX)='X'BBX ='XGX ='X(AX) = XXX = \|| X||?, donc X > 0.
c) v(x1, ..., z4) = det G est le produit des valeurs propres de G, donc est positif ou nul d’apres le b).
De plus : y(z1, ..., 4) = 0 <= G non inversible <= 1gG < ¢ <= 185 < q (¢f a)) <= S est liée.
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d) Prenons ¢ = 2. On a alors G = <<x1,x2> |22

) et A1, 22) = 2 |2lleal? — (a1, 22)2.

Avec le ¢), on retrouve que (11, 12)? < ||z |?||72]|?, avec égalité si et seulement si 1 et xo sont colinéaires.

4. Soit i € Ny. Notons &’ la famille obtenue & partir de S en remplacant z; par un z} de la forme z; + > ajz;.
Jj#i
La famille &’ engendre le méme sous-e.v. F' que S ; soit B’ sa matrice dans la base (ey)1<k<, utilisée au 3.
. Si S est liée, S’ Vest aussi, donc (1, ..., 24, ..., Tq) = Y(X1, -y &, ooy Tq) = 0.
. Si S est libre, alors r = ¢, B et B’ sont des matrices carrées et 3.a) permet d’écrire (21, ..., 2, ..., ¥4) = (det B)?
et y(z1, ...,x}, ..., x4) = (det B")2.
Mais B’ s’obtient a partir de B par la transformation élémentaire C; «— C; + > «;C;, donc det B = det B,

et le résultat demandé en découle. JFi
5. a) pr(z1) est une combinaison linéaire de (z2, ..., z4), donc d’apres 4., y(z1, z2, ..., 24) = Y(h1, T2, ..., Zq).
Mais h; € L+, donce (hy,x;) = 0 pour j > 2, donc y(ha, oy ...y ) = |[Ma]|? y(z2, ..., z4), par développement
suivant la premiere ligne.
b) i) Par le théoréme de Pythagore, ||h1||* < ||z1]|? = v(z1), donc y(z1, T2, ..., z4) < Y(z1) V(22 ...\ Tg).

Il y a égalité si et seulement si ||| = ||z1] ou y(z2, ..., ¥,) =0, autrement dit si et seulement si x; € L+
ou (xa, ..., 4) est lié (’'énoncé comporte une erreur concernant le cas d’égalité).

ii) A partir du i), on prouve facilement, par récurrence sur ¢, que y(z1, T2, ..., Tq) < y(x1)v(z2) - - v(2q), avec

égalité si et seulement si les x; sont deux & deux orthogonaux ou si 'un d’eux est nul (il y a de nouveau une

petite erreur dans 1'énoncé).



6. a) (cj)1gj<n st par hypothese une famille libre de R”, donc le I-3.a), appliqué avec ¢ =r =n, F = R" et (ex)1<k<n

égale a la base canonique de R™ (qui est bien orthonormale), donne v(cy, ..., ¢,) = det(*AA) = (det A)%.
n n
Par ailleurs, d’apres 5.b), y(c1, ..., ¢n) < [[ v(ck) = 1 |lexl?, avec égalité si et seulement si les ¢ (non nuls,
k=1 k=1

puisque A est inversible) sont deux & deux orthogonaux. On en déduit I'inégalité demandée et son cas d’égalité.

n,37

b) |l¢;|l = \/aﬁj +a3;+---+a2;, donc d’apres I'hypothese supplémentaire, ||c;|| < v/n, avec égalité ssi a; ; = +1
n
pour tout i € N,,. On en déduit que [] ||c;|| < n"™/2, avec égalité ssi tous les a; ; valent +1.

J=1
En rassemblant ce résultat et celui du a), on obtient |det A| < n™?2, avec le cas d’égalité demandé.

e Partie I1
1. Hy est constitué des huit matrices i(l 1), i(l _1), i( 1 1), i(_l 1).

1 -1 1 1 -1 1 11
2. a) Soit A € H,. La matrice A’ = % a des vecteurs colonnes unitaires et deux a deux orthogonaux, donc

A" € O,(R), donc 'A’A’ = I,,, et enfin ‘AA =nl,.
b) Non ; par exemple, la matrice A = +/n I, vérifie ‘AA = nl,, mais elle n’appartient pas & H,,.

c) Posons encore A’ = % On a ‘A’A" = I, donc A’ € O,(R), donc les vecteurs colonnes de A’ sont deux a

deux orthogonaux, et il en est de méme de ceux de A. Finalement, A € H,.

n
3. a) Pour (i,7) € N2, (‘P9 A), ; = P,SZ)AM = Ay(i),;- Ainsi, la ligne i de *P(9)A est la ligne o (i) de A, c’est-a-dire
k=1

que 'on obtient ‘P(?)A & partir de A en effectuant la permutation o sur les lignes de A.
n
b) De méme, (AP()),; = 3 Ai,kPéij) = A; (j)- La colonne j de AP est la colonne o(j) de A, et on obtient
k=1 ’
donc AP(?) en effectuant la permutation o sur les colonnes de A.

c¢) Soient A € H,,, A € D,, et o une permutation de N,,.
A

On a vu que la matrice /n est orthogonale et on sait alors que ses vecteurs lignes sont deux a deux orthogonaux ;
n

ceux de A le sont donc aussi et par conséquent 'A (dont les coefficients valent évidemment +1) appartient & H,,.

On a vu aussi que multiplier A & droite par P(°) revient & permuter ses colonnes. D’autre part, multiplier A
A droite par A revient & changer certaines de ses colonnes en leurs opposées. On en déduit aussitot que AP()
et AA sont aussi dans H,,.

Enfin, P94 = t(tAP(")) et AA = t(*AA), donc ces deux matrices appartiennent encore & H,,, d’apres les

résultats précédents.

4. a) Tl est clair que les coefficients de A® B appartiennent a {—1, 1}. Notons alors ¢;, j € N, les vecteurs-colonnes
de B et Cj, j € Ny, ceux de A® B. Il s’agit de montrer que les C; sont deux & deux orthogonaux ; soient donc
k et £ tels que 1 < k < £ < 2n. Trois cas se présentent :

-si £<n:(Ck,Cr) = (af) +a3,) (ck,ce) =0, car B € H,.
-si n+ 1<k (Cr,Cp) = (afy + a3y) (Chn,ct—n) = 0, car B € H,,.
-8l k < n<n+1 < 0 <Ck,Cg> = (a171a172 + a271a2,2) <Ck,Cg_n> = 0, car A c Hg.

b) Le a) montre que si H,, est non vide, il en est de méme pour Ha,. Comme Hs # @ (¢f 1), une récurrence
évidente montre que Hop # @ pour tout p € N*. E contient donc I’ensemble des puissances de 2 autres que 1.

¢) On sait par le a) que I'ensemble des A ® B, avec (A, B) € H, est inclus dans H,.

11 1 1
La matrice (% 7% *% j > appartient & Hy, mais n’est pas de la forme A ® B, avec (A, B) € HZ, car son bloc
1-1-1 1

< supérieur gauche » (% % ) n’est ni un élément de Hs, ni 'opposé d’un élément de Ho. L’inclusion est stricte.

S



5. a) D’apres 3.c), a partir d’un élément quelconque de H,,, en changeant en leurs opposées les lignes dont le premier
coefficient est —1, on obtient un élément de H,, dont les éléments de la premiere colonne valent tous 1.

n

Pour une telle matrice A, Porthogonalité des deux premiéres colonnes donne Y a;2 = 0, avec a;2 = £1 pour
i=1

tout ¢ € N,,, donc la somme comporte autant de 1 que de —1, ce qui implique que n est pair.

b) On part de 1’élément A de H,, obtenu au a). On sait que sa deuxieéme colonne comporte m coefficients 1 et
m coefficients —1. Par des permutations de lignes sur A, on peut, sans modifier la premiere colonne, obtenir une
matrice B dont la deuxieéme colonne est formée de m coefficients 1 suivis de m coefficients —1.

D’apres 3.c), cette matrice B appartient encore & H,.

L’orthogonalité de la troisiéme colonne de B avec la premiere et la deuxieme donne :

2m
Zb 3—0 et szg— Z b; 3—0 donc szg— Z bi,gzo, avec bi73=:|:1 pour tout ¢ € No,,.
=1 =1 1=m-+1 =1 1=m-+1

Comme au a), on en déduit que m est pair, donc que n est un multiple de 4.

e Partie 111

1. On sait que S est orthodiagonalisable dans M, (R) ; soient A1, ..., A, ses valeurs propres (non nécessairement
distinctes). On peut écrire S = PDP~! = PD'P, avec P € O,(R) et D =diag ()1, ..., \n)-

On a ainsi, pour tout X € M, 1(R), XSX = {(PX)D(PX) =3 \iy2, ou YV = PX.
i=1
Comme P est inversible, 'application X —— PX est un automorphisme de M,, 1(R), et par conséquent :

VX € M, 1 (R)\{0}, 'XSX >0 <= VY € M,,1(R)\{0}, > Ny?>0<=VieN,, \;, >0.
i=1

2. a) 'IMM est évidemment symétrique. De plus, pour X € M,, 1 (R)\{0}, X'MMX =t (MX)MX = |MX|? > 0,

puisque M est inversible et X non nul. Ainsi, "M M est définie positive.

b) D’apres 1. et a), 'M M est orthodiagonalisable dans M., (R) et & valeurs propres A, ..., A, strictement positives.
Il existe donc P € O, (R) telle que ‘MM = PDP~1, ou D = diag (A1, ..., \pn).
Posons alors A = diag (v A1, ..., V) et S = PAP~L Tl vient ‘MM = 5%, avec S € S} (R), puisque S est
orthodiagonalisable a valeurs propres strictement positives.

c¢) S est inversible, car elle est symétrique définie positive.
Posons R = MS~!. Il vient ‘RR = 'S~ 1"MMS—! = S~1525~1 = [,,, donc R est orthogonale.

d) On a finalement obtenu M = RS, avec R € O,(R) et S € S, T(R), ce que I'on voulait.

3. a) De fagon générale, on sait que la trace d’une matrice carrée réelle ou complexe est la somme de ses valeurs propres
complexes, comptées avec leur ordre de multiplicité. Ici, on sait que les valeurs propres de ¥ sont réelles.
b) Par théoréme, ¥ est orthodiagonalisable dans M, (R). 1l existe donc P € O, (R) telle que ¥ = PDP~!.

Il vient alors QX = QPDP~!, puis, par propriété de la trace, Tr (QY) = Tr (P~1QPD) = Tr (Q1D), ot la

1)

matrice Q; = P~'QP est orthogonale. En notant Q; = (q% j on obtient finalement :

)1<ij<n

Tr(QY)=Tr(@Q1D) = Z ql(zl))\ < Z |q(1)|)\ < Z A =TrX, car A\; >0, |ql(1)| <1 et d’apres a).

¢) L’inégalité du b) est valable pour toute @ € O,,(R) et est évidemment une égalité lorsque Q = I,,.
On en déduit que Tr¥ = max Tr(QX) = sup Tr(QX).
QEO,L(R)

Qe0,(R)
a) H,, est non vide (n € E) et évidemment fini, donc f possede un maximum, et en particulier une borne supérieure.
b) f(4) = 3 (L ais) = 2 (X aistis) = X (AT)is = T (AT),
1= J=1 1= J= 1=
r_ A
c¢) Posons A’ = QI
Cette inégalité est valable pour toute A € H,,, donc a, < +/n TrS.

d) s = 3 d’apres I1-1.  Ici, T = (1 (1) ) d'on *TT = (2 1 ) Les valeurs propres de T'T sont 3 j:2\/5 et celles

de S € SFH(R) telle que 'TT = S? sont\/3+\[ 1+\fet \/ ~ _1+\[

Ainsi, Tr S = V5 et on vérifie bien que 3 < V25 = /10.

€ 0,(R). f(A)=Tr(ARS) =+/nTr(A'RS) < y/nTrS, dapres 2.b), car A'R € O,(R).




