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• Partie I

1. a) L’examen des colonnes de M montre aussitôt que M , et donc aussi tM , est de rang 2. Par le théorème du rang,
Ker M et Ker tM sont de dimension 2 ; il suffit donc de trouver deux vecteurs non colinéaires dans chacun d’eux.
(Ek)16k64 désignant la base canonique deM4,1(R), on peut par exemple prendre (E1 −E2, E1 −E3) pour base
de KerM et (E1 + E2 − E3, E2 − E4) pour base de Ker tM .

E1 − E2 /∈ Ker tM et E2 − E4 /∈ Ker M , donc il n’y a pas d’inclusion entre Ker M et Ker tM .
b) De façon évidente, (E1 + E3, E1−E2−E4) est une base de Im M et (E1 + E2 + E3, E4) est une base de Im tM .

Il est clair que E1 + E3 /∈ Im tM et que E4 /∈ Im M , il n’y a donc pas d’inclusion entre Im M et Im tM .

2. a) KerA est évidemment inclus dans Ker (tAA).
Réciproquement, soit X ∈ Ker (tAA). On a tAAX = 0, d’où 0 = tXtAAX = t(AX)(AX) = ‖AX‖2.
Par conséquent, AX = 0, i.e. X ∈ Ker A.
On a ainsi démontré Ker (tAA) = Ker A. L’égalité Ker (A tA) = Ker tA s’obtient en remplaçant A par tA.

b) tAA ∈Mp(R), donc, d’après le théorème du rang et en utilisant le a) :

rg(tAA) = p− dim
(
Ker (tAA)

)
= p− dim(KerA) = rg A.

En remplaçant A par tA, il vient rg(A tA) = rg tA = rgA.

c) Les inclusions Im(tAA) ⊂ Im tA et Im(A tA) ⊂ Im A sont évidentes et, d’après b), Im(tAA) et Im tA ont la même
dimension, ainsi que Im(A tA) et Im A. Les égalités demandées en résultent.

3. a) La base (ek)16k6r de F étant orthonormale, on a pour tout (i, j) ∈ N 2
q :

gi,j =
r∑

k=1

bk,ibk,j =
r∑

k=1

(tB)(i, k)B(k, j) = (tBB)(i, j). Cela montre que G = tBB.

On déduit alors du 2.b) que rgG = rg B, puis que rg G = rgS, puisque B est la matrice de S dans une base de F .
b) G est symétrique, donc G est diagonalisable dans Mq(R).

Soient λ ∈ R une valeur propre de G et X ∈Mq,1(R)\{0} un vecteur propre de G asocié à λ. On a :

0 6 ‖BX‖2 = t(BX)(BX) = tXtBBX = tXGX = tX(λX) = λtXX = λ ‖X‖2, donc λ > 0.
c) γ(x1, . . ., xq) = det G est le produit des valeurs propres de G, donc est positif ou nul d’après le b).

De plus : γ(x1, . . ., xq) = 0 ⇐⇒ G non inversible ⇐⇒ rgG < q ⇐⇒ rgS < q (cf a))⇐⇒ S est liée.

d) Prenons q = 2. On a alors G =
(
‖x1‖2 〈x2, x1〉
〈x1, x2〉 ‖x2‖2

)
et γ(x1, x2) = ‖x1‖2‖x2‖2 − 〈x1, x2〉2.

Avec le c), on retrouve que 〈x1, x2〉2 6 ‖x1‖2‖x2‖2, avec égalité si et seulement si x1 et x2 sont colinéaires.

4. Soit i ∈ Nq. Notons S ′ la famille obtenue à partir de S en remplaçant xi par un x′i de la forme xi +
∑
j 6=i

αjxj .

La famille S ′ engendre le même sous-e.v. F que S ; soit B′ sa matrice dans la base (ek)16k6r utilisée au 3.
. Si S est liée, S ′ l’est aussi, donc γ(x1, . . ., xi, . . ., xq) = γ(x1, . . ., x′i, . . ., xq) = 0.

. Si S est libre, alors r = q, B et B′ sont des matrices carrées et 3.a) permet d’écrire γ(x1, . . ., xi, . . ., xq) = (det B)2

et γ(x1, . . ., x′i, . . ., xq) = (det B′)2.
Mais B′ s’obtient à partir de B par la transformation élémentaire Ci ←− Ci +

∑
j 6=i

αjCj , donc detB = det B′,
et le résultat demandé en découle.

5. a) pL(x1) est une combinaison linéaire de (x2, . . ., xq), donc d’après 4., γ(x1, x2, . . ., xq) = γ(h1, x2, . . ., xq).
Mais h1 ∈ L⊥, donc 〈h1, xj〉 = 0 pour j > 2, donc γ(h1, x2, . . ., xq) = ‖h1‖2 γ(x2, . . ., xq), par développement
suivant la première ligne.

b) i) Par le théorème de Pythagore, ‖h1‖2 6 ‖x1‖2 = γ(x1), donc γ(x1, x2, . . ., xq) 6 γ(x1) γ(x2, . . ., xq).
Il y a égalité si et seulement si ‖h1‖ = ‖x1‖ ou γ(x2, . . ., xq) = 0, autrement dit si et seulement si x1 ∈ L⊥

ou (x2, . . ., xq) est lié (l’énoncé comporte une erreur concernant le cas d’égalité).
ii) À partir du i), on prouve facilement, par récurrence sur q, que γ(x1, x2, . . ., xq) 6 γ(x1)γ(x2) · · · γ(xq), avec

égalité si et seulement si les xi sont deux à deux orthogonaux ou si l’un d’eux est nul (il y a de nouveau une
petite erreur dans l’énoncé).
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6. a) (cj)16j6n est par hypothèse une famille libre de Rn, donc le I-3.a), appliqué avec q = r = n, F = Rn et (ek)16k6n

égale à la base canonique de Rn (qui est bien orthonormale), donne γ(c1, . . ., cn) = det(tAA) = (det A)2.

Par ailleurs, d’après 5.b), γ(c1, . . ., cn) 6
n∏

k=1

γ(ck) =
n∏

k=1

‖ck‖2, avec égalité si et seulement si les ck (non nuls,

puisque A est inversible) sont deux à deux orthogonaux. On en déduit l’inégalité demandée et son cas d’égalité.

b) ‖cj‖ =
√

a 2
1,j + a 2

2,j + · · ·+ a 2
n,j , donc d’après l’hypothèse supplémentaire, ‖cj‖ 6

√
n, avec égalité ssi ai,j = ±1

pour tout i ∈ Nn. On en déduit que
n∏

j=1

‖cj‖ 6 nn/2, avec égalité ssi tous les ai,j valent ±1.

En rassemblant ce résultat et celui du a), on obtient |det A| 6 nn/2, avec le cas d’égalité demandé.

• Partie II

1. H2 est constitué des huit matrices ±
( 1 1

1 −1

)
, ±

( 1 −1
1 1

)
, ±

( 1 1
−1 1

)
, ±

(−1 1
1 1

)
.

2. a) Soit A ∈ Hn. La matrice A′ = A√
n

a des vecteurs colonnes unitaires et deux à deux orthogonaux, donc

A′ ∈ On(R), donc tA′A′ = In, et enfin tAA = nIn.

b) Non ; par exemple, la matrice A =
√

n In vérifie tAA = nIn, mais elle n’appartient pas à Hn.

c) Posons encore A′ = A√
n
· On a tA′A′ = In, donc A′ ∈ On(R), donc les vecteurs colonnes de A′ sont deux à

deux orthogonaux, et il en est de même de ceux de A. Finalement, A ∈ Hn.

3. a) Pour (i, j) ∈ N 2
n , (tP (σ)A)i,j =

n∑
k=1

P
(σ)
k,i Ak,j = Aσ(i),j . Ainsi, la ligne i de tP (σ)A est la ligne σ(i) de A, c’est-à-dire

que l’on obtient tP (σ)A à partir de A en effectuant la permutation σ sur les lignes de A.

b) De même, (AP (σ))i,j =
n∑

k=1

Ai,kP
(σ)
k,j = Ai,σ(j). La colonne j de AP (σ) est la colonne σ(j) de A, et on obtient

donc AP (σ) en effectuant la permutation σ sur les colonnes de A.

c) Soient A ∈ Hn, ∆ ∈ Dn et σ une permutation de Nn.

On a vu que la matrice A√
n

est orthogonale et on sait alors que ses vecteurs lignes sont deux à deux orthogonaux ;

ceux de A le sont donc aussi et par conséquent tA (dont les coefficients valent évidemment ±1) appartient à Hn.

On a vu aussi que multiplier A à droite par P (σ) revient à permuter ses colonnes. D’autre part, multiplier A

à droite par ∆ revient à changer certaines de ses colonnes en leurs opposées. On en déduit aussitôt que AP (σ)

et A∆ sont aussi dans Hn.

Enfin, tP (σ)A = t
(
tAP (σ)

)
et ∆A = t(tA∆), donc ces deux matrices appartiennent encore à Hn, d’après les

résultats précédents.

4. a) Il est clair que les coefficients de A⊗B appartiennent à {−1, 1}. Notons alors cj , j ∈ Nn, les vecteurs-colonnes
de B et Cj , j ∈ N2n, ceux de A⊗B. Il s’agit de montrer que les Cj sont deux à deux orthogonaux ; soient donc
k et ` tels que 1 6 k < ` 6 2n. Trois cas se présentent :

- si ` 6 n : 〈Ck, C`〉 = (a 2
1,1 + a 2

2,1) 〈ck, c`〉 = 0, car B ∈ Hn.

- si n + 1 6 k : 〈Ck, C`〉 = (a 2
1,2 + a 2

2,2) 〈ck−n, c`−n〉 = 0, car B ∈ Hn.

- si k 6 n < n + 1 6 ` : 〈Ck, C`〉 = (a1,1a1,2 + a2,1a2,2) 〈ck, c`−n〉 = 0, car A ∈ H2.

b) Le a) montre que si Hn est non vide, il en est de même pour H2n. Comme H2 6= ∅ (cf 1), une récurrence
évidente montre que H2p 6= ∅ pour tout p ∈ N∗. E contient donc l’ensemble des puissances de 2 autres que 1.

c) On sait par le a) que l’ensemble des A⊗B, avec (A,B) ∈ H 2
2 , est inclus dans H4.

La matrice
(1 1 1 1

1 1 −1 −1
1 −1 1 −1
1 −1 −1 1

)
appartient à H4, mais n’est pas de la forme A⊗B, avec (A,B) ∈ H 2

2 , car son bloc

(( supérieur gauche ))
(

1 1
1 1

)
n’est ni un élément de H2, ni l’opposé d’un élément de H2. L’inclusion est stricte.
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5. a) D’après 3.c), à partir d’un élément quelconque de Hn, en changeant en leurs opposées les lignes dont le premier
coefficient est −1, on obtient un élément de Hn dont les éléments de la première colonne valent tous 1.

Pour une telle matrice A, l’orthogonalité des deux premières colonnes donne
n∑

i=1

ai,2 = 0, avec ai,2 = ±1 pour

tout i ∈ Nn, donc la somme comporte autant de 1 que de −1, ce qui implique que n est pair.
b) On part de l’élément A de Hn obtenu au a). On sait que sa deuxième colonne comporte m coefficients 1 et

m coefficients −1. Par des permutations de lignes sur A, on peut, sans modifier la première colonne, obtenir une
matrice B dont la deuxième colonne est formée de m coefficients 1 suivis de m coefficients −1.
D’après 3.c), cette matrice B appartient encore à Hn.
L’orthogonalité de la troisième colonne de B avec la première et la deuxième donne :

2m∑
i=1

bi,3 = 0 et
m∑

i=1

bi,3 −
2m∑

i=m+1

bi,3 = 0, donc
m∑

i=1

bi,3 =
2m∑

i=m+1

bi,3 = 0, avec bi,3 = ±1 pour tout i ∈ N2m.

Comme au a), on en déduit que m est pair, donc que n est un multiple de 4.

• Partie III

1. On sait que S est orthodiagonalisable dans Mn(R) ; soient λ1, . . ., λn ses valeurs propres (non nécessairement
distinctes). On peut écrire S = PDP−1 = PD tP, avec P ∈ On(R) et D = diag (λ1, . . ., λn).

On a ainsi, pour tout X ∈Mn,1(R), tXSX = t(PX)D (PX) =
n∑

i=1

λi y 2
i , où Y = PX.

Comme P est inversible, l’application X 7−→ PX est un automorphisme de Mn,1(R), et par conséquent :

∀X ∈Mn,1(R)\{0}, tXSX > 0 ⇐⇒ ∀Y ∈Mn,1(R)\{0},
n∑

i=1

λi y 2
i > 0 ⇐⇒ ∀i ∈ Nn, λi > 0.

2. a) tMM est évidemment symétrique. De plus, pour X ∈ Mn,1(R)\{0}, tXtMMX = t(MX) MX = ‖MX‖2 > 0,

puisque M est inversible et X non nul. Ainsi, tMM est définie positive.
b) D’après 1. et a), tMM est orthodiagonalisable dansMn(R) et à valeurs propres λ1, . . ., λn strictement positives.

Il existe donc P ∈ On(R) telle que tMM = PDP−1, où D = diag (λ1, . . ., λn).
Posons alors ∆ = diag (

√
λ1, . . .,

√
λn) et S = P∆P−1. Il vient tMM = S2, avec S ∈ S++

n (R), puisque S est
orthodiagonalisable à valeurs propres strictement positives.

c) S est inversible, car elle est symétrique définie positive.
Posons R = MS−1. Il vient tRR = tS−1tMMS−1 = S−1S2S−1 = In, donc R est orthogonale.

d) On a finalement obtenu M = RS, avec R ∈ On(R) et S ∈ S++
n (R), ce que l’on voulait.

3. a) De façon générale, on sait que la trace d’une matrice carrée réelle ou complexe est la somme de ses valeurs propres
complexes, comptées avec leur ordre de multiplicité. Ici, on sait que les valeurs propres de Σ sont réelles.

b) Par théorème, Σ est orthodiagonalisable dans Mn(R). Il existe donc P ∈ On(R) telle que Σ = PDP−1.
Il vient alors QΣ = QPDP−1, puis, par propriété de la trace, Tr (QΣ) = Tr (P−1QPD) = Tr (Q1D), où la

matrice Q1 = P−1QP est orthogonale. En notant Q1 =
(
q

(1)
i,j

)
16i,j6n

, on obtient finalement :

Tr (QΣ) = Tr (Q1D) =
n∑

i=1

q
(1)
i,i λi 6

n∑
i=1

∣∣q (1)
i,i

∣∣ λi 6
n∑

i=1

λi = Tr Σ, car λi > 0,
∣∣q (1)

i,i

∣∣ 6 1 et d’après a).

c) L’inégalité du b) est valable pour toute Q ∈ On(R) et est évidemment une égalité lorsque Q = In.
On en déduit que TrΣ = max

Q∈On(R)
Tr (QΣ) = sup

Q∈On(R)

Tr (QΣ).

4. a) Hn est non vide (n ∈ E) et évidemment fini, donc f possède un maximum, et en particulier une borne supérieure.

b) f(A) =
n∑

i=1

( n∑
j=i

ai,j

)
=

n∑
i=1

( n∑
j=1

ai,j tj,i

)
=

n∑
i=1

(AT )i,i = Tr (AT ).

c) Posons A′ = A√
n
∈ On(R). f(A) = Tr (ARS) =

√
n Tr (A′RS) 6

√
n TrS, d’après 2.b), car A′R ∈ On(R).

Cette inégalité est valable pour toute A ∈ Hn, donc αn 6
√

n TrS.

d) α2 = 3 d’après II-1. Ici, T =
( 1 0

1 1

)
, d’où tTT =

( 2 1
1 1

)
. Les valeurs propres de tTT sont 3±

√
5

2 et celles

de S ∈ S++
n (R) telle que tTT = S2 sont

√
3 +
√

5
2 = 1 +

√
5

2 et

√
3−
√

5
2 = −1 +

√
5

2 ·

Ainsi, TrS =
√

5 et on vérifie bien que 3 6
√

2
√

5 =
√

10.
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