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Premiere partie

1. (a) Ona uy =(0,0) estle vecteur nul donc la famille (u,, u,) n’est pas libre.

La famille (u;, u») n'est pas une base de R?.

(b) On calcule de déterminant de la famille (u,, u,) dans la base (e, e2), qui est égal a

'3 1

o leO#O

Or une famille de cardinal 2 de R? est une base si et seulement si son déterminant dans une
base est non nul. Donc

La famille (u;, u,) est une base de R?. ‘

(c) On procede de la méme maniere que précédemment, or

3 -3
1 1

‘:6¢0

ainsi

La famille (13, u,) est une base de R?. ‘

(d) On montre que les vecteurs (u;, u2) sont liés en calculant une mesure a un multiple entier
de 7 pres de I'angle orienté entre ces vecteurs et e; : cet angle est I'argument des nombres
complexes z; et zy, or, en utilisant les propriétés de I'argument d'un nombre complexe

Arg(z1) = —Arg(l1+1) [27]

- [27]

4

=-2
4

ou [27] (resp. [r]) signifie "modulo 27" ou a un multiple entier de 27 (resp. "modulo” ).
Les vecteurs u; et u sont donc sur la droite d’équation y = —x.

La famille (u;, u») ne forme pas une base de R?.

2. Soit (a, b) € C2. Lapplication Aff : R> — C est un isomorphisme de R-espaces vectoriels, et on a
par définition

8ap=Aff o f, o Aff
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Ainsi montrer que g, est un endomorphisme de R? revient & montrer que f,; un endomor-
phisme du R-espace vectoriel C. L'application f, ; ayant C comme espace de départ et d’arrivée,
montrons qu’elle est R-linéaire. Soit (11,1,) € R2, (z;,2,) € C?
fap(Mz1+ A220) = a(A121+ A222) + bA121 + A2 2p
=a(Ai1z1 +A220) + b(A127 + A225) car A1, A, sont réels
=A1(azy1+bzy) + Ar(azs + bzy)
= /llfa,b(zl) + Azfa,b(zz)

Donc f;, ; est un endomorphisme, donc

I'application g, ; est un endomorphisme de R?.

3. (a) Onad’apresla question précédente que G < £ (R?). De plus
e G estnon vide, il contient par exemple gp,o qui est'endomorphisme nul.
e Un calcul direct montre que pour tout A, 4 € R, (a, b, c,d) € C4,

Agab+ UEc,d = 8ra+ucAb+ud € G

Donc G est un sous-R-espace vectoriel de £ (R?) et donc est un R-espace vectoriel.

(b) On montre que G est de dimension au moins 4, qui est également la dimension de £ (R?).
Pour cela on montre que

V(a,b) € C?, 8ap estl'endomorphismenul=a=b=0

En vertu de la relation g, = Aff” o fap o Aff, il suffit de montrer que I'assertion précé-
dente est vraie en remplacant g, par f, 5. Soit donc (a,b) € C?, et supposons que f,
est’endomorphisme nul. Alors en particulier

f)=a+b=0

f()=ila-b)=0

On en déduit que a = —b et a= b, donc a = b = 0. Soit maintenant (x, y,x’, y') € R* tels que
X81,0+¥8i0+ X go,1+¥'8o,i =0

alors, d’apres le calcul fait dans la question précédente, on a que gy ;y,x'+iy €stI'endomorphisme
nul. D’aprés ce que I'on vient de démontrer, on obtient x + iy = x' + iy’ = 0, or un nom-
bre complexe est nul si et seulement si ces parties réelles et imaginaires sont nulles, donc
x=y=x"=y =0. Ainsila famille

{£10,8i.0, 80,1, 80,i}
est libre dans G. Donc

4 <dim(G) <dim(ZL[R?) < 4

donc dim(G) = dim(Z(R?)) = 4, or G est un sous-R-espace vectoriel de Z(R?), donc on a
bien

G=<2[R>




Controle a posteriori, Math B 2018, Banque PT D. Denoncin

4. (a) i. Il s’agit d'une homothétie de rapport a.
ii. Ils’agit de la rotation d’angle 6.

iii. il s’agit de la symétrie orthogonale par rapport a I’axe des abscisses.

(b) Les endomorphismes g, et g,y sont des isométries vectorielles de R? d’apres leur de-
scription faite en question précédente, or la composée d’'isométries vectorielle est une isométrie
vectorielle, donc

8a,b© a1y €St Une isométrie vectorielle.

De plus g, est une rotation donc une isométrie positive et g, ;» est une symétrie donc
une isométrie négative, donc on peut calculer, grace aux opérations sur les déterminants
d’endomorphismes que

det(ga,b °gu )= det(ga,b) dEt(ga’,b’)
=1x(-1)
=-1

et donc

8a,b© 8o,y €St pas une isométrie positive. ‘

D’apres la classification des isométries du plan, 'isométrie g, , o0 g+ iy €st une symétrie. La

droite dirigée par le vecteur uy = cos |2 e; +sin g e, est invariante par cette symétrie, et
gee p 9 2 2 p ym

donc

I'isométrie g, p o g+ v est la symétrie orthogonale par rapport a la droite d’équation

sin(g)x—cos(g y=0.

5. (a) Larelation (du cours) est

s=2p—idg ‘

(b) La question 4 nous invite a trouver ¢, d des complexes tels que g, ,° 84,»' = g¢,4- Un calcul
direct montre que

AN 4 —
Via,ba,b)eC’,  fapofap = faa’+by,ab’+bz

De plus si a = exp(2ia),b = 0,a’ =0,b' =1 ou a € R, alors d’apres la question 4, la com-
posée g, 0 8x i estla symétrie orthogonale par rapport a la droite engendrée par u,. Ainsi
80,exp(2ia) €St cette symétrie. De plusidg = g1, et d’aprésla question 3a etla question précé-
dente, on a alors que

1

5 (gO,eXp(Zia) + gl,O) = g%,%exp(Zia’)

qui est bien la projection orthogonale sur Vect(u).
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le couple (a = 3,b=1exp(2ia)) convient.

Remarque.
On peut procéder directement en calculant I'expression complexe de la symétrie or-
thogonale, mais les risques de mélanger des nombres complexes et des vecteurs est
grand. De plus il nous n’avions pas encore analysé le comportement multiplicatif de
I'isomorphisme
c? - Z®Y
(@) — &b

6. Soit (a, b) € C>. Calculons les affixes de g, ,(e1) et g, p(e2) et mettons les sous forme algébrique,
ona

Affo g, p(e1) = fap(1) = a+ b =Re(a) + Re(b) + i (Im(a) + Im(b))
Affo g, p(e2) = fap(i) = i(a—b) =Im(b) —Im(a) + i (Re(a) — Re(D))
Ainsi

G = Re(a) +Re(b) Im(b)—-Im(a)
@b = \Im(a) +Im(b) Re(a)—Re(b)

7. Dans ce cas la matrice G, est symétrique et a coefficients réels,

elle est donc diagonalisable dans M»(R) et ce dans une base orthonormée en vertu du
théoreme spectral. Les espaces propres sont donc orthogonaux.

8. (a) Un calcul direct donne, en notant comme dans toute la suite y, ; ce polyndme caractéris-
tique
) 2 2
Xabp=X"—2Re(a)+ ‘a) - ‘b‘

(b) Le discriminant de y, ; est donné par
2 2
Aap=4 (’b‘ —Im(a) )

donc dans le cas de cette question A, j, # 0 etdonc y, , admet 2 = dim(R?) racines distinctes
et d’apres le critére suffisant de diagonalisation

la matrice G, est diagonalisable dans M- (C) ‘

Une condition nécessaire pour étre diagonalisable dans M, (R) est d’avoir ses valeurs pro-
pres réelles. Pour que G, j soit diagonalisable dans M (R) il faut donc que A, 3, > 0, c’est-a-
dire que

’b‘z > Im ()

2
or ‘b‘ # Im(a)?, et dans ce cas Xap €st scindé sur R avec deux racines distinctes, donc

d’apres le critere suffisant de diagonalisation G, est diagonalisable dans M, (R). Finale-
ment



Controle a posteriori, Math B 2018, Banque PT D. Denoncin

2
Si ‘b‘ #Im(a)?, alors Gg,p est diagonalisable dans Mo (R) si et seulement si ‘b) > ’Im(a)‘.

(c) Dans ce cas A, =0, et donc y,, n'admet qu'une racine double qui est Re(a) (on vérifie
facilement que ¥, = (X —Re(a))?). Donc G, Wadmet qu'une seule valeur propre, or une
matrice n’ayant qu'une seule valeur propre est diagonalisable si et seulement si c’est une
homothétie de rapport cette valeur propre. Donc G est diagonalisable si et seulement si

_ (Re(a) 0
G“vb‘( 0 Re(a))

On trouve donc Im(a) = Re(b) = Im(b) = 0 grace a la question 6. Finalement

La matrice G, p est diagonalisable si et seulementsiae Ret b=0

(d) Lendomorphisme g, ; étant un endomorphisme du R-espace vectoriel R?, nous répondons
donc a la question de la diagonalisabilité sur R. Cet endomorphisme est diagonalisable si
et seulement si G, j, est diagonalisable dans M (R), c’est-a-dire d’apres les deux questions
précédentes : I'endomorphisme g, ;, est diagonalisable si et seulement si

)b‘ > ‘Im(a)‘
ou

2
)b‘ =Im(a)etacRetb=0

2
Dans la deuxieme ligne, la condition ‘b) =Im(a)? et la condition b = 0 est inutile d’apres la
question 7. Finalement

I'endomorphisme g, ; est diagonalisable si et seulement si
[b[>|m(a)
ou
aclR

Deuxieme partie

x
1. (a) Unpoint |y |eR3 est dans cette intersection si et seulement si

z
b :0© X =0
?+y?-z2 =1 |y*-z%2 =1

On reconnait I’équation d'une hyperbole équilatére dans le plan x = 0.




Controle a posteriori, Math B 2018, Banque PT D. Denoncin

X
(b) Soit a € R, un point | y | € R? est dans I'intersection de S avec le plan d’équation z = a si et
z
seulement si
z =a z =a
2, .2 .2 V.2, .2 2
x+y"—-z¢ =1 xX+y° =1l+a
0
On reconnait I’équation d’un cercle de centre | 0 | et de rayon V1 + a? dans le plan z = a.
a
0
Tous ces cercles ont leur centre sur la droite engendrée par le vecteur | 0 |, on en déduit que
1

la surface S est une surface de révolution.

(c) Lafigure 1 représente la surface S.
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Figure 1: La surface S

X
2. (a) Pour ( y) € R3, on a en utilisant I’équation de la surface S :

z
X x
vleSe| y |eS
z -z

Donc le plan d’équation z = 0 est un plan de symétrie de S.

x
(b) Pour ( y) € R% on ade méme
z

e f)

on en déduit que le plan d’équation x = y est un plan de symétrie de S.

7
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(c) Il s’agit de montrer que la surface S est laissée invariante par la rotation d’axe la droite

x =0
{ et d’angle 7. La matrice dans la base canonique d’une telle rotation est

z =0
-1 0 O
0 1 O
0 0 -1

x
Orpour |y|eR3 ona
z
x -x
vleSe| y |eS
z -z

x =0
La surface S admet donc bien la droite { comme axe de symétrie.
z

X
3. (a SoitM:(y)e[R?’, alors
Z
X <W,7€> =0
(y)eZc»EIAE(Oz),BEA, (AB,¥) =0
o IIAM|>  =1|ABI?
z =1 0 1
< ILeR,ueR, A =u (A:(O ,B=(/J )
Y+ (-2 =1+pP+ (- 4> A H

@{x2+y2 =1+2°
On retrouve bien I'’équation de S et donc X = S.

(b) La surface X est une réunion de toutes les droites images de A par rotation autour de |'axe
(Oz), donc la surface X est une surface réglée par définition. Or S = Z, donc

la surface S est réglée. ‘

1 0

La droite A est la droite passant par le point (0 et dirigée par le vecteur (1) Soit 6 e R, la
0 1

matrice dans la base canonique de la rotation d’angle 0 et d’axe (Oz) est donnée par

cos(@) -sin(@) 0
sin(@) cos(@) O
0 0 1

par suite les droites images de A par de telles rotations sont les droites passant par les points

cos(6) —sin(6)
sin(0) | et dirigée par les vecteurs | cos(0) |.
0 1
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Une famille de génératrice de S est donnée par la famille

cos() —sin(0)
Aj =|sin(@) |+ Vect|| cos()
0 1

pour 6 € [0,27].

4. (a) Soit D un droite horizontale, alors il existe (xo, yo, zo) € R® et (a, B) € R? avec

X0 a
D=]|yo|+Vect||p
20 0

Supposons D incluse dans S, alors

ViER, (xo+ta)+(xo+1p)°—z2=1
doncVieR, (a*+B%)t*+2t(axo+pByo)=0

donc le polynome (a? + %) X + 2 (axo + Byo) X est le polyndme nul : tout ses coefficients
sont nuls, en particulier a® + 2 = 0 donc @ = § = 0, et la droite D est réduite a un point.

La surface S ne contient pas de droite horizontale.

(b) Ladroite D n’étant pas horizontale, elle rencontre donc le plan d’équation z = 0. Soit donc

a

0

— N s

a a

X

b | le point d’intersection de la droite D avec la plan d’équation z = 0. Soit u = |y | un

z

vecteur directeur de la droite D. Alors z # 0 car D n’est pas horizontale, ainsi le vecteur

est un vecteur directeur de la droite D. Finalement la droite D passe par un point de la

forme | b | est admet pour vecteur directeur un vecteur de la forme | § |, ainsi il existe bien

0 1
a,b,a, B des réels tels que

a a
D=|b|+Vect||p

0 1

Autrement dit

il existe des réels a, b, a, p tels que

X =a+at
Yy =b+pt
z =t

soit une représentation paramétrique de D
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() Ona
DSSeVieR, (a+an?+(b+pt) -7 —1
oVteR, (a®+p*-1)t*+2(aa+bp)t+a*+b*—1 =0
a+b* =1
< ac+ba =0
polyndéme nul < ses coefficients sont nuls
a’+p* =1

< lafamille {(Z) , (g) } forme une base orthonormée du plan

a «a
< (b '6)60(2)

caractérisation de O(2)

(d) D’apres la description des matrices de O(2) du cours,

cos(@) -—sin(0)

toute matrice de O(2) est soit de la forme (sin @  cos®)

) et 'endomorphisme

cos(@) sin(0)
sin(f) —cos(6)
et]’endomorphisme canoniquement associé est la symétrie orthogonale par rapport

ala droite d’équation xsin (g) = ycos (g)

canoniquement associé est la rotation d’angle 0, soit de la forme (

(e) En remplacant les valeurs de a, b, a, f dans la représentation paramétrique de D par les
valeurs trouvées dans la question précédente, dans le premier cas on retrouve les généra-
trices de la question 3b, et dans le deuxiéme cas on trouve les droites de représentation
paramétriques

x =cos(0) + tsin(0)
Ag{y =sin(0) - tcos(0)
z =t
qui est la droite orthogonale a la génératrice Ag de la question 3b contenue dans le plan
d’équation xcos(0) + ysin(0) = 1. Ainsi
Les droites contenues dans la surface S sont les droites de représentation

paramétriques :

x =cos(0) F tsin(0)
OeR, Ap:{y =sin(0)+tcos(0)

zZ =1

Troisiéme partie
1. (a) Onapourfe|[0,2r],

z(0)=0x0)+iyO)
=0cos(0) +i0sin(0)
=0exp (i0)

10
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(b)

(9]

(b)

Ainsi

z(0) =0exp (i)

La fonction 6 — z(0) est dérivable sur I'intervalle [0, 27] car ses parties réelles et imaginaires
le sont (fonctions de référence) et les regles du calcul différentiel donnent

VO € [0,2n], Z'(0)=exp(i0)+iOexp (i0)
=(1+i0)exp(iO)

VO e [0,2n], Z'(0)=(1+i0)exp(i0) ‘

On a alors pour tout 6 € [0, 27],

bl !
——0)|| == (9))

dOM H_

:‘1+i6Hexp(i6))‘

=V1+62?

doM —
V@E[O,ZTI.’], ‘ W(H)HZ 1+92

Ainsi pour tout 8 € [0, 27], cette norme est strictement positive donc le vecteur dérivé dg—gM C))

est non nul ainsi

tous les points de la courbe I' sont réguliers. ‘

La fonction f est dérivable sur son intervalle de définition (fonction de référence) et les
regles du calcul différentiel donnent

3
V6 € [0,271] \ {g;} 10 =1+1+tan®©)
=2 +tan® (9)

On en déduit, car on connait aussi la fonction tangente qui est une fonction de référence, le
tableau de variations suivant

0 0 z 3z 2n
f0) + + +

/ +00 +00 27T
f o— —00 — —co —

D’apreés le tableau précédent la fonction f réalise trois bijections :

11
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3.

(©

« une bijection de [0, 5[ vers Ry,
« une bijection de |Z, 32| vers R,
« une bijection de] 27[] vers |—oo, 27].

Or [0,27] \ {%, 32} est la réunion disjointe des trois intervalles [0,%],]%,3Z [ et | 3Z,2x], et 0
est dans chacun des intervalles d’arrivées de la fonction f restreinte a chacun de ces inter-
valles.

3”[et en

Ainsi la fonction f s’annule exactement trois fois: en 6 € [0, 5[, en 6, € |5, 3¢
0, ¢ ]37”,271], en particulier Oy < 0, < 0.

On remarque que pour 8 € [0,27] \ {” 3”} y'(0) = f(0)cos(B), ainsi, I'intervalle [0,27] \
{” 3z } ne contenant pas de valeur d’annulation du cosinus et d’apres la question précé-
dente la fonction y’ s’annule exactement trois fois : une fois en 8, une fois en 6, et une fois
en 03. Tous les points de la courbes étant réguliers, les points M (0y), M (0-) et M(04) sont
des points a tangente horizontale et ce sont les seuls.

Remarque.

Sil’on note pour 6 € [0,27] \ {” 3”} a(0) 'angle polaire entre la tangente a la courbe au
point M (0) et I’axe des abscisse, alors on a

a(0) = Arg(z(0))
=0+Arg(l+1i0)
=0 + arctan(0)

ce qui permettait, apres une étude de cette fonction, de redémontrer le résultat sur les
tangentes horizontales ainsi que I'assertion admise.

(a) Ayant une valeur approchée de cos(0,) et sachant que 0, € ] 37”,271], on asin(@4) <0 et donc

(b)

(©

on peut tracer avec la regle graduée et le compas l'intersection ayant une ordonnée négative
de la droite d’équation x = cos(f,) avec le cercle de centre O et de rayon 1. Ceci nous donne
le point N d’affixe exp(if;). En utilisant la regle graduée, on trace alors I'image du vecteur

ON par 'homothétie de centre O et de rapport 8, dont on a une valeur approchée. Ceci
nous donne le point M (0,) d’affixe 0, exp (i04).

Nous avons représenté ces points sur la figure 2, la méthode utilisée peut étre celle présen-
tée dans la question précédente en justifiant du signe du sinus en chaque point.

Nous avons tracé la courbe I' ainsi que le point M (4?”) sur la figure 2.

12
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Figure 2: La courbe I et les points particuliers

4. (a) Ils’agitdel’aire d'un secteur angulaire, ou portion de cercle d’angle ty.,,—tx = 27” etderayon
R, une régle de trois par rapport a I'aire d'un cercle permet de dire

I'aire de <¢;(R) vaut bien %RZ.

(b) Onremarque que, comme on peut le voir sur la figure 3,
D(ty) € Ak € D(tg41)

d’otli, d’apres la question précédente

4772

4 3
szsdks %(k+ 1)?

13
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Figure 3:

(c) On procede par récurrence, pour tout N = 0, posons

N
Py:y p*=
p=0

Initialisation. Pour N =0, ’égalité est immédiate.
Hérédité. Soit N = 0 et supposons P,, montrons P;, .
Ona

NN+1)2N+1)
6

N+1

>
p=0

N
=) pP+(N+1)?
p=0
N(N+1)(2N+1)
6
_ (N+1)2N*+7n+6)

6
_(N+DE2N+3)(N +2)

6

par_P,,

+(N+1)?

C.Q.ED
Conclusion :

Pour tout n, P,,.

n—1

(d) On a d’apres le découpage effectué par I’énoncé que A = Z Ay, ainsi d’aprées la question

k=

14
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(b)

4.b, on peut encadrer A. On obtient

43 43 n-l

Zkz A<—Z(k+1)

ce qui grace au calcul de la question précédente donne bien

2”3(;1 Den-1)<As< 2H3(n+1)(2n+2)
— — n_ < < —
3n? 3n?

Or la valeur de A ne dépend pas de n, que l’on peut donc faire tendre vers +oco dans cette
inégalité. Or les deux membres tendent vers “Z-, donc on obtient

La question 1b permet de dire qu'un vecteur directeur de la tangente a la courbe I au point

0 -z
M(%)= ( n ) est ( 12) et donc I'équation de cette tangente est

T 7'[2

Xx+-—y=—
2y 4

S

T

Donc N = (g) et on en déduit que

lalongueur du segment [ON] vaut ”72.

La longueur du périmetre du cercle de centre O passant par le point M (%) est celle d'un
cercle de rayon 7 et donc vaut 2z x 7 = n?, on en déduit que le point N vérifiant ON; = 40N

répond a la question, en conséquence

on peut construire le point N; en reportant au compas sur 1’axe des abscisses 4 fois
la longueur du segment [ON] en partant du point O.

On peut procéder de la facon suivante.

¢ Tracer une droite D passant par A mais pas par B.
* Reporter au compas la distance AB sur la droite D en partant de A pour construire un
point C’ tel que (AB, AC") > 0.

 Construire au compas sur la droite D le point B’ vérifiant AB' =3AC'.

alors d’apres le théoreme de Thales, la paralléle a la droite (BB') passant par C’' coupe la
droite (AB) en un point C vérifiant AB = 3AC. De plus par construction le point C ap-
partient au segment [AB]. On a représenté la situation sur la figure 4, o1 la droite D’ est
perpendiculaire aux droites (BB’) et (CC).

15
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Figure 4:

(b) On construit le point P grace a la méthode décrite précédemment. Alors l'intersection du
cercle de centre O et passant par P intersecte la courbe au point M (%”) puisque le point P
a pour affixe un nombre complexe de module %”. La situation est représentée sur la figure

5.

2 1Y

Figure 5:
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