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PARTIE I

1. Pour tout = de [—1, 1], cos(arccosz) = x
Pour tout réel 0 , cos20 = 2cos?6 — 1 et cos 30 = 4cos® 0 — 3 cosb.
On a alors, pour tout x de [—1,1] : to(z) = cos0 =1, t;(x) = cos(arccosz) = z et

ta(z) = 2 cos?(arccos ) — 1 = 222 — 1, t3(x) = 4 cos®(arccos x) — 3 cos(arccos z) = 4z — 3.

2. En résolvant les équations ¢;(x) = 0 pour tout entier ¢ compris entre 0 et 4, on obtient :

to n’a pas de racine réelle tandis que ¢; a une unique racine 0.

1 1 : \/_ V3

ty a deux racines réelles 7 et —7 . t3 a trois racines réelles > et —5

D’autre part, la fonction ¢; est croissante sur [—1,1] et pour tout = de [—1,1], th(z) = 4z et
th(x) = 3(42* — 1) ce qui donne les tableaux de variations suivants :

T T
X —1 0 1 xr -1 ) 5 1
1 1 1 1
ta() N\ / ts(x) /! N /
-1 —1 —1
On constate que pour tout entier ¢ compris entre 1 et 3 | sup ¢; =1 et [1111f1 ]t —1
(—1,1]

2k +1
3.Onat,(z)=0 <= 3JkecZ, arccosx:(QJ
n
2k +1 1 1
Maisarccosa:é[O,W]et()éu<7r<:)0<2k:+1<2n<:)—§<k<n—§cequi

équivaut, puisque k est un entier a k € [0..n — 1].

2k +1
Les racines de t,, sont donc les |z, = cos (%) ouk € [0.n—1]

2n 2n

Les racines de t,, sont bien deux a deux opposées.

2n — 2k —1 2 1
Or, pour tout k € [0..n — 1], z,,_1_ = cos (( " K )W) = coS (71 — M) —

n—1 n—1

pPTN N
ipf, DT e \E z‘ﬂl_(el") d .
4. 4.1. On a e = ¢e'm e'n =e 2n1—m car on a une somme des n premiers
— 6 n

termes d’une suite géométrique de raison e e # 1 et de premier terme égal a 1.

— ., i(l—(=1)
Zemz( (=1P)

pr
= (g
k=0 sin on

Ceci donne apres simplifications :




n—1
4.2. En prenant les parties réelles des 2 membres de ’égalité précédente, on a : Z cos ply = 0.
k=0
Or, pour tout k de [0..n — 1], 6, appartient a [0, 7] et x = cos 6y donc zy = arccos by.

n—1 n—1 n—1
Finalement, Z cos pby, = Z cos(p arccos xy,) et Z tp(zg) =0
k=0 k=0 k=0

. Notons comme I’énoncé 'indique pour tout = de [—1,1], § = arccosx. Alors, pour n > 1, en

utilisant la relation cosp 4+ cosq = 2 cos (%) cos (%) :
tni1(x) + th1(x) = cos((n + 1)0) + cos((n — 1)0) = 2 cos(nh) cos § = 2xt,(z)

. Montrons par récurrence sur n:

(Hy) : 7 t, est la restriction a [—1,1] d'un polynéme T,, de degré n”

(Hop) et (Hy) sont vraies en prenant Ty = 1 et T} = X.
Supposons pour (H,) et (H,1) soient vraies.

Alors, en notant T, = 2XT, 1 — T,, d’apres la relation établie au 5., on a pour tout x de
[—1,1], tyyo(x) = Thia(x). De plus X7, est de degré n+ 2 tandis que T, est de degré n. Ces
degrés sont différents, donc T, 15 est de degré n + 2 ce qui montre que (H, o) est vraie.

Si on note ¢, le coefficient dominant de 7}, la relation valable pourn > 1, T,,.1 = 2XT,, — T,

donne pour tout n > 1, ¢,11 = 2¢,. Comme ¢; = 1, on obtient pour tout n > 1, |c, = on—t

. L’ensemble {0y, k € [0..n — 1]} est constitué de n réels 2 a 2 distincts de [0, 7]. Or x — cosz
est strictement décroissante sur [0, 7].

Donc {zy, k € [0..n — 1]} est un ensemble de n réels distincts. Chaque xy, est racine de 7, est

de degré n. On a donc toutes les racines de T, et |71, n’a pas de racine complexe non rélle

PARTIE II

/(@)
V1—a?
Comme f est continue sur le segment [—1, 1], elle est bornée par un réel noté M.
M M

< .
Vi—2)(1+2) Vi-x

. La fonction ¢ : z — est continue et positive sur | — 1, 1].

N

On a Ve € [0,1], [¢(z)]

est intégralle sur [0, 1] donc ¢ est intégrable sur [0, 1[. On démontre de

1
Vi—z
/()]

méme qu’elle l'est sur | — 1,0] et donc |z — ——=== est intégrable sur | — 1,1]

V1—a?

De plus = +—
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= lim [arcsinz]y. Donc |[p=m

1
dzx
2. 2.1. I, :/ s
_ 2 _
1 \/1 X aﬂllJr

1 /1 —xdm li l 1\/1 QT Dou |1 =0
= = lim |—= —z4| . D'ou =
Vit e e 72 b -

— —

2.2. x +— cosx est une bijection de classe C! strictement monotone de ]0, 7| dans | — 1, 1[.

En effectuant le changement de variable x = cosf, on obtient :

O cos™ 6

B  Vsin?6

Une intégration par parties donne pour n > 2 :

I, (—sin@)d@z/ cos” 6dd
0

I, = [cos" ' Osin 05 + (n — 1) / sin?# cos™ % 0d6
0

En remplaant sin?# par 1 — cos?d dans la derniere intégrale, on obtient pour n > 2,

—1
I,=(mn—-1)1,2— (n—1)I, ce qui donne |I, = r - I, o

2.3. En appliquant la relation précédente avec n = 2 et n = 4,

1 T 3 3T
L=-Ih=—= I=°L=""
2790 Tyt

De plus comme [; =0,ona |VpeEN, Iy, ; =0

3. On note C I'ensemble des fonctions continues sur [—1, 1].

1
3.1. Pour fet gdansC, < f,g >= de.

-1 \/1-%2

< f,g > est bien définie d’apres I1.1. appliqué a fg qui appartient a C.
(f,g9) —< f,g > est bilinéaire et symétrique.

Soit f €C. On a dx > 0 (intégrale d’une fonction positive)

L
1 V1 —2?

Si 1 Mdiﬂ = 0, comme z — M est continue et positive sur |—1,1[, on a
,1\/1—562 \/1—(172
2
Vo e]-1,1], /() =0 dou Vx € |-1,1], f(z) = 0.

V1—22

De plus, comme f est continue en 1, f(1) = lim f(x) = 0 et de méme, on démontre que
r—1—
f(=1) = 0. Finalement Vx € [—1,1], f(z) = 0.

On a montré que | (f,g) —< f,g > est un produit scalaire sur C

3.2. Soit p et ¢ deux entiers distincts de [0..n].

En utilisant de nouveau le changement de variable § = arccos x, on a :
<ty by >= / tp(cosf)t,(cos0)dd = / cos pf cos gfdd
0 0
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3.3.

ce qui donne

1 T T .
<tp,ty >= = (/ cos (m ) do +/ cos (MQ) dH) =
2\, 2 ; 2

La famille (¢,)o<p<n est donc orthogonale. De plus ces éléments sont non nuls. On a donc
une famille libre de n + 1 vecteurs de R, qui est de dimension n + 1. On peut donc

conclure que | (¢,)o<p<n €st une base de R,

T T 2pf + 1
Le méme changement de variable donne ||t,|| = \/ / cos® pAdf = \/ / %d@ ce
0 0

™

full = V7 et pour 0, [t =[5

qui donne

Soit n > 1et k € [0..n — 1]. z + 2* appartient & R,,_;.

Il existe donc (ayp, . .., a, 1) tels que pour tout = de [—1,1], 2% = Z a;t;(z)

1 k n—1
x"t,(x
n(2) dez = E a; < tj,t, > et comme ¢, est orthogonal a tous les vecteurs

Alors —_—
1V 1 - {L‘2 =0

1 k
th
(@) o
-1 \/1-%2

de la famille (tj)Ongn—la on a

4. On note (1) /_11 \/%dw =apP (—\/75) +a, P(0) + ay P (?)

4.1.

4.2.

Si (1) est satisfaite pour tout P de Rs, en prenant successivement P(z) = 1, P(z) =z et
ag+ay +ay=m

Vi V3

P(z) = 2°, on obtient le systéme { ——5- @0 + —-a2 =0
2 2
3 n 3 s
—ag+ —ay = —
4% 472
s
La seconde équation donne ag = as. En reportant dans la troisieme, on trouve ag = ay = 3
T
puis avec la premiere, on aboutit a |ap = a; = az = 3

A | N 9 W 3 / /1 xt q
vec CeS valeurs:. a —_— a = —_ _ = — = — — dx
0 2 67378 M) A=

3\ (V3
et ag (—7> + a9 <7> /—1\/1—75172

L’égalité (1) est donc vraie pour tout P de la forme P(z) = z* ott k € [0..5]. (Le cas
k = 3 se montre comme les deux autres). Si P appartient a R, il existe (py, ..., ps) € R®
5

tel que pour tout x de [—1,1], P(x) = Zpkxk. Alors :

mO3ps2ca.tex - page 4



5. 5.1.

5.2.

k=0
5 k k
3 3
- Zpk o <——> + 10" + a <\/——>
2 2
k=0
5 k 5 5 k
V3 V3
= Go ) Dk (-7 +alzak0k+a22pk =y
k=0 k=0 k=0
S <—§> + a1 P(0) + asP (g)
24
Notons ¢ la fonction définie sur |0, 1] par g(z) = ——.
z(1—x)

g est continue positive sur |0, 1].

1
On a g(z) ¥ 22 donc g est prolongeable par continuité en 0 et g est intégrable sur }O, 5] :

1
et v —

1
V1i—z Vi—z

Finalement |g est intégrable sur |0, 1]|.

1
D’autre part, g(x) ~ est intégrable sur {5, 1 { donc g aussi.

x + 2z — 1 est une bijection strictement croissante de ]0, 1] dans | — 1, 1[. On peut donc

1 et
effctuer le changement de variable ¢t = 2z — 1 dans J = / ———dz. On obtient :
0o a(l —x)

Lt (e4+1)* : 4
J = T — dt. On peut appliquer la formule (1) avec P(t) = (1 +¢)*.
-1 —
. 1 7 ((2-v3)* (2 +3)! 357
— x| 2T LT VY J ==
Ainsi J 673 ( 16 +1+ 16 et 128

PARTIE III

On note (2) /_1 %dx = i apP(xy).

1. Si légalité (2) est satisfaite pour toutes les fonctions x +— z’ ol 7 est un entier de [0..n — 1],
on a:

n—1 1 i
, x
Vi e [0.n— 1], rLap = / —dx
[0 —1] Zkzo S Vi

Ainsi le n-uplet (ao,...,a,_1) est solution d’un systeme de n équations dont la matrice B

i—1

de M, (R) a pour terme général |b;; =z;_;|. Le déterminant de ce systeme est donc un

déterminant de van der Mond qui est non nul car xg, ..., z,_1 sont deux a deux distincts.
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2. 2.1.

2.2

2.3.

Soit les formes linéaires ¢ et @, définies sur R,,_; par :
b P(x)
atp) = [ 2 22(P) = Y arP(w)

Par hypothese, pour tout k de [0..n — 1], ¢1(tx) = wa(ty).

Or (tx)o<k<n—1 est une base de R,,_;.

1 P(l’) n—1
D tout P de R, _1, P) = P) c’est a di /—d:c: apP(z
onc pour tou e Ru-1, p1(P) = pa(P) c’est a dire Vi kE:O P (k)

(On aurait aussi pu raisonner comme a la question I1.4.2 en décomposant P dans la base
(tr)o<k<n—1)

Les questions ITI.1 et IT1.2.1 assurent que si le n-uplet (ay, ..., a,_1) existe, il est unique.
n—1 1 t(fE)

De plus, par hypothese : Vi € [0..n — 1], apti(Ty) = / —2 _dx =< to, t; >.

Avec les valeurs trouvées au 1I.3.2 et I1.3.3, 'hypothese faite équivaut a (ao, ..., a,)

solution de :
Qg +a1+...+a, =T

—

3

Comme pour tout ¢ de [1..n — 1], ti(zr) = 0, on peut dire que le n-uplet (z, ey z)
n n
0

=
Il

est solution de (.5).

T
Ainsi |si on prend tous les a; égaux a —, (2) est vérifiée pour tout P de R,,_;
n

Soit P dans Ra,_1. D’apres le théoreme de la division euclidienne, il existe deux éléments
Q@ et R de R tels que pour tout = de [—1,1], P(z) = Q(z)t,(x) + R(z).

De plus R appartient a R,,_1. On en déduit que () appartient aussi a R,,_1.
Comme pour tout k de [0..n — 1], t,(zx) = 0, on a aussi P(xy) = R(zg).
n—1 1
. . N Q(x)tn(x)
En écrivant Q(z) = gex”, le résultat de I1.3.3 implique que / —————dx =0.

Comme (2) est vérifiée pour R car R appartient a R,,_1, on a :

' P@) 4o [ B@) s _
/_1 ﬁdx = /_1 ﬁdx = kZ:OakR(:ck) = kZ:OakP(:ck) = Sn(P)

. Soit P € R de degré d.

Si d <2n —1, alors P appartient a Ro,_1 et P vérifie (2). Donc D, (P) = 0.
d+1

Notons ng le plus petit entier supérieur ou égal a . Sin>ng, D,(P)=0cet:
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n—1

DA = 1Du(f) |—‘/1f D=L 00— Y (o) ~ Plaw)

k=0

/) %a + 3 ol o) - P}

< I =Pl (/ ﬁdx+2|ak!>—2ﬂ!f Pl

T
car tous les a; sont positifs et égaux a —.
n
3.2. Soit € > 0.
. o £
D’apres le théoreme de Stone Weierstrass, il existe P dans R tel que ||f — P|| < —.

27
D’apres I11.3.2, il existe ng tel que pour n > ng, |D,(f)] < 27||f — Pl < €.
Donc Ve > 0, dng / n > ng = || Dn(f)]| < e.

IN

Ona lim D,(f)=0cest adire | lim S,(f)

= ————dx
n—-+oo n n—-4o00 n /;1 ,/1 —ZL’Q

1 Uk41 1 . Uk
4. 4.1. Notons up = —. On a pour k > 1, = et lim
¥ k! p - Uk k+1 k—+oco U

1
D’apres la regle de d’Alembert, la série de terme général 0 converge.

—+00

1
Notons R,,, = Z o Alors
k=m-+1
1 X1
= m+1 Z k' m+1)!+kzm;+1(k+1)!
1 < 1
- (m+1)!+k_Z (k + Dkl
1 1
(m+1)! m+2 Z k:' m+1) +m+2
On a donc 1—; R, §; d'ou R,, < m+2 )
m + 2 (m+1)! (m+1)(m+1)!
1 m+ 2 (m+ 1) —m(m +2) 1
Or — = = > 0.
m.m!  (m+1)(m+1)! m(m+ 1)(m + 1)! m(m+ 1)(m + 1)!
1
On a donc R, S—l
m.m/!

k
4.2. On sait que pour tout réel x, Z i e

T

Soit P(x Z i— Pour tout x de [—1,1] :
k=0
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N P B +oo l’k _ +oo ‘l"k - - 1
- P@l=) 2 gl S 2 SRS
k=m+1 k=m+1
i Pl < — P =S
On a bien | ||f = Plleo < —— en prenan () = ; o
7 l‘k
4.3. Prenons m =7 et P(x) = Z o
k=0
D’apres la question IT1.3.1,
[ e = 50| = 1) <2007 ~ Pl < 2T < 1 < 10
——dz — = T||f = Plloo < o5 < 5 <
V1= ! n = T
Donc | Sy4(f) est une valeur approchée de 1 de A 1073 pres
4 pPp . m p

3

4.4. S,(f) = ZZG” avec T = COS (M>

8
k=0

Une valeur approchée de dz & 1073 pres est | 3,977

1 e
/_1 V1— a2
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