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PREMIERE COMPOSITION DE MATHEMATIQUES

DugEk : 5 heures

La qualité de la rédaction, la clarté et la_précision des raisonnements ingerviendront pour une part
importante dans Uappréciation des copies. Les résultats indiqués dans énoncé peuvent etre wiilisés par les
candidats pour la suite du probléme.

L'usage des instruments de caleul, en particulier des calculatrices électroniques de poche — y compris
calculatrices programmables et alphanumériques — i fonctionnement autonome, non imprimantes, st
autonse conformément a la circulaire 0° 86-228 du 28 juiller 19806,

Notations et objectif du probléme

On désigne par N Pensemble des entiers naturcls et par 1 Pintesvalle [~ 1, + t} de R Pour p entier
positif ou nul, on note C#{1) {resp. C* (1) Pespace des fonctions f réelles de classe C? (resp. C*) sur L On
désigne par & (1), Pespace des fonctions continues par morceaux sur I On rappelie la définition de telles
tonctions © une fonction £ définic sur I, est dite continue par morccaux sur 1 s'il existe une subdivision

S =g, < g <L <= ) de Loaelle que Ta aestiction [}, a, f ose prolonge en one fonction
continue sur {4, @, Jpour i = 0, 1, .., s — L. La k-éme dérivée de f est notée indifféremment f1% ou s
dx
. dvf !
avee, pour A = (), la convention usuclle 110 = f. ——
[

On notera & Poperateor de | egendre, Cest-i-dire Vopdrateur qui a une fonction £ de classe ¢
' b > '

(=Y

. . d
associe la fonction & f = ==1{( ik
dx

dx

Le probleme est centré sur le développement d'une fonction en série de Fourier-1.egendre et sur des
applications d’un tel développement. Dans la partic 1F on obticat une expression de la distance d, (f) d'une
lonction f continue par morceaux sur b FPespace des polynomes de degre inféricur ou égal i n. Ceei anmene
la considération de la séric de Fourier-Legendre de f dont by convergence simple vers [ sur ]—1, + I[csl
Clablic dans la partie IV lorsque £ est k-lipschitzicnne ¢t dont les convergences quadratique et uniforme
vers Josur 1 somt prouvées dans la partic V lorsque § est de classe . La partie 'V ¢tablit également une
caractCrisation, parmi les fonctions w-lipschitzicnnes, des Tonctions de C*(1) & Paide June propricie de
weroissance » de lasuite (d,(f). La pantic T ctudic quelques propnidies de Popdratenr et des polynomes de
Legendre qui sont utiles pour Lu suite du prableice. Ealing $a partic T est consacrde i des inegalitds poslant
surles normes d’un polynome ctde sa dérivée; ces indgalitds ¢tant utifes notamment Jdans la partic V.

L OPERATEUR ET POLYNOMES DE LEGENDRE
Dans cette partie, on éudie Vaction de £ sur Pespace vectoriel 2 des polyndmes & une indéterminde L;|
a cocfticicuts réels. Plus précisément, on propose de déermines fes valeurs propies et les vecteurs propres B
de Pendomorphisnie ainst défini puis d'tudicr quclques propiiciés clémentaires des polynomes de Legendie P
A. Valeurs propres de Vopérateur ./,
Pour n appartenant a N, on considere Pespace vectoricl 22, des polynomes de degré inféricur ou égal & u it

une indéterminée ot a cocflicients récls.

L1. Montrer que &£ induit un endomorphisme ¥, de 2, et caleuler la matrice L, de 2, relativement 4 la
base canonique (1, X, ..., X" de 2.

n
1.2, Déierminer les valeurs propres de £, et en déduire que 27, est diagonalisable.

B. Vecteurs propres de Popératewr 2.

On  considere fes  fonctions  polynomiales U, ot P, définics  par @ U, (x) = (32 =4y«
1 d*U

P {x)= X ““”(/\'), en convenant que U, (x) = Py} = 1.
‘nt dx
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1.3. Montrer que les fonctions polynoniales Py, et Py, | sont respectivement paire et impaire.

1.4. En utilisant la formule dc Leibnis saleuler <= [(x = 1) (x + 1)), montrer que P,(1) =
4. Enutilisant la formule de Leibniz pour calcules T [(x ) (v + 1), montrer que P, (1) = 1.
L5. Calculer P, et P,.

1.6.a. Vérifier les relations
1) U, (x)=2(n+ )xU,{x) =0
(2) (x2 = U3 (x) = 2nxU,(x) = 0.
b. En dérivant (n + 1) fois (1) ¢t (2), montrer que b suite (P,) vérific :
3) Pl (x)=xP,(x)+ (n+ 1)P,(x)
(4) LP,=nun+ 1)P,.

¢. Déduire de ce qui précide, es valeurs propres et les veeteurs propres de 7 considéré cone
endomorphisme de 2.

L7, Pour genticy supérivar ou gal i §, soit ol foneton definie sue {0, 8] par:

w(x) = [P, (p + U2 e
nin+ 1" n
En utilisant la relation (4), montrer que « est monotone. En déduire que, pow tout éicment x e

Lip,(x)] < 1.

L8. Montrer que, pour 1 eaticr supéricur ou dgal & 1, P, est exactement de degré i et caleuter fe coelficient
a, de x"dans P,

En déduire que &, = @ R- P oaR- P, désigne la droite vectorielie engendiée par Py
k=0
II. DISTANCE D’UNE FONCHION DE & (1) A 1’ESPACE 2,
Pour fet gappartenant 2& (1), on posc:
oo 12
o) = [ fgmar, = ( [ TSI x)
-1 -

(symboles qui définissent sur le sous-espace C* (1) un produit scalaire et la norme associée.)

Orthogonalité des polynomes P, .
Montrer que pour m et n appartenant a N (£ P |P,) = (P, |2 P,). En déduire que (P, | P,) = O si

met n sont deux enticrs distincts.
Caleul de I P, | et construction d’unc suite orthononmafe.
«. En utilisant Porthogonalité démontrée précédemment, montrer ue

1 ) - -
J‘1 ' Py ()P () dx =(nt+ 1) ';'-‘-U- i, e (On convient que ay, = 1)
l H

b. Montrer la refation

t +1 ,
f [P, (0)dx =2 - 2 j AP, (3) P (x)dx
- -1
] X . 2
¢ En utilisant les relations (3), (5) ¢t (6), montrer que 1P, 112 = 5

2n+ 1

d. En déduire que ta suite de fonctions polynomiales seclies ('), délinics par

ﬁ,, (x)= /g-’-l';—"l P, (x), est orthonormale pour le produit scataire (]) .

Tournez la page S.V.P
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11.3. Evaluation de fa norme de % .
Montrer que: kg, Il = sup {2, Pl Pe?  IPl = 1=n(n+1).

(On pourra exprimer le polynome Psur la base orthonormale (P, Py, .., P, )dc.2, )
iL4. Expressionde d, ().
~ Y - + ‘ . . e
Pour fappartcnant a & (1) et i appartenant a N, onnote ¢, (f) = I [(a) f“,, (A} dv . ladistance de 3 P,
-1

qui est définie par d(f, 2,) = Inf |l f = PU, P &€ .2} estnotée plus simplement o, ( f) .

a. Soicnt P = 5" A, Pun élémentdes?, et f un dlement de o (1), montrer que::
=D

Wf=PI2=N 02— 5 (¢ (/N + ¥ A = (N~
A=l k=)
b, En déduire guil existe un élément unique Q de o2 telque lt f = QI = o, ().

tixpliciter ce polyndme Q ctmontier que(d, (2= 12 - F (¢ (/)%
k=0
¢ Endéduireque: limc,(f) = 0.
nyw

Hi. INEGALITES DE MARKOV

L1, Soient 0 et @ les fonctions délinics sur I’inlcrvulluj~ 1, -+ 1 par:

2x fll+x
+ In i
1 - x? 1 — x

()(x)=;- @(x)=(1 ~x2)0(x).

a. Calculer 6'(x}.

b. Soit F une fonction réelle de clusse C' sur 1 vériliant F (= 1) =F (1) = 0. Montrer que Tintégrale

!. l 0'(x)| F(x)]? dx aunsens et que:
-1
[" 0'(x) [F(x)|2dx = = 2 ["()(,r)l"(x)F'(.\')dx.
-1 -1

P . . 0
¢. En faisant apparaitre la fonction /0" moatier que

¥ K w4 N
(I |()(x)l-’(x)l‘"(x)|dx) s] () F/x) v J O () E(V )2

-1 - -1

- : 2
d. En déduire que : (7 J ‘ (—%) dy € 4 J“ o (x) Fr{x)]?dv.

1.2 Soit f une fonction réelle de classe C? sur L.

a. Montrer que, pour x appartenanta j= 1, + 1, Luderivée de fau point ¥ vérific :

. t x
(8) Sy - — ] 2f(6)dt.
xt=1]_,
b. En déduire quil existe une constante C positive, indépendante de £ telle que: v) i/ € CHEFL.

1.3, Soit g une fonction récle de classe € Tourl,

1. Montrer que, pour tout couple (8, y)d'éléments de = (10) L)< g+ 20glhligh.

. T . ) it €lle >
b Enintégrant cette inégalité sur Pintervalle I, montrer que (1) 52'; lg(a)f < gh+ gt

Tournez la page S.V.P.



page 38 C.A.P.E.S de MATHEMATIQUES
1989 4 externe—-Math 1

HL4. Ddéduire de 12, HL3. et IL3. quil existe des constantes C; et C, positives telles gue pour tout
n appartenanta N et tout polynome P apparteaant a &2, onait:

(12) hell € Culiei,

(13) Sup [P {x)} € Cyn* Sup |P(x)].
el

[

V. DEVELOPPEMENT DUNE FONCTION LIPSCHITZIENNE
EN SERIE DE POLYNOMES DE LEGENDRE

IV.1. Suit # un entier supéricur ou égal a 1.
a. Montrer que le polyndome Q,, (x) = (1 + 1) B, () = (20 + 1) aP, (x) apparticnta &,

b. Déduire de 111, que le polyndme xP, est orthogonal au polyndme Py si k < n — 2. En déduire
quil existe deux réels Aetp telsque: Q, (x) = AP, (x) + uP,_4(x).

c. Déduirede b3 ctld.quek = O, p = = n ctquelona lardlation :
(14) (n+ P ()= (2ut AP (x) + b, (x) = 0.
d. Enutilisant (14), montrer que : P (0) = (- 1) L3320 - 1)
) 2.4..(2n)
. . L7
V.2, Pour n apparicnanta N, onpose: |, = I sin™ ¢de .
0

a. Montterque pourn 2 2, nl, = (n = 1)1, 5, ctque I, €1, _4.

b. Culeuler by, et I,,_4. Endéduire, pour n 2 1, Pinégalité: |P,, (0)} € m

’

IV.3. En exprimant P, .4 (0) & Paide de Py, , 5 (0) grice aux relations (3) et (14), montrer que, pour
appartenant a N: i
L In
“”2:,-0-1 (“)I < 2 T ’

IV.4. Pour n enticr supéricur ou dgal & 1, on considere les fonctions v (resp. @) délinics sur
Lresp. =1, -+ 1]) par:

vix) = J1 = x2P (x) (rcsp. P (y) = 'I‘__l__‘;[ll(ll + 1) + l__—l_"z])

2
. L. . . d*y
a. Montrer que v estsolution sur |— L, + [ de Péguation différenticlie e + Gr= 0,
dx

& . . . - . g
b. Fuudier fes variations de la fouction wdélinic sur]=1, -+ If par:

wix)=|v(x)]2+ |"'(x)|1.

®(x)
Endéduire que pour x appartenanta 3= 1, + 4 ¢t pow tontentier » supcricur ou Sgala 1
2
(15) P(x)] € [ ——e—
P, (3 an(l = %)

IV.5. En utilisant la relation (14), montrer que pour tout couple (x, y) d’éléments distinets de € ;

(16) f' 2k + )P (x)P(y) = (n + 1) Py H('x)!)!‘<=’:3.__.,-fu'.*!(,l'}.‘"z(,'r-),
im0 -y
nt 1 Py (0P () = e (P (x)

On notera @ K, (x,y) =
() 2 -y Tournee la page S.V.P
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IV.6. Soit f unélémentde &(I). Pour n appartcnanta N, onpose S, f= 5 ¢, (fiP,.
. k

=

+1
4. Montrer que pour tout éiément x del, S, f(x) = I K,(x,y) f(y)dy.
-1

+1 .
b. En déduire que J K, {(x,y)dy = 1 et que, pour tout élément x de |,

—l '
S, f(x) ~ fix) = [ YK (x, ) () = F(x)) dy.
: 1

c. On suppose de plus que f est k-lipschitzienne sur I, c'est-a-dire que pour tout couple (4, y)
diéiémenmts ded, | f(x) — f(y)l € x|x— .
Montrer que, pour tout Slément x de j— 1, -+ 1f: dim S, f(x) = f{x).

oW

AR X -5 Abe +]
On pourra décompuoscer Pintégrale J- ch I + ] + [ et utiliser V4D, et 4. pour une
=1 d | A€ ite

fonctionde &(I) cunvcnul)lc.)

V. CARACTERISATION DES FONCTIONS DE (*(1) PAR LA SUFIE (d, (/).

On dira qu'une suite (a,) de nombres réels est du type (8) si, pour tout eantier A appartenant a N,
<

lasérie 3 n
n=0

ka, est absolument convergente.

V.1. Soit (¢,) une suitle de nombres réels du type (S). Monlrer gue, pour tout x Elément de 1, la sciie

1w

Y ¢ B, (x)est convergente,
n R
+t W
. 4 s
Montrer que sa somme f = Y ¢, P, estde classe C¥ sur l,
n={

V.2. Soit fune fonction de classe C° sur 1.
+ 0
a. Montrer que la suite (¢, (f}) est du type (8] et que la série c,. () B, est uniformément convergente
n=u,

sur 1 et a pour somme Ja fonction £ (On pourra évaluer ¢, (¥ f) en fonction de ¢, (f).)

b. En déduire que l'opérateur & : f — &/ f = 2f + [ estunisomorphisme de C= () sup C(1).

)
¢. Prouver la convergence en moyenne quadratique de la séric Z c, N f‘,, vers f sur ), clest-d-dire
ne

N v
fim [ f= 3 e,(P P,,ﬂ = 0.

N6 nen

Prouver également que I flI2= ¥ (¢, (N2

n=0

V.3. Déduire de V.2. et IV 6.c. que, pour unc fonction f k-lipschitzieane sur I, fest de clusse C* sur [si ¢t
seulement si la suite (o, (f)) est du type (8.

~FIN~



