Corrigé maths PT Epreuve A 2011 par Pierre Veuillez
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2

2 PARTIE B

Partie A

. une matrice carrée A est inversible si et seulement si det (A) # 0.

et on a alors det (A~!) = det (A) "

. On peut rédiger le calcul de l'inverse (par la transposée de la comatrice, ou par résolution de

systéme) ou les calculer au brouillon et tester simplement le produit.
1

-1
Ay = (? g) avec det (A;) =2-2—1-3 =1 donc A est inversible et A™1 = - <_21 —23)

-1
Ay = (3 5) avec det (Ay) = —1let Ay = - ( 3 _4>

1 —
et Ay = (;L g) avec det (A3) = 2 donc Aj est inversible et A3 = 3 (_53 46>

b d
donc A est inversible si et seulement si ad — be # 0.
1 d —c
On a alors A~ =
ad — bc (—b a )
Dongc, si ad — bc € {1,—1} alors A~ € My (Z).
Réciproquement, si A=t € M, (Z) alors, les quatre quotients sont des entiers. Ou voir des
entiers qui n’en sont pas?

A= <a C) € My (Z) alors det (A) = ad — be

Astuce : Comme 7 ¢ e sont entiers alors leur produit ou différence 1’est encore.
ad — be
Donc
a d b c  ad—bc
ad —bcad —bc  ad —bcad — be (ad — bc)2
1
ad — bc

Or, les seuls entiers dont I'inverse soit encore entier sont 1 et —1.
Donc ad — bec = £1
Conclusion : | A € My (Z) inversible si et seulement si det (A) = +1

d _ab) suivant que ad — bc = +1

et on a alors A7l = + <—c

5 ¢
AL = (b 1) alors

det (A4) =5 —bc<=bc=5
et 5 étant un nombre premier
<= (b,c) =% (5,1) ou £(1,5)

Partie B

b d

Soit A = <a c> et h (A) = p > 0 son ordre.

p étant le plus petit, on a donc AP = [ et pour tout g < p: A9 #£ [
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2 PARTIE B

1. On doit penser a l'inversibilité par A - B = I, ici, en découpant la puissance.

Commep>lap—1>0et A- APt =AP =]

donc (matrice carrée) A est inversible et A~' = AP~! € My (Z) comme produit de matrices a

coeffcients entiers (p > 1) ou comme matrice unité (p = 1)

Et d’apres la partie A, on a donc det (A) = £1
2. Comme A? = I alors (A1) = (AP) ' =1

Donc, A~! € Cy (Z) et I'ordre de A~! est au plus p.

Donc h (A7) < h(A).

Astuce : on a aussi A = (A1) " avec A~ € M, (Z) dordre h (A™) donc h (A) < h (A1)

Conclusion : |h (A) =h (A 1Y) si A€ Cy(Z)
3. Rappel : Une matrice 2x2 a une ou deux valeurs propres distinctes dans C qui sont les racines

de son polynéme caractéristique (racine double dans le cas de la valeur propre unique).

Si elle en a deux, elle est diagonalisable.
Si elle en a une seule, c’est ou bien kI, sinon, une matrice non diagonalisable.

« Valeur propre »peut étre relié a diagonalisation, a polynome caractéristique, ou de facon
élémentaire a (definition) vecteur propre associé.

Si A a pour valeurs propre A avec U # 0 colonne propre associée on a AU = AU et donc
APU = NPU.

Et comme AP = [ on a donc \’U = U et comme U # 0 est donc une famille libre, AP = 1.
Finalement |A|” =1 et |\ = 1.

Conclusion : lles valeurs propres de A sont de module 1‘

4. Pour un polynome de degré 2, X2 4+ bX + ¢, c est le produit des racines, et b qui est I’opposé
de la somme des racines.

On a Tr (A) = Ay + A\2. (deux racines simples ou une racine double)
Et on a aussi det (A) = A1 - Ay
5. Or Tr(A) =a+d € Z, et [\ + Xao| < |A1] + |No| = 2.
Donc |Tr (A)| < 2 et
Conclusion : | Tr (A) € {-2, —1, 0, 1, 2}

6. C = (? :g) A coeflicients entiers.

o2 = G :;’) (f :g) _ ((1) ?) ot C € Cy (Z) avee h(C) =2 (C' 1)
p=(i %)

pe(i )0 3)=(00)= (3 0)e

(0 ()=

Done D € Cy (Z) et h (D) = 3

2 =3\ /0 -1 -3 1
eo-(7 ([ )= (51) -
Idée : et quand on calcule les puissances de E, on ne tombe pas sur /, mais jusqu’ou continuer
pour prouver que ce n’est jamais le cas?

On cherhce donc la contradiction avec une des propriétées vues pour les éléments de Cy (Z) :
Tr=-2:0Kdet=-1:0K
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2 PARTIE B

Tr = —2 est alors la somme des valeurs propres.

Si E € Cy(Z) alors elle sont de module 1, et donc la seule valeur propre est —1.(racine double
du polynome caractéristique)

-2 2
valeur propre et donc

-2 1 . . .
Or E+1 = > est inversible (deux colonnes non proportionnelles) donc —1 n’est pas

Conclusion : |C'D n’appartient pas a Cy (Z)

On pouvait aussi calculer le polynome caractéritique :

det(X[—A):‘X;“?’ -1 ‘

X -1
= (X+3)(X-1)+2
=X?+2X -1

de discriminant A = 4 + 4 = 8 et de racines %ﬁ = —1 + /2 qui ne sontpas de module 1
7. On a

X —d
=X?—(a+d)X +ad—bc
= X? —Tr(A) X + det (A)

%A<X):‘X_—ba —c ‘

8. Quand A € C5(Z), il y a 5 valeurs possibles pour Tr (A) et 2 pour det (A).

Il y a donc au maximum 5 - 2 = 10 combinaisons possible Tr et det. (certaines sont en fait
incompatibles dans Cs (Z) comme on en a vu ’exemple avec C'D )

Si Tr (A) = 2 il faut alors que la somme des deux valeurs propres (de module 1) soient 1, donc

1 est la seule. Donc Tr = 2 et det = —1 est a exclure.

De méme si Tr = —2 alors —1 est valeur propre double et det = 1, donc det = —1 est & exclure.
Si Tr = 0 alors les deux racines sont opposées et —A\ = —\2 = det = £1... pas de contradiction.
Si Tr = 1, les racines sont alors distinctes (sinon, Tr = 42) A} = € et Ay = €™ avec
et + e =1 et donc (triangle équilatéral) 6; = 47/3 et 0, = —0; d’ott det = € + 2 = 1
et det = —1 est a exclure

De méme si Tr = —1 alors 0; = +27/3 et 5 = —0; et det = —1 est a exclure.

9. 1l reste donc :
Les cas ou il y a deux racines distinctes, la matrice A de M5 (C) est diagonalisable.
— Tr=1et det =1,
le polynéme caractéristique est X2 — X + 1
discriminant A = —3
! +2Z\/§ = /3 et ! _22\/5 = eim/3

im/3
Il existe donc une matrice P inversible telle que A = P <€ 0 efg /3) P!

racines A =

eZiTr/3 0

Et on a donc A2 = P < 0 e-2r/3

)P‘lyé[etA?’:]

Conclusion :|Si Tr (A) =1 et det (A) =1 alors h (A) =3
— De méme si Tr (A) = —1 et det (A) = 1 les valeurs propres sont j et j
Conclusion :|Si Tr (A) = —1 et det (A) =1 alors h (A) =3
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3 PARTIE C
— SiTr(A) =0 et det (A) = 1, les valeurs propres sont ¢ et —i

-1 0
0 —1 (donc # 1)

donc A? est semblable & <_OZ ?) (donc # 1)

et enfin A = [

Conclusion :|Si Tr (A) =0 et det (A) =1 alors h (A) =4
— Si Tr(A) =0 et det (A) = —1, les valeurs propres sont 1 et —1

donc A? =1
Conclusion :|Si Tr (A) = 0 et det (A) = —1 alors h (A) =2

Si Tr (A) = £2, il y une seule valeur propre qui est 1 ou —1.

donc A? est semblable &

Pour savoir si A est diagonalisable, il faut déterminer le sous espace propre associé.

— Tr(A) =2 et det (A) =1 alors 1 est la seule valeur propre.
Si le sous espace propre associé a 1 est de dmiension 2 alors A est diagonalisable, il existe P
inversible telle que A = PIP™' =T et h(A) =
Si le sous espace propre est de dimension 1, alors A est trigonalisable sous la forme

A=P <(1) i) P! avec P inversible.

1

01 P~! qui n’est pas

Si ¢ est non nul, on a par récurrence, pour tout n > 1: A" = P

la matrice unité, en contradiction avec la caaractérisation de Cs.
Conclusion :| si Tr (A) =2 et det (A) =1 alors A=1 et h(A) =
10. Ce sera donc pour py le plus petit multiple commun a 1, 2, 3 et 4 : po = 12 que 'on aura
APz =],
En effet, par exemple avec 3 et A une matrice d’ordre 3, par division euclidienne, on a p, = 3g+r

avec r € [[0,3]] et ¢ € N donc AP? = (A3)? A" = [9A" = [ et comme 7 < 3 et que 3 est le plus
petit (ordre) alors r = 0.

Conclusion :
3 Partie C

1. ¢ est une forme (& valeur dans R) symétrique (¢ (P, Q) = ¢ (Q, P) pour tous polynémes P et

Q)
bilinéaire : Pour P, Q, R€ R3[X] et o, 5 € R :

1

o (aP + AR, Q) = / (P (t) + BR (1) Q () dt

1

:a/ P)Q dt+ﬁ/R

=ap (P,Q)+ By (R, Q)

et positive : Soit P € R3 [X]. Si ¢ (P) = 0 alors f P?(t)dt = 0 et comme P? est continue et
positive sur [—1,1] alors P est nulle sur [—1,1]. Un polynome non nul n’ayant qu'un nombre
fini de racnes, on a donc P = 0.

2. C’est la méthode d’orthogonalisation de Shmidt qui I'affirme avec ||P|| = /¢ (P, P) la norme
associée a .
Une fonction impaire ayant une intégrale nulle sur un intervalle symétrique par rapport a 0,
quelques calculs sont simplifiés.
Cette question est pour celles et ceux qui aiment les calculs!
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3 PARTIE C

—pourt=0:m = HX0||X0
(1,1)= fjl 1dt = 2 donc Conclusion : |my = \%XO

— Pour i > 0 : soit Y; le projeté orhtogonal de X* sur Vect (g« -+ ,m;_1) dont les coordonénes
sont calculé par produit scalaire avec chacun des vecteurs de cette base orthogonale du sous
espace..
Zi=X' —Y,etm =2

1Z;]]
~ Pouri=1:¢(m, X" = [ \/iitdt =0

1
Donc Y1 =0, 7, =X et p(Z,,7,) = f_ll t2dt = [g] = 2 donc Conclusion : |m = \/gX
1
— Pouri=2
o (m0, X?) = [ , 5thdt = 553

o (m, X2) = [} \[ti”dt_o

Donc Yz = Y27 et Zo = X2 —

5 9 9
2 4 2
5799
8 42
~ 3595

Conclusion : |y = 3, /5 (X? — 1)

— Pouri=3
o (m0, X?) = [, Jt3dt = 0

X = [ it = 136 = i =
¢ (ma, X3) = \fﬁ ) tdt =0
DoncYg,:%metZng?’—%\/gX:Xﬂ—gXet

1 3 2
© (Zy, Z5) :/ (t3 — —t> dt
1 5

[ et 3 )
‘[7 §5+%']1
26

~ 5725

16

~ 2%

coefs iofernaux!
Conclusion : | w5 = % (X3 — §X)
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3 PARTIE C

3. a) Comme (mg, 7,2, m3) est une base de R3[X], donc pour tous polynéme P de R3[X],
avec (o, -+ ,ay) les coordonnées de P dans cette base, on a :

3
P = E QT
1=0

b) Comme la base (g, 71, g, T3) est orthonormée alors

3

> ai =P
=0
1
:/ P2 (t)dt
-1
=1

¢) i. On sait que pour un produit scalaire (inégalité de Shwartz)
lu - v| < |lul| ||v]| et ici avec le produit scalaire de R?.

ii. Et comme P (z) =", aym (z) alors

o) =Y ami ()] < io@ i[w)ﬁ: i[w)}?

d) m = < XO et sup,e(_1,q (M0 (7)) =
T = \/7X et sup,e(_y,q (m1 (7)) et sup,e_11 (2 (x)Q)

T2 = 2\/> (X? = 3) et sup,e_y ) (m2 () = M2 (1) = \/g et sup,ey g (m2 (v)%) =2
FAUX 7y = % (X3 — 2X) donc 7 (z) = £ (322 — 2)

et sup,e(_q 1] (7T0 (m)Q) =

I
oS Sl
Bl NI

(fonction impaire)

T i
R + 0 - 0 +
3 (x) /! /

ms (1) = 342 =

donc sup,e(_ 4 (73 () 106 = 20
Finalement
5 3 39
P < 210V
2 20 10
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