Corrigé ENS BCPST 2008 (UPA)

Premiére partie.

1°) On note S, (resp. M,) le nombre de cellules sauvages (resp. mutantes) a t=n.
So=1L,M,=0. A t=n+1 on retrouve les S, cellules sauvages, qui ont produit sS, cellules,
osS, mutantes et (1—-a)sS, sauvages, et les M, cellules mutantes qui ont produit mM ,
cellules, toutes mutantes. On a donc a t=n+1 S, =S, +(1-a)sS, =1+ B5)S, cellules
sauvages et M ., =M +mM +asS, =(1+m)M, +asS, cellules mutantes. & est le taux

de mutation.
2°) S, =1+ 65)".

o _ _ _ 2
3a) v, =av,  +u, =alav, ,+u, ,)+u, =av, ,+au, ,+u,,
v =a’v_,+au ,+u_ =a*(av_.+u )+au ,+u _ =av _.+a’u _.+au ,+u
n n-2 n-2 n-1 — n-3 n-3 n-2 n-1 — n-3 n-3 n-2 n—1

n-1
—1-k
v, =a"v, +Za" u,
k=0

b) M, =0+ §(1+m)"-l-kag(1+ Bs)* = ag(1+m)n-l"j[ﬂj

k=0 k=0 1+m

Sim=/fs, M, =nas(1+m)"", sinon

1_[1+ ,st" (I+m)" =1+ B5)"

B e l+m) e (I+m)" _ (+m)" =1+ Bs)"

M, =as(1+m) —1_ A = as(1+m) i e iy
1+m I+m

4%a)Sim=pfs, S, =(1+m)", M, =nas(l+m)"", S =oM,)), M, +S ~M

n n

Sim>fs, (1+ f)" =o(1+m)") donc

M ~—% Q+m", S =oM), M, +S ~M,

m— fs
Si m< s, (1+m)" =o((1+ fs)") donc

as n as n_ S—m n
M"~ﬁs—m(1+ﬁS)’ M, +S, (H_ﬁs—mJ(H_'BS) _,b’s—m(H'Bs)



M
b) La proportion de cellules mutantes ﬁest donc équivalente a 1 si m> fs, et
+

n n

as

Ps—m

S—m

I+ Bs)"
= sinon.
a+p 2"

S —m

Deuxiéme partie.

1°) La série est absolument convergente, car

pnx"‘s p, et z p, est convergente.

FO=ppfM=Yp, =1.

2%)a)i) On a |r| < R(a) donc il existe se€ E(a) tel que |r| <s, lasuite (a,s"),,, est bornée, et

comme ‘anr”‘ < ‘ans"‘ la suite (a,r"),.,, est aussi bornée, i.e. re E(a).

n
.o . , , . . . z . r
a)il) Reconsidérons le réel s introduit ci-dessus, on peut écrire — <M
s

)

n

S

a,s" , ol

n —
a,r | =

n

r

S

r

<1 donc M —>0etar"—0.
n—>+oo n n—>+oo

M = suanns o Or

S

n
r

a)iii) On a aussi convergence de la série ZM , d’ou I’absolue convergence de Zanr" .

S

b) Si la série Zanr" converge, la suite (a,r"),,, tend vers 0, donc la suite (a, r|")n20 est
bornée, donc |r|e E(a), donc |r| < R(a) . Par conséquent, si |r| > R(a), la série Zanr" est
divergente.

Au a) on a vu que ]— R(a),R(a)[C E(a). D’autre part si re E(a) la suite (a,r"),,, est

bornée, donc la suite (a, r|")n20 I’est également et |r|e E(a). On a donc |r|SR(a) et

re [ R(a),R(a)], ot E(a) <[~ R(a),R(a)].



3%a) La suite (c"x" )nzo =((cx)")n20 est bornée si et seulement si |cx|£1. Donc

E(a) = [—l,l} et R(a) = l

c C C

) a
20

nz!

b) La suite (n"’x" )nzo a pour limite O si |x| <1 et est bornée dans ce cas, la suite Qn”’x"

pour limite +co si |x| >1, et donc la suite (n”’x" )nzo n’est pas bornée dans ce cas. Le rayon de

convergence vaut donc 1.

4°)a) Soit re FU,U[. Les suites b,r"),., et [Z‘akrk‘j sont bornées. Soit
k=0 n=0

k n
akr . Cnr
= n=0

L= suprnr”‘)n>0 et M = sup[ y
B k=0

n—

n

k

< Z‘akr
k=0

conséquent re E(c), donc R(c)=U et la série chr" est absolument convergente si

o< Zn:‘akrk‘L < LM . Par
k=0

re U, UJ.

b) La fonction génératrice de X+Y est donnée par

h(x) = JioP(X +Y =n)x" = i[i P(X =k)P(Y =n— k)jx"

n=0 n=0 \_k=0
En vertu du résultat admis on a, si |x| <1,
h(x) = z[z P(X =k)P(Y =n— k)Jx" = [z P(X = n)x"j[z P(Y = n)x"j = f(x)g(x).

n=0 \_k=0 n=0 n=0

5°)a) Par une récurrence immédiate, g*.

b) Notons qu’il faut ici poser X, +...+ X, =0 si N =0.

Cette fonction génératrice s’ écrit
+o0 +oo [ oo

h(x)=Y P(X,+..+ X, =n)x Z[ZPX +.+X,=nN= k)j
n=0 n=0 0

h(x) = i[ip(xl +.+X, =n)P(N = k)x”j = i[ip(xl +.+X, =n)P(N = k)x"J

n=0 \ k=0 k=0 \_n=0

h(x) = ZPN k)(ZPX+ 4+ X, =n)x J ZPN k)g(x)* = f(g(x)).



L’interversion des sommations est légitime (mais impossible a justifier pour les candidats vu

leur programme.....) : en effet i[i P(X,+.+X, = n)P(N =k)x" Jx" est fini, car la on

n=0 \ k=0

peut intervertir les Z , et 'on obtient f( g(|x|)) .

Troisiéme partie.

Préliminaires. les suppositions de 1’énoncé sont fondées. En effet la fonction

1- . . .
= Otln(l—z)—Z est développable en série enticre (et donc holomorphe) sur le disque
b4

unité du plan complexe, de développement

1-z < !
aln(l—-z)——= +a .
( ) z nzzz‘n(n+1)

1-
Donc la fonction z—)exp[a'ln(l—z)—zj est holomorphe sur le disque unité du plan
b4

complexe, et donc développable sur ce méme disque en série entiere, de développement

dont  I’expression

(2
e)qo( CZ)C)q)((Z:E: )J ( CZ):E: n=1 n(fl*'l) ::iiil)nzn ,

montre que tous les coefficients sont positifs.

< 1-
On sait alors que z DX —)Z p, »Or exp[a'ln(l - X)
=0

x—1
n=0

jT)CXp[Q'%j =1,on
X

oo oo
a donc z p, =1. La convergence de la série z p,x" est donc normale sur le segment [-11],
n=0 n=0

et la fonction f est bien continue sur ce segment.

1-
1°) f(x)= exp[a'ln(l - X) xj . Donc f (x)wap[a' : %j =1 et par conséquent
X

an =1. Par ailleurs aln(l—x)l_x»ga_—x~l=—a’, donc f(x)———>exp(-a).
g x x

2°)a) f’(x)=exp[a'1n(1—x)1_xja'[ ~11zx Ind- x)j of (x )[ ! ln(lzx)j.D’oﬁ
X X X

1-x x



f,(x)_ —_1 L“" x" __1 l o n2 (& x
f(x)_a{x +x2;"}0{x N J_O{;mz}

n ~+oo n

3°)a) On peut donc écrire f'(x) = [Z DX j (Z al J = aZ[ %}x" et
k=01 —

n0n+2 n=0

+oo +oo
f(x) = annx"_l = Z(n+1) p,Xx", d’ou par unicit¢é du développement en série entiere
n=0

n

Py
oy ——=(n+1 ou encore o =np .
;n—k+2 ( )pn+1 ;I’l k+1 pn

b) Ona p, = f(0) =exp(—), et en se servant de la relation du a) on obtient successivement

a+a Jexp( a),p3:(g+a_+?_6Jexp( a)'

=2 exp(-a0),
Pr= OXPTEL P = T 4" 4 3

4°)a) (1—x)In(1—x) = al SN oE LA ok .
n=1 N n2n_1 n=1 N n2n(n_1)
b s, =3 Z[———j YooY —il- Pk L.
o k(k+1) Z\k k+1) Tk ‘TSk+1 Tk n+l1 "7
1

Donc la série converge et

zn(n+1) g ;n(n+1)
La fonction génératrice est donnée par
+o0 n +o0 n—1 1 +o0 n 1
> r al -y - ( x)ln(l x)six#0etOsi x=0.
‘onn+l) Snn-1) xionn-1) X

L’espérance n’est pas définie puisque Znan =Z

est divergente (résultat hors
n+1

programme.....)

5%a) En appliquant le dernier résultat de la deuxieme partie on obtient comme fonction

génératrice h(x) =

b) On veut donc exp(—60+6g(x)) = exp[a' In(1-x) 1= xj , soit
X
1- - ! o o x"
—0+62(x)=aln(l1-x —-a+a ou g(x)=1-—+—
(x)=ain(l-x) HZ::‘n(n+1) S ==t Ly



Pour avoir une loi de probabilité il faut 1-%>0,%50 et 1-2+3 %1 __y 1,
6 6 6 SO0 nn+l
N .. Lo — 1 )
deuxieme condition est réalisée car ) ———— =1, il ne faut donc que O<a < 8.

‘onn+l)

Quatriéme partie.

1°)a) Comme il y a une cellule sauvage au départ, lorsque 1’on arrive a n cellules, on a au plus
n-1 cellules mutantes, et donc p, (n,k,00) =0 st k>n.

b) La premiere cellule mutante apparait a t=n si a t=1 la cellule sauvage s’est divisée en deux
cellules sauvages, et si a t=2 celle des deux cellules (toutes les deux sauvages) qui s’est
divisée a donné deux cellules sauvages etc....et si t=n-1 celle des n-1 cellules sauvages qui
s’est divisée a donné deux cellules sauvages et si a t=n celle des n cellules sauvages qui s’est

divisée a donné une cellule sauvage et une cellule mutante. La probabilité qu’il en soit ainsi

n—1 . 2 p R s 2 1 0e .

estde (I1-a)" «, on a donc une loi géométrique et I’espérance de — . Notons qu’il est quasi
a

certain qu’il apparaisse un jour ou lautre une cellule mutante car

< n—-1 _ a _
;(1—0:) a_—l—(l—a)_l

2°a) On a une suite croissante d’entiers, qui a donc une limite finie ou bien qui tend vers
+ oo,

b) On part d’une situation ou il y a n, — k cellules sauvages et k cellules mutantes. On veut
qu’a I’instant suivant la cellule qui se divise soit une cellule sauvage et qu’elle donne deux

n,—k

cellules sauvages (la probabilité qu’il en soit ainsi est de (I-a)), puis qu’a I’étape

n,

suivante la cellule qui se divise soit de nouveau une cellule sauvage et qu’elle donne deux

ey L ) n,—k+1
cellules sauvages (la probabilité qu’il en soit ainsi est maintenant de —~——(1—a), vu
n, +

qu’il y avait apres la premicre division n, +1 cellules dont n, —k +1 sauvages), etc....



ny+Jj

i=n,

. L —k+j Tl (i—k
On a donc au final une probabilité de H —(1 a) | = H T(l_a) ,
j=0

(no —k)(n0 -k +1)...(n0 ~1)
(n0 +p —k+1)(n0 +p —k+2)....(n0 + p)

qui est aussi égal 2 (1—a)”"' si p>k.

n—>+oo n—+oo

C)Hak — 0 ln(Hakj —— o & Zhl(ak)—>—oo PN Zm(an) diverge

vu que cette série est a termes négatifs.

NB. On peut se passer de ce résultat pour traiter la question suivante, dans le cas contraire on
est amené a utiliser des résultats hors programme (séries de Riemann, usage d’équivalents
pour étudier la convergence de séries...... )

d)i) On a I’encadrement suivant

0<P, (M, =kNn2n,+1/M, =k)<P,(M, =k, Vne {n,+1,...n, + p+l}/Mn0 =k)

te

Or P,(M, =k,Yne{n, +1,...n, + p +1}/Mn0 =k) ~ (I-a)™" C—k (cf. b)), donc en faisant
p—>+too p

tendre p vers I'infini on obtient P, (M, =k,Vn2n,+1/M, =k)=0.

d)ii) Si M_ =k, vu que la suite (M, )n20 est croissante a valeurs entieres, elle est stationnaire

a partir d’un certain rang. On peut donc écrire

P(M_=k)=P,(3n,/M, =k,Vn2n0)=P(U(Mn =k,‘v’n2n0)jé > P(M, =k, Nn2n,)

ny=1 ny2l1

, or chacun des termes de cette série est nulle d’apres d)i), donc P,(M_ =k)=0.

e) P,(M_,=0o0uM_ =+0)=1-> P (M_=k)=1.

k=1

Sia>0onavuaul®b)que P,(M_=0)=0,donc P,(M_ =+o0)=1.
Si =0 on a quasiment certainement S, =n et M, =0, donc P,(M_=0)=1 et

P,(M_ =+00)=0.

Cinquiéme partie.

1°) Pour avoir k+1 cellules sauvages entre les instants n et n+1, il faut :
-soit qu’avant t=n il y ait eu déja k+1 cellules sauvages (sur n en tout), et
que la cellule qui se divise a t=n soit une cellule sauvage et qu’elle donne une cellule

sauvage et une cellule mutante



ou que la cellule qui se divise a t=n soit une cellule mutante
-soit qu’avant t=n il y ait eu seulement k cellules sauvages (sur n en tout), et que la cellule qui

se divise a t=n soit une cellule sauvage et qu’elle donne deux cellules sauvages.

Ce qui permet d’écrire

k+1 1—ﬂj+p (n,k, a')k(l @) ou encore
n

n

ps(n+1,k+1,a'):ps(n,k+1,a')[
p,(n+Lk+1l,a)= ps(n,k+1,a')[l—ﬂ,3j+ps(n,k,a')kﬁ ou
n n

pY(n+1’k’a') = pv(n’k’a)[l_kﬁj-l_pv(n,k_laa')ﬂﬁ.
n n

0 0
2°) Ici par convention une somme du type z vaut 0 et un produit du type H vaut 1. De
i=1 i=1

plus n#0.

On va faire une démonstration par récurrence sur n.

Sin=1. p (Lla)=1,p (1,k,&) =0 sinon.

(n 1)'2( )'1( lJﬁ(j—iﬁFZkl(—l)"“(f_ﬂ:o sii k=0, =1 si k=l et
- Jj=1 i=l -

= (1+(=1))*" =0 sinon. Le cas n=1 est donc réglé.

Supposons la formule montrée au rang n.

p,(n+Lk,@) = (( _D,Z< )"(_JH(J—lﬁ)j[l——ﬁj
((n 1>'z( )ll( ZJH _Z'B)j[ 'Bj
—_Z{( 1)'1H(]—l,3)((n /J’k)( J+ﬁ(k 1)( fm,eneffet (::12}:0

Or

k=2)_(=fok-D! 5 k-Dk-2)! _
ﬂk)( J+ﬁ(k 1)( 1J T T T

—,b’k‘+ Bk —i)‘)(k—l)! _ (k‘—l)!(n—,‘b’z _ (k— J(n—i,b’)
(i =Dk —i)! (i —D!(k —i)!

i—



Donc

k 3l k-1 k . k-1
p,(n+L k@)= %Z((—D“Hu —iﬁ)(i . j(n —i/f)j = %Z((—l)"ll—[(]’ —iﬁ)(i . B

.=l i .=

soit le résultat escompté, ouf !

NB. Formule tombée du ciel. On peut ‘découvrir’ le résultat en introduisant les fonctions

xl‘l

5= p. (k)

. Les relations de la question 1°) permettent de montrer que ces
n

fonctions sont solutions d’un systeme d’équations différentielles assez simple a résoudre, on
(1-(1-x")"
kp

aux formules de I’énoncé....

obtient 9, (x) = . Puis en dérivant et en développant en série entiere on aboutit

3°) La formule proposée est a montrer en fait pour 0 <k <n-1.

On a par un raisonnement analogue a celui de la question 1°)

n n

P11k = Pm(n,k,a')[l—kj(l—a')+pm(n,k—l,a')(k_l+a'[1—k_ljj ou
n
Y,
p,(n+Lka)=p,(nka|l-=|1-a)+p,(nk-lLa) 1-a)—+a|.
n n

1 -1 1
Dans notre cas p, (n+1,k,1/2) = p, (n,k,1/2) 1_& +p,(nk=11/2) k—+— )
2 2n 2n 2
Raisonnons la aussi par récurrence sur n.
. n+k—-1) 1 0) 1 L
Sin=1. p, (1,0,1/2)=1. ) PYC=Rl Y P 1. Le cas n=1 est donc réglé.

Supposons la formule montrée au rang n.

pm(n+1,k,1/2):pm(n,k,1/2) l—i +pm(n,k—1,1/2) E+l =
2 2n 2n 2

n+k-1\ 1 (1 &k n+k-2) 1 [k—l 1}
— == |+ — |t |=
k prkll o oy k—1 22 o 2

1 ((n+k-1 n—k+ n+k—-2\2(n+k-1)|
2 Lk n k-1 n

1 (n+k—1)!n—k+ (n+k-2)! 2(n+k-1)|
2" kl(n=1)! =n (k=D (n-1)! n -




1 (n+k=Dl(n—k+2k) 1 (n+k)! 1 (n+k

= = , soit le résultat escompté, ouf !
P k'n! 27kl 2"k
Remarquons que dans le cas de p, (n+1,n,1/2), on a utilis€¢ une formule fausse pour

p,, (n,n,1/2), mais cette probabilité étant multipliée par 0, tout rentre dans I’ordre.

n—1

4°)a) On a <"

n—1 . . N
X converge si |x| <1, donc I'on a affaire a une

série absolument convergente.

b) Notons que 1’égalité ne peut €tre valable que si xe ]— 1,1[, vu que le second membre a une

limite infinie en 1. On a
n—1 —1

(J—Z,B) . 1 [1G-i)
7k(x’a') z Z( 1)l 1( 1} = Z( 1)l 1( J zx" IJ(HT)' =

n=1| i=l (n _1

n—1

e H(J—Z,B) . 1 (=iB+D+))
Z( 1)"( » P ED N 1)"( jzx" = =

i=1 n=0 ' i=1 n'

k (k-1 . -1 ,
Z(—l)"{i_ (1= =3 1)( J(l—x)"”’“=<1—x>ﬁ‘1<1—<1—x>ﬁ>k‘1.

i=1 1 i=0
Notons qu’ici, contrairement a la question 5)b) de la partie 2, la justification de 1’interversion

des sommations est au programme des BCPST...

5°) L’égalité est vraie pour xe -1

p,, (nk,00)=p (n,n—k,a).On en déduit que

+o0 +o0 +o0 +oo
z p,(n+k,no)x" = z p,(n+k,k,a)x" = z p,(nk,a)x"" =x"™* z p,(nk,a)x"" =
n=0 n=0 n=k n=k

x' Z p.(nk,o)x"" =x"y, (x,@)

n=l1

On a utilisé icique p, (n,k,a)=0 si n<k.

10



60)a)§m[1—exp((l—€) In(1- x))j _ lm[l—(l— x)exp(—&n(1- X))j _

X & X

lm[l_l_l—x—(l—x)exp(—gln(l—x))j _ 1=x—(-x)exp(=¢£ln(l - x)) :(1_x)1—exp(—81n(1—x))
£ X -0 & &x
B (I-x)eln(1-x) _ (I-x)In(1-x)
& X '

b) x' Fy, (xalk) = x"FA-x) P A-1-x)" )]
k-1

- exp([l—i} In(1— x)J
In

L
k « x
k

m(xl—kyk (x,a/k)):—%ln(l_X)'i'a qul a donc pour

Xm0 = = F (= ).

X X

limite quand k tend vers I’infini O-In(1-x)+a-1-

1-x

Donc lim (x"™*y, (x,a/k))= exp[a'l_—xln(l— x)j =(1-x) *.
k—>+oo X

7°) Le coefficient de x" dans x'*y, (x,a) est P,(M,,, =n). Donc le coefficient de x* dans

x"y (x,a) est P,(M,, =k) et P,(M,=k) est le coefficient de x* dans

K-k 1—(n—k)

V.« (x,@) . Finalement F,, (M, =k) est le coefficient de x" dans x v, . (x,a/n).

1-x
o
On peut penser (et ceci se vérifie bien) que I'on a encore lim Xy (a/n)=(1-x) * .
n o0

Et avec audace on peut proposer comme limite de P, (M, = k) le coefficient de x* dans le

n

1-x

développement de (1— x)a * ....on retrouverait la distribution de Luria-Delbriick.

Cette audace est tout a fait justifiée, grace au résultat général suivant.
~+00 . oo .
Soit 0<p,, <1, 0<p, <1, f,(0)=> p,x", f)=) px si]f<l. Si Ton a
i=0 i=0

Vxe [ f,(x)——=—=> f(x) alors Vi p,,

n—s+oo n—y+oo pi-

En effet on peut écrire si O<acx<l,

fo (@)= £,(0)+

|Po = Do| < fa(@) = f(@)+|f (@)= £(0) < 2§a" +|f.(@) = £ (a)] soit

11



f(@— f(a).

‘Po,n _po‘ S 12__aa+

.2
Soit alors £ >0 et 0<a<1 tel que 12_a S% (vu que lim % = 0, on peut trouver

—a a—>01_a

un tel réel a). Il existe un rang N tel que n=2N =

fn(a)—f(a)|sg. On a alors

n—>+oo

E £
’ZZN:‘Po,n_Po‘SE“‘E:g’dOHC Pon——=— Do -

ACIAY)

X

De plus Vxe 0.1 soit

n—>+oo

[ J.(x)—£,(0)
x

+oo +o0
Vxe 0,1 z DiviaX' WZ p;uX . On peut en conclure comme ci-dessus que
i=0 i=0

D1, ———= P, Bt ainsi de suite.

n—+oo
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