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Corrigé ENS BCPST 2008 (UPA) 
 

Première partie. 
 

1°) On note 
n

S  (resp. 
n

M ) le nombre de cellules sauvages (resp. mutantes) à t=n. 

0,1 00 == MS . A t=n+1 on retrouve les 
n

S  cellules sauvages, qui ont produit 
n

sS  cellules, 

n
sSα  mutantes et 

n
sS)1( α−  sauvages, et les 

n
M  cellules mutantes qui ont produit 

n
mM  

cellules, toutes mutantes. On a donc à t=n+1 
nnnn

SssSSS )1()1(1 βα +=−+=+  cellules 

sauvages et 
nnnnnn

sSMmsSmMMM αα ++=++=+ )1(1  cellules mutantes. α  est le taux 

de mutation. 

 

2°) n

n
sS )1( β+= . 
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4°)a) Si sm β= , ( )
nnnnn

n

n
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n
MSMMoSmsnMmS ~,,)1(,)1( 1 +=+=+= −α  

Si sm β> , ( )nn mos )1()1( +=+ β  donc 

( ) nnnnn
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n MSMMoSm
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b) La proportion de cellules mutantes 
nn

n

SM

M

+
est donc équivalente à 1 si sm β≥ , et 

ms

s

s
ms

ms

s
ms

s

n

n

−
=

+
−

−

+
− α

β
β

β
β

α

)1(

)1(

 sinon. 

 

Deuxième partie. 

 

1°) La série est absolument convergente, car n

n

n pxp ≤  et ∑ np  est convergente. 

1)1(,)0(
0

0 === ∑
+∞

=n

npfpf . 

 

 

2°)a)i) On a )(aRr <  donc il existe )(aEs ∈  tel que sr < , la suite 0)( ≥n

n

n
sa  est bornée, et 

comme 
n

n

n

n sara ≤  la suite 0)( ≥n

n

n
ra  est aussi bornée, i.e. )(aEr ∈ . 

a)ii) Reconsidérons le réel s introduit ci-dessus, on peut écrire 

nn

n

n

n

n
s

r
M

s

r
sara ≤= , où 

( )
0

sup
≥

=
n

n

n saM . Or 1<
s

r
 donc 0 →

+∞→n

n

s

r
M  et 0 →

+∞→n

n

nra . 

a)iii) On a aussi convergence de la série ∑
n

s

r
M , d’où l’absolue convergence de ∑ n

nra . 

b) Si la série ∑ n

nra  converge, la suite 0)( ≥n

n

nra  tend vers 0, donc la suite 0)( ≥n

n

n ra  est 

bornée, donc )(aEr ∈ , donc )(aRr ≤ . Par conséquent, si )(aRr > , la série ∑ n

nra  est 

divergente. 

Au a) on a vu que ] [ )()(),( aEaRaR ⊂− . D’autre part si )(aEr ∈  la suite 0)( ≥n

n

nra  est 

bornée, donc la suite 0)( ≥n

n

n ra  l’est également et )(aEr ∈ . On a donc )(aRr ≤  et 

[ ])(),( aRaRr −∈ , d’où [ ])(),()( aRaRaE −⊂ . 
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3°)a) La suite ( ) ( ) 00 )( ≥≥ = n

n

n

nn cxxc  est bornée si et seulement si 1≤cx . Donc 







−=

cc
aE

1
,

1
)(  et 

c
aR

1
)( = . 

b) La suite ( ) 0≥n

nxnα  a pour limite 0 si 1<x  et est bornée dans ce cas, la suite ( )
0≥n

nxnα  a 

pour limite ∞+  si 1>x , et donc la suite ( ) 0≥n

nxnα  n’est pas bornée dans ce cas. Le rayon de 

convergence vaut donc 1. 

 

4°)a) Soit ] [UUr ,−∈ . Les suites 0)( ≥n

n

nrb  et 
00 ≥=









∑

n

n

k

k

k ra  sont bornées. Soit 

( )
0

sup
≥

=
n

n

nrbL  et 
00

sup
≥=









= ∑

n

n

k

k

k raM . LMLrarbrarc
n

k

k

k

n

k

kn

kn

k

k

n

n ≤≤≤ ∑∑
==

−
−

00

. Par 

conséquent )(cEr ∈ , donc UcR ≥)(  et la série ∑ n

nrc  est absolument convergente si 

] [UUr ,−∈ . 

b) La fonction génératrice de X+Y est donnée par 

∑ ∑∑
+∞

= =

+∞

=









−====+=

0 00

)()()()(
n

n
n

kn

n
xknYPkXPxnYXPxh . 

En vertu du résultat admis on a, si 1<x , 

)()()()()()()(
000 0

xgxfxnYPxnXPxknYPkXPxh
n

n

n

n

n

n
n

k

=







=








==








−=== ∑∑∑ ∑

+∞

=

+∞

=

+∞

= =

. 

 

5°)a) Par une récurrence immédiate, kg . 

b) Notons qu’il faut ici poser 0...1 =++ NXX  si .0=N  

 Cette fonction génératrice s’écrit 

( ) ( )∑ ∑∑
+∞

=

+∞

=

+∞

=









==++==++=

0 0

1

0

1 ,......)(
n

n

k

k

n

n

N xkNnXXPxnXXPxh  

( ) ( ) ( ) ( )∑ ∑∑ ∑
+∞

=

+∞

=

+∞

=

+∞

=









==++=








==++=

0 0

1

0 0

1 ......)(
k n

n

k

n k

n

k xkNPnXXPxkNPnXXPxh  

( ) ( ) ( ) ))(()(...)(
00 0

1 xgfxgkNPxnXXPkNPxh
k

k

k n

n

k ===







=++== ∑∑ ∑

+∞

=

+∞

=

+∞

=

. 
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L’interversion des sommations est légitime (mais impossible à justifier pour les candidats vu 

leur programme…..) : en effet ( ) ( )∑ ∑
+∞

=

+∞

=









==++

0 0

1 ...
n

n

k

n

k xxkNPnXXP  est fini, car là on 

peut intervertir les ∑ , et l’on obtient ))(( xgf . 

 

Troisième partie. 

 

Préliminaires. Les suppositions de l’énoncé sont fondées. En effet la fonction 

z

z
zz

−
−→

1
)1ln(α  est développable en série entière (et donc holomorphe) sur le disque 

unité du plan complexe, de développement 

∑∑∑∑
+∞

=

+∞

=

+∞

=

+∞

=

−

+
+−=

+
−=−=

−
−

1011

1

)1(1
)1(

1
)1ln(

n

n

n

n

n

n

n

n

nn

z

n

z

n

z

n

z
z

z

z
z αααααα . 

Donc la fonction 






 −
−→

z

z
zz

1
)1ln(exp α  est holomorphe sur le disque unité du plan 

complexe, et donc développable sur ce même disque en série entière, de développement 

∑∑
∑

∑
∞+

=

∞+

=

∞+

=
∞+

=

=









+
−=









+
−

00

1

1 !

)1(
)exp(

)1(
exp)exp(

n

n

n

k

k

n

n

n

n

zp
k

nn

z

nn

z
α

ααα , dont l’expression 

montre que tous les coefficients sont positifs. 

On sait alors que ∑∑
+∞

=
→

+∞

=

 → −

0
1

0 n

nx
n

n

n pxp , or 1
1

0
exp

1
)1ln(exp

1
=








⋅ →







 −
− −→

αα
xx

x
x , on 

a donc 1
0

=∑
+∞

=n

np . La convergence de la série ∑
+∞

=0n

n

n xp est donc normale sur le segment [ ]1,1− , 

et la fonction f est bien continue sur ce segment. 

 

1°) 






 −
−=

x

x
xxf

1
)1ln(exp)( α . Donc 1

1

0
exp)(

1
=








⋅ → −→

α
x

xf  et par conséquent 

1
0

=∑
+∞

=n

np . Par ailleurs ααα −=⋅
−−

− 1~
1

)1ln(
0 x

x

x

x
x , donc ( )α− →

→
exp)(

0x
xf . 

 

2°)a) 






 −
−

−
=







 −
−

−

−

−







 −
−=′

22

)1ln(1
)(

)1ln(1

1

11
)1ln(exp)(

x

x

x
xf

x

x

x

x

xx

x
xxf ααα . D’où  
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








+
=








++

−
=








+

−
=

′
∑∑∑
+∞

=

+∞

=

−+∞

= 02

2

1
2 2

1111

)(

)(

n

n

n

n

n

n

n

x

n

x

xxn

x

xxxf

xf
ααα . 

 

3°)a) On peut donc écrire ∑ ∑∑∑
+∞

= =

+∞

=

+∞

=










+−
=









+








=′

0 000 22
)(

n

n
n

k

k

n

n

n

n

n x
kn

p

n

x
xpxf αα  et  

∑∑
+∞

=
+

+∞

=

− +==′
0

1

1

1
)1()(

n

n

n

n

n

n xpnxnpxf , d’où par unicité du développement en série entière 

1

0

)1(
2

+
=

+=
+−

∑ n

n

k

k pn
kn

p
α  ou encore n

n

k

k np
kn

p
=

+−
∑

−

=

1

0 1
α . 

b) On a )exp()0(0 α−== fp , et en se servant de la relation du a) on obtient successivement 

3

)exp(

1644
,

2

)exp(

43
),exp(

2

32

3

2

21

ααααααα
α

α −








++=

−








+=−= ppp . 

 

4°)a) ∑∑∑∑∑∑
+∞

=

+∞

=

+∞

=

+∞

=

+∞

=

++∞

= −
+−=−

−
=−=−=−−

21211

1

1 )1(1
)1()1ln()1(

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

nn

x
x

n

x

n

x

n

x

n

x

n

x
xxx . 

b) 1
1

1
1

11

1

11

1

11

)1(

1 1

211111

 →
+

−=−=
+

−=








+
−=

+
=

+∞→

+

======

∑∑∑∑∑∑ n

n

k

n

k

n

k

n

k

n

k

n

k

n
nkkkkkkkk

S . 

Donc la série ∑
+ )1(

1

nn
 converge et 1

)1(

1

1

=
+

∑
+∞

=n nn
. 

La fonction génératrice est donnée par 

)1ln(
)1(

1
)1(

1

)1()1( 22

1

1

x
x

x

nn

x

xnn

x

nn

x

n

n

n

n

n

n

−
−

+=
−

=
−

=
+

∑∑∑
+∞

=

+∞

=

−+∞

=

 si 0≠x  et 0 si 0=x . 

L’espérance n’est pas définie puisque ∑∑
+

=
1

1

n
na

n
 est divergente (résultat hors 

programme…..) 

 

5°)a) En appliquant le dernier résultat de la deuxième partie on obtient comme fonction 

génératrice ))(exp()(
!

)exp()(
0

xgxg
n

xh
n

n
n

θθ
θ

θ +−=−=∑
+∞

=

. 

b) On veut donc 






 −
−=+−

x

x
xxg

1
)1ln(exp))(exp( αθθ , soit 

∑
+∞

= +
+−=

−
−=+−

1 )1(

1
)1ln()(

n

n

nn

x

x

x
xxg αααθθ  ou ∑

+∞

= +
+−=

1 )1(
1)(

n

n

nn

x
xg

θ

α

θ

α
. 
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Pour avoir une loi de probabilité il faut 0,01 >>−
θ

α

θ

α
 et 1

)1(

1
1

1

=
+

+− ∑
+∞

=n nnθ

α

θ

α
. La 

deuxième condition est réalisée car 1
)1(

1

1

=
+

∑
+∞

=n nn
, il ne faut donc que θα <<0 . 

 

Quatrième partie. 

 

1°)a) Comme il y a une cellule sauvage au départ, lorsque l’on arrive à n cellules, on a au plus 

n-1 cellules mutantes, et donc 0),,( =αknp
m

 si nk ≥ . 

b) La première cellule mutante apparaît à t=n si à t=1 la cellule sauvage s’est divisée en deux 

cellules sauvages, et si à t=2 celle des deux cellules (toutes les deux sauvages) qui s’est 

divisée a donné deux cellules sauvages etc….et si t=n-1 celle des n-1 cellules sauvages qui 

s’est divisée a donné deux cellules sauvages et si à t=n celle des n cellules sauvages qui s’est 

divisée a donné une cellule sauvage et une cellule mutante. La probabilité qu’il en soit ainsi 

est de αα 1)1( −− n , on a donc une loi géométrique et l’espérance de 
α

1
. Notons qu’il est quasi 

certain qu’il apparaisse un jour ou l’autre une cellule mutante car 

1
)1(1

)1(
1

1 =
−−

=−∑
+∞

=

−

α

α
αα

n

n
. 

 

2°)a) On a une suite croissante d’entiers, qui a donc une limite finie ou bien qui tend vers 

∞+ . 

b) On part d’une situation où il y a kn −0
 cellules sauvages et k cellules mutantes. On veut 

qu’à l’instant suivant la cellule qui se divise soit une cellule sauvage et qu’elle donne deux 

cellules sauvages (la probabilité qu’il en soit ainsi est de )1(
0

0 α−
−

n

kn
), puis qu’à l’étape 

suivante la cellule qui se divise soit de nouveau une cellule sauvage et qu’elle donne deux 

cellules sauvages (la probabilité qu’il en soit ainsi est maintenant de )1(
1

1

0

0 α−
+

+−

n

kn
, vu 

qu’il y avait après la première division 10 +n  cellules dont 10 +− kn  sauvages), etc…. 
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 On a donc au final une probabilité de ∏∏
+=

==









−

−
=








−

+

+− pni

ni

p

j i

ki

jn

jkn 0

0

)1()1(
0 0

0 αα , 

qui est aussi égal à 
( )( ) ( )

( )( ) ( )pnkpnkpn

nknknp

++−++−+

−+−−
− +

000

0001

....21

1...1
)1( α  si kp > . 

c) ∑∑∏∏ ⇔−∞ →⇔−∞ →







⇔ →

+∞→
=

+∞→
=

+∞→
=

)ln()ln(ln0
000

nn

n

k

kn

n

k

kn

n

k

k aaaa  diverge 

vu que cette série est à termes négatifs. 

NB. On peut se passer de ce résultat pour traiter la question suivante, dans le cas contraire on 

est amené à utiliser des résultats hors programme (séries de Riemann, usage d’équivalents 

pour étudier la convergence de séries……) 

d)i) On a l’encadrement suivant  

{ } )/1,....1,()/1,(0
00 000 kMpnnnkMPkMnnkMP nnnn =+++∈∀=≤=+≥∀=≤ αα  

Or { }
k

te
p

p
nn

p

C
kMpnnnkMP

1

00 )1(~)/1,....1,(
0

+

+∞→
−=+++∈∀= αα  (cf. b)), donc en faisant 

tendre p vers l’infini on obtient 0)/1,(
00 ==+≥∀= kMnnkMP nnα . 

d)ii) Si kM =∞ , vu que la suite ( )
0≥nn

M  est croissante à valeurs entières, elle est stationnaire 

à partir d’un certain rang. On peut donc écrire 

( ) ( )∑
≥≥

∞ ≥∀=≤












≥∀==≥∀=∃==

1

0

1

000

00

,,),/()(
n

n

n

nn nnkMPnnkMPnnkMnPkMP Uαα

, or chacun des termes de cette série est nulle d’après d)i), donc 0)( ==∞ kMPα . 

e) 1)(1)ou    0(
1

==−=+∞== ∑
+∞

=
∞∞∞

k

kMPMMP αα . 

Si 0>α  on a vu au 1°)b) que 0)  0( ==∞MPα , donc 1)( =+∞=∞MPα . 

Si 0=α  on a quasiment certainement nSn =  et 0=nM , donc 1)  0( ==∞MPα  et 

0)( =+∞=∞MPα . 

 

Cinquième partie. 

 

1°) Pour avoir k+1 cellules sauvages entre les instants n et n+1, il faut : 

-soit qu’avant t=n il y ait eu déjà k+1 cellules sauvages (sur n en tout), et 

que la cellule qui se divise à t=n soit une cellule sauvage et qu’elle donne une cellule 

sauvage et une cellule mutante 
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ou que la cellule qui se divise à t=n soit une cellule mutante 

-soit qu’avant t=n il y ait eu seulement k cellules sauvages (sur n en tout), et que la cellule qui 

se divise à t=n soit une cellule sauvage et qu’elle donne deux cellules sauvages. 

 

 Ce qui permet d’écrire  

)1(),,(
1

1
1

),1,(),1,1( ααααα −+






 +
−+

+
+=++

n

k
knp

n

k

n

k
knpknp sss  ou encore 

βαβαα
n

k
knp

n

k
knpknp sss ),,(

1
1),1,(),1,1( +







 +
−+=++  ou 

βαβαα
n

k
knp

n

k
knpknp sss

1
),1,(1),,(),,1(

−
−+








−=+ . 

 

2°) Ici par convention une somme du type ∑
=

0

1i

vaut 0 et un produit du type ∏
=

0

1i

vaut 1. De 

plus 0≠n . 

On va faire une démonstration par récurrence sur n. 

Si n=1. 0),,1(,1),1,1( == αα kpp ss  sinon. 

∑∑ ∏
=

−

=

−

=

− =








−

−
−=−









−

−
−

−

k

i

i
k

i

n

j

i

i

k
ij

i

k

n 1

1

1

1

1

1 0
1

1
)1()(

1

1
)1(

)!1(

1
β  si k=0, 1=  si k=1 et  

0))1(1( 1 =−+= −k  sinon. Le cas n=1 est donc réglé. 

Supposons la formule montrée au rang n. 

+







−










−









−

−
−

−
=+ ∑ ∏

=

−

=

− ββα
n

k
ij

i

k

n
knp

k

i

n

j

i

s 1)(
1

1
)1(

)!1(

1
),,1(

1

1

1

1  

=






 −










−









−

−
−

−
∑ ∏

−

=

−

=

− ββ
n

k
ij

i

k

n

k

i

n

j

i 1
)(

1

2
)1(

)!1(

1 1

1

1

1

1  

∑ ∏
=

−

=

−

































−

−
−+









−

−
−−−

k

i

n

j

i

i

k
k

i

k
knij

n 1

1

1

1

1

2
)1(

1

1
)()()1(

!

1
βββ , en effet 0

1

2
=









−

−

k

k
 

Or 

=
−−−

−−
+

−−

−−
=









−

−
−+









−

−
−

)!1()!1(

)!2)(1(

)!()!1(

)!1)((

1

2
)1(

1

1
)(

iki

kk

iki

kkn

i

k
k

i

k
kn β

β
ββ

)(
1

1

)!()!1(

)()!1(

)!()!1(

)!1))(((
β

βββ
in

i

k

iki

ink

iki

kikkn
−









−

−
=

−−

−−
=

−−

−−+−
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Donc 

∑ ∏∑ ∏
= =

−

=

−

=

−




















−

−
−−=










−









−

−
−−=+

k

i

n

j

i
k

i

n

j

i

s
i

k
ij

n
in

i

k
ij

n
knp

1 1

1

1

1

1

1

1

1
)()1(

!

1
)(

1

1
)()1(

!

1
),,1( βββα , 

soit le résultat escompté, ouf ! 

 

NB. Formule tombée du ciel. On peut ‘découvrir’ le résultat en introduisant les fonctions 

∑
+∞

=
1

),,()(
n

x
knpx

n

sk αδ . Les relations de la question 1°) permettent de montrer que ces 

fonctions sont solutions d’un système d’équations différentielles assez simple à résoudre, on 

obtient 
β

δ
β

k

x
x

k

k

))1(1(
)(

−−
= . Puis en dérivant et en développant en série entière on aboutit 

aux formules de l’énoncé…. 

 

3°) La formule proposée est à montrer en fait pour 10 −≤≤ nk . 

On a par un raisonnement analogue à celui de la question 1°) 
















 −
−+

−
−+−








−=+

n

k

n

k
knp

n

k
knpknp mmm

1
1

1
),1,()1(1),,(),,1( ααααα  ou 









+

−
−−+−








−=+ αααααα

n

k
knp

n

k
knpknp mmm

1
)1(),1,()1(1),,(),,1( . 

Dans notre cas .
2

1

2

1
)21,1,(

22

1
)21,,()21,,1( 








+

−
−+








−=+

n

k
knp

n

k
knpknp mmm  

 Raisonnons là aussi par récurrence sur n.  

Si n=1. .1)21,0,1( =mp  1
2

1

0

0

2

11
01

=







=







 −+
−+knk

kn
. Le cas n=1 est donc réglé. 

Supposons la formule montrée au rang n. 

=







+

−
−+








−=+

2

1

2

1
)21,1,(

22

1
)21,,()21,,1(

n

k
knp

n

k
knpknp mmm  

=







+

−









−

−+
+







−







 −+
−+−+ 2

1

2

1

2

1

1

2

22

1

2

11
21 n

k

k

kn

n

k

k

kn
knkn

 

=








 −+









−

−+
+

−







 −+
+ n

kn

k

kn

n

kn

k

kn
kn

)1(2

1

21

2

1
 

=






 −+

−−

−+
+

−

−

−+
+ n

kn

nk

kn

n

kn

nk

kn
kn

)1(2

)!1()!1(

)!2(

)!1(!

)!1(

2

1
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






 +
=

+
=

+−−+
+++ k

kn

nk

kn

nk

kknkn
knknkn

2

1

!!

)!(

2

1

!!

)2()!1(

2

1
, soit le résultat escompté, ouf ! 

Remarquons que dans le cas de )21,,1( nnpm + , on a utilisé une formule fausse pour 

)21,,( nnpm , mais cette probabilité étant multipliée par 0, tout rentre dans l’ordre. 

 

4°)a) On a 
11

),,(
−− ≤

nn

s xxknp α  et 
1−

∑
n

x  converge si 1<x , donc l’on a affaire à une 

série absolument convergente. 

b) Notons que l’égalité ne peut être valable que si ] [1,1−∈x , vu que le second membre a une 

limite infinie en 1. On a  

=



















−

−










−

−
−= −

∞+

= =

−

=−∑ ∑
∏

1

1 1

1

11

)!1(

)(

1

1
)1(),(

n

n

k

i

n

ji

k x
n

ij

i

k
x

β

αγ =



















−

−










−

−
−∑

∏
∑

=

−

=
∞+

=

−−
k

i

n

j

n

ni

n

ij

x
i

k

1

1

1

1

11

)!1(

)(

1

1
)1(

β

 

=


















++−










−

−
−=


















−










−

−
− ∑

∏
∑∑

∏
∑

=

−

=
∞+

=

−

=

=
∞+

=

−
k

i

n

j

n

ni
k

i

n

j

n

ni

n

ji

x
i

k

n

ij

x
i

k

1

1

0

0

1

1

1

0

1

!

))1((

1

1
)1(

!

)(

1

1
)1(

ββ

 

11
1

0

1

1

11
))1(1()1()1(

1
)1()1(

1

1
)1(

−−
−

=

−+

=

−− −−−=−






 −
−=−









−

−
− ∑∑ k

k

i

ii
k

i

ii
xxx

i

k
x

i

k βββββ . 

Notons qu’ici, contrairement à la question 5)b) de la partie 2, la justification de l’interversion 

des sommations est au programme des BCPST… 

 

5°) L’égalité est vraie pour ] [1,1−∈x  

),,(),,( αα knnpknp sm −= . On en déduit que 

===+=+ ∑∑∑∑
+∞

=

−−
+∞

=

−
+∞

=

+∞

= kn

n

s

k

kn

kn

s

n

n

s

n

n

m xknpxxknpxkknpxnknp
11

00

),,(),,(),,(),,( αααα  

. 

 

On a utilisé ici que 0),,( =αknps  si kn < . 

 

),(),,( 1

1

11 αγα xxxknpx k

k

n

n

s

k −
+∞

=

−− =∑
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6°)a) =






 −−−−
=







 −−−

x

xx

x

x ))1ln(exp()1(1
ln

1))1ln()1exp((1
ln

1 ε

ε

ε

ε

x

x
x

x

xxx

x

xxx

ε

ε

ε

εε

ε ε

))1ln(exp(1
)1(

))1ln(exp()1(1
~

))1ln(exp()1(1
1ln

1

0

−−−
−=

−−−−−







 −−−−−
+

→

x

xx

x

xx )1ln()1()1ln()1(
~

−−
=

−−

ε

ε
. 

b) 1111 ))1(1()1(),( −−−−− −−−= kkkk

k

k xxxkxx αααγ  

( )



























−








−−

−
+−−=−

x

x
k

k

k

k
x

k
kxx k

k

)1ln(1exp1

ln
11

)1ln(),(ln
1

α

α
α

α
αγ  qui a donc pour 

limite quand k tend vers l’infini )1ln(
1

)1ln(
1

1)1ln(0 x
x

x
x

x

x
x −

−
=−

−
⋅⋅+−⋅ αα . 

Donc ( ) x

x

k

k

k
xx

x

x
kxx

−

−

+∞→
−=








−

−
=

1

1
)1()1ln(

1
exp),(lim

α

ααγ . 

 

7°) Le coefficient de nx  dans ),(1 αγ xx k

k−  est )( nMP kn =+α . Donc le coefficient de kx  dans 

),(1 αγ xx m

m−  est )( kMP mk =+α  et )( kMP n =α  est le coefficient de kx  dans 

),()(1 αγ xx kn

kn

−
−− . Finalement )( kMP nn =α  est le coefficient de kx  dans ),()(1 nxx kn

kn αγ −
−− . 

On peut penser (et ceci se vérifie bien) que l’on a encore x

x

kn

kn

n
xnxx

−

−
−−

+∞→
−=

1

)(1 )1(),(lim
α

αγ . 

Et avec audace on peut proposer comme limite de )( kMP nn =α  le coefficient de kx  dans le 

développement de x

x

x

−

−
1

)1(
α

….on retrouverait la distribution de Luria-Delbrück. 

 

 Cette audace est tout à fait justifiée, grâce au résultat général suivant. 

Soit 1)(,)(,10,10
00

,, <==≤≤≤≤ ∑∑
+∞

=

+∞

=

xsixpxfxpxfpp
i

i

i

i

i

ninini . Si l’on a 

] [ )()(1,0 xfxfx
nn  →∈∀

+∞→
 alors inni ppi  →∀

+∞→, . 

 En effet on peut écrire si 10 << a , 

)()(2)0()()()()0()(
1

0,0 afafafafafaffafpp n

i

i

nnnn −+≤−+−+−≤− ∑
+∞

=

 soit  
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)()(
1

2
0,0 afaf

a

a
pp nn −+

−
≤− . 

 Soit alors 0>ε  et 10 << a  tel que 
21

2 ε
≤

− a

a
 (vu que 0

1

2
lim

0
=

−→ a

a

a
, on peut trouver 

un tel réel a). Il existe un rang N tel que 
2

)()(
ε

≤−⇒≥ afafNn n . On a alors 

ε
εε

=+≤−⇒≥
22

0,0 ppNn n , donc 0,0 pp
nn  →

+∞→
. 

 De plus  ] [
x

fxf

x

fxf
x

n

nn )0()()0()(
1,0

−
 →

−
∈∀

+∞→
, soit 

] [ ∑∑
+∞

=
++∞→

+∞

=
+  →∈∀

0

1

0

,11,0
i

i

in
i

i

ni xpxpx . On peut en conclure comme ci-dessus que 

1,1 pp
nn  →

+∞→
. Et ainsi de suite. 
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