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La qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements et des représentations graphigues
interviendront powr wne part imporionte dans Ugppréciation des copies,

Si fe candidat détecte dans Uénoncé ce qu'il pense étre une errews, il continue son travail enindigharnt
les initiatives qu'il est amené & prendre de ce fuit,

Les trois exercices proposés son indépendants. Yis peuvent &ire traités dans un ordre quelconque.

" EXERCICE |
' LONGUEUR DE UALGORITHME D'EUCLIDE

Lecaleul du p.g.c.d. (anb) de deux nombres a ef b (¢ > b >0) par I'algorithie d*Buclide se fait par
divisions suceessives, - JE ' '
Exemple: a=44 . h=18
: R 0D o
(B=m2X8+2
824X 240
44718 =2

Si ondésigne par {{a, b) fa fengueur de l'ziigqr.ithm;e, c*est-adite le nombre de éiviéians._ néoessaires pour
aboutir @ yésultat, noas avons kel 7 S o . T ;
[{44.18)= 3.

L'ebjet de I"exercice est de majorer £(4. ). Povr cela on note

| | : PP, rBh ()
les restes des n divisions successives {on a donc {{g, b) = n et r{n} = 0). On note par convention
a=F{~1yeth=r{).

1. Montrer que pour | Sk =En—1,onartk-22r (k-1 +r().

2. Scit (F{n))} ia suite de Fibonacei définie par | S

F()=F{i)=|

B F{pe-3+Fin-1) pournz2,

{+ %3 | |
2

Mointrer gu'en posant o = =i on'a o' 5 Fa).
3. Montrer que . _ .
R rin-k-1)=Fik)
et en déduire que » vérifie une majoration de Ia forme © -
S A=A lia)+ B

- Vérifier cette majoration sur uirexemple {on pourra prendre B= { et A2 2,1).

Torrnez Ia page S.V.P.



1. Deseripting d*une série statistiq;w.

i,

EXERCICE2
DE L'OBSERVATION STATISTIQUE A L'ESTIMATION
{L usage d'une calculatrice scientifique w’est pas obiigaleire mais peut étre frés utile)

On veut contrbier fa qualitd des hvrmsom d*zm& caapératwe agricalﬁ d& gméumande pommes ds terve. En
principe, elfe produit des sacs de 5 kg, avec une tolérance de 0.2 kg en moins.

- On pase 50 sacs pris an hasard. Cela donne Ia série statistique suivatite de n = 50 valears {‘Eil cmt&r& X qui

A toat sac produit associe son poids.

56-49-58-50-44-53-50-51-58~53-53~-33-50~55-350-5,
43534554 -4,5-46-44-56-56-57-44+51-51=49~54~35
38-54-43-52-53.51~5440-45 55 4555,

1. Guelle est Fétendue de cette série? i)étet:mmer sa médmm: *r; sc«s quaruic:ﬁ Q; et Qg et I"écart inter-
quartile Q- Q.

;- 4;3 5;5 - 5;2 -
e S 5,3 &8 w 5,6 -

- 2. Clagser cetie série en classes d'égale € ésx:udm: de{),2 kg On dunmsm Ie tahlm d&& aﬁ‘&tﬁx. des fiéquetmes

et des fréquences cumulées. Indiguer {;uail’es sont les classes mud&ia et méﬁ&ane, I)onnes une
représentation graphigoe de cette série {effectifs et fréquences cumulées).: S

3. Aprds avoir rappelé leurs définitions, calouler au dixidme de kilogramme prés, la movenne X de la série
donnée, aiiisi que son éeart-type oy, Qu::lle valeur obtient-on pour la moyenne pcmdéréc de 1a série
classée?

4, Pre manidre généraie on considére une série de n ebsemtmns ¥, d'un caractére X ¥ et oy désignant
rzsp@mvemcnt 14 shoyenne et 'Scart-type de i:f:m: sério statlstaque
a. Unréel t = 1 dant donné, montrer que la samme ?(x - ¥ ¥, prise sur i’mt:mble des mc,il{:esx Eeis
que !x; Tt oy, est majorée par u o,

b. En déduire que la fréqaemc& des valeurs x; situées dans i’mtarvaﬂe B-togy, X+ t Tx [ ne pewt étre
inférieure &  ~ -E- '

¢. Donner un minorant de la fréquence des valeurs x, situdes dans Pintervalie J5 ~ 2oy, T + 2 o
(respectivement Uintervalie I¥ - 3 ox, X + 3 oy[).

5. Pour toute eéne statistique issue de Pobservation d'un caractdre qnanzztaizf déterminer un intsrvaile
centré sur X qui conticnt au moins la moitié de ses £léments.

Q" en est-il pour P'exemple donné des sacs de pommes deterre ? Com;:amr avec 'intervalle inter-quartile
obtenu dans In prcmiér{: quesiion.

On désigne par X, 1a variable a}éawlre qm prend pour valeur le pmdﬁ d’an sac de pommes de terre pris au
hasard dans 1a pmdm:i}ﬂn de In coopérative. Pour tout prélévement de 1 sacs, 1a série statistique de leurs
poids constitue 1" observation d'ur échantillon (X, X, ..., X, de Xa Les X; aam: done des. v&rmbies
aléatoires de méme loi que X, et indépendantes.

On sdmestra gue on peot représenter Ja loi de X, par une loi normale N (m, %), ol la raoyenne ni et ' &t
type o sont inconnus. On désigne par X la 4 mayenne aminné%zqnse des variables X, {1 = i=n),

1. Caleuler V' espérance mathémam;ﬂﬂ de X.,
2. Calotuler la variance de X,,.

Monirer que celle-ci tend vers € quand # tend vers infini, Expliquer ponrquei 1a moyenne X, dos
observatians x; peut 8tre donnde pour estimer fa valeur de m, cotie estimation étani 4" autant meitleure



&
que n est grand.

. A partir de 'observation d'un éch:ant;iion deo-taille:n de X4, on sonhaite dcmrmmur m un encadrement

de confiance de nivean 0,95, ¢’est-d-dire un intervalle aléatoire de la forme ] X, ~ &, X,, + g, tel que
PR e<ma K1) =095,

{Jeterminer € en fon@twﬂ de H et o. f;}n pourra admm quc X.,, suit une ol nc;zmﬁlf: cit}m o denﬁﬁra tas

pHIEINSTSS. :

. Quelle estimation poni;iuf:llf: i g Proposez-vous pour 13 va}aur ée o7 Effeetuex cette astimation pour Ia
série des 30 vaiwrs clcnnées on I, :

. Quel sncadrement de confiance PrOPOSeZ-VOUs pour m i ;)amr de P'échantillon observé? Pensez-vous
que {a coopérative a satisfait A ses engagements ? 7.

{On pourrs sdmettre que Ia eaille n = 50 tiﬁ E échantz}}on wnmééré permm l’appmmmnon m}rmale
2

- N Gt pour la ioi de Ia variable Xm]
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maczca 3
UNE ﬁQmeN Fﬁ&momm

On se prf}p%c d’érudier iés fcmztions f dnz R dans. R qui satisfont & Ia relation ;

(x) +

il} pﬁurmusxm}dek f(x}f(y)z# 1 et f{x+v} 1+f(x)f{y)

Onnote BV mscmbiﬁ des foncunns ge R ;ians R satssfa;sant Y [11

?r’éambule ﬂppraxzmauen d on réci pay méthode de dlchﬂmmie

1. Justifier que V6 est un réel irrationnel compris entre 2 et 3,

2.2, En utilisant une méthode de dichotomis, partant de Uiatervalle [2 31, MOntrer gu si gxiste ane suite de
rationnels (on de décimaux) dont 1a limite est V6,

2.b. En généralisant Ia méthode employée, montrer que, si & est I'ensemble de nombres défini par
&x[ﬂ'[(pin)e Nz}
i
alors pour tout x réel positif ou nul, it existe une suite d’éldments de A qui converge vers .

3, Expliciter un algorithme permettant de déterminer une valeur tﬁcunaic appmchée de VB avec trois décimales
exactes {on exprimera cet algorithme en langage courant). Donner Ia valeur obtenue en utilisant cet
algorithme sur une calculatrice programmable.

i. Préliminaire ; fonctions additives de R dans R,
Oin sote H Uensemibie des foactions ¢ de R dans R satisfaisant 2 la relation :
2] ex+M=ehi+ely) pourteasxetydeR.

i, Soit.gun éément de H.
a. Monitet gue ¢ (@) =0 et que @ st impaire,
B, Btablir que pour tout n entier natural non nul et foute partie finie {x,, ..., xideR, ong;
A #
o 3. 1}=2 ot
ER- N =

¢. Montrer que pow tous p de Nét g de N¥ ¢

m(ﬁ)mﬁw;
_ : : 4) 4
puis que pour tout rde Q, (N =reg{l).

2. Montrer que si un &ément ¢ de H est continue en un point & quelcongue de R, alors ele o5t continue suf
R iout entier e qu’on 4 alors :

gir)=x e} -paﬁr'mutx de R,



I B

3. Montrer que, de méme, 5 ¢ est un &lément de H «t si de plus ¢ est monofone (soit croissante, solt
déeroissanie) sur R, alors, on a égalem@ni

gl xcp{i') pmrtout,xcieﬂ

4. On admet qu'il exisie une fonction 13; dam H teEl& qae z{s {l} = l at i;f('n') = (}

TECISIIRNE Gue agx n’est pas menctene, et R "eat camtzﬁue ﬁen ancun puintde R et fa;m le lien avec
jes quﬂalmrzs 213,

Il. Exemples de fbhctiaﬁs app’aﬁmma E.

i, M{jmt‘er qiz il emste dm fam:imﬁs cm’zstantes appanenanz é E et ies préc::aer

2. Onnote thla f(:z‘i(:;tmn « langente I{;yggrbu gue s .déﬁnz_e par :.

et "E% *'-1 »
VrER, **”. EErehroE

b. Démonirer e pamt* tout nembre réel & a;;gsartanam 2 1’mwrva] o }_ l i{ it existe un umque nomhre
réek o tel goe th o = k. Montrer qae &5t donné par la formte

mzu;"l*in | + &
2 l %

3. Démontrer gue la fonction.th.est on élément f:ie E, ptm qua pmsr lout. élém&nt @ de H, th »  est encore
un €lément de E. o .

i, Une étude réciproque dans le cas des fanctions ceniimles o mano&mes.
Soit fun ément de E.

L o Mfmtrer qrr& g}wr somxdek ona | f(x)i o

{ b Montrer gue, §i F(O) & A fonc:wn Fest néc&ssamment ane- fenctmn constante {cm précisera fes
vaiemﬁ p{mzizlm.]

2. (}n suppose désormais que f(0) =

a. Montrer qu’alors f est ane fanction impaire et goe Pon g [ f{x} | <h powr itmtx é& It
b, On considere fa fonction g de R dans R définie par :

e by (LS
g{x} iﬂ(lwf{x})

l)ms pourguoi g est bien définie sur R et démontrer que g ast un éldment de H.

3. On suppuose dans cene question que Fest an élément de E tel que £{0) = § et que £ est continue en 0,
On définit ta fonction g comme en 2.5,

a. Montrer que g est continge en {3,
B. Om pese k= g {1} Démontrer que pour tont nombre réel 1,
Fxy=1thths)
4, Justifier Iféquévaiencﬂ des assertions suivantes lorsqne fest dans B ;
(Y Festcontinueen 0
(#3 fest dérivable sur R :

Tournez la page S,V.P.
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- {idd) fest de classe C7, ¢’ est-a-dire indéfiniment dérivable sur R,

IV, Une nouvelle caraciérisation grice it une fmille. &’équaﬁons différentielles,
On considdre mamt&ﬂmt ia famﬂie des éqnﬁimas dlfférentleﬂes

X D, © Y =mI-)

ol mest tn gsaramétre séelety whe fonction de R dans R, dérivable ser R
On dira alors dans ¢e tas que y est une solution de [D, ] daus R,

| 9

Monirer que s'il existe m dans R tel que y soit solafion de [D,] sar 5{,'3361‘5 yest de ¢lasse (f“
{itzdéﬁnimem déi‘i?ﬁi)ie sur R},

1.&. Montrer qu’il existe {ieux fenctmn& consi&niﬁa Sﬂhillﬁﬂs Sur R dﬁ iDm] pcmr tout m de R.

2. Momrer que toute fonamn appaﬁanam XE, fiérwabia en 0 et telle que £(OF = 0 st dérivable suc R et

3a.

3.h.

do.

4.4

4.h.

vérifie I"équation différentielle [D,] avec m = f" {i)}

Svit y une solution sar R d’une équation ED ] telle qu’il existe un intervalle T ' intériewr non vide

pm&r lequel |y(x}f pc‘:n;r mﬁt x daas I Momrer qu tl &xlgie alt;srs un r‘éeE 1,:. t,ei que
' -1
v(x) Cwe™ 4]
pourtout xde 1

En déduire que st ¥ 5t solation sar R d'une équation différentielle [D,]; 11 ne ;se,iit pm eXister
d'intervalle la, bl (avec a < P} vénfiant les deux conditions suvanies |

@ Iy@l=t o lyyl=t
{ii} iy{x}i #1 B pourinutxdans }a, b{

R vérifiant v {1, = 1 Eresp ¥ (xﬁ) - l] alots y est 1a fonction constante sur K égaif: ﬁ } en tmit point

{resp. égale & — I.en-tout point]. (On pourra raisonner par I'absurde). -

‘Montrer gue pour tout réel m, In foncton y définie par y{x) = th {(mx} poar tout x de R est Ia seule

solution sur R de [0, ] telle que y {3y = 0,

Conghure en caractérisant, grice aux éqastions différenticlies {D,]. I'ensemble des fonctions de R
dans R, vérifiant {1] et continuesen (.



