ENS 2004 - Accessibilité dans les graphes
Et/Ou — Automates alternants

Erratum

Le sujet original comporte une grosse erreur, qui rend la question 2 fausse (ce qui se
répercute sur la suite de la premiere partie par le biais de la définition de Ay qui n'est
plus possible).

Cependant, le sujet peut redevenir correct sil’on modifie la définition d'une application
compatible avec ¥ de la fagon suivante :

Définition
Une application g de V dans 2" est compatible avec ¢ si, pour tout s€ V :
- si f(s)=v,alors:
stu U gshesgw
(s,s")eE
- si f(s)=A, alors:

{stu [ gs)cgl®
(s,s")EE

De plus, au début de la deuxieme partie Automates alternants, dans la définition du
calcul d'un automate alternant, il faut bien str lire 7(q, a) et non simplement 7(g).

C’est cette version que nous utilisons dans ce corrigé.
I. Accessibilité dans les graphes Et/Ou

Question 1 Pour que ce résultat soit juste, il faut supposer que pour tout s € E, si f(s) =
v, alors {s’ eE | (s,she E} # ¢ (la condition n’est pas nécessaire si f(s) = A). Soit g
I'application qui a tout sommet s € ¢ associe V. Pour tout se V,ona:

U g&h= N g6h=V

(s,s"eE (s,s"eEE

Ainsi, quelle que soit la valeur de f(s),ona:

{s}uU U g(s’) ={stuU m g(S’) =VcV=g(
(s,8")€E (s,8")€E

Lapplication g est donc bien compatible avec 4.

Question 2 On a clairement, si f(s) =V :

stu U &a6hngsh < stu U a8 <= g
(s,s")eE (s,s")EE

On a de méme l'inclusion dans g»(s), d’'ou :

u U a6)ngl) c gingls)
(s,s")eE

Le cas ol f(s) = A, on en déduit que si g; et g» sont compatibles, alors gy N g, I'est aussi.

Question 3 On suppose que la question précédente est juste. On note Cy 'ensemble
des applications compatibles avec ¢. D’apres la question 1, cet ensemble est non vide.
De plus, il est fini. On peut donc définir :

Ag :s—[){gs) | geCy}

D’apres la question 2, I'application Ay ainsi définie est bien compatible avec ¢. Cela
implique en particulier que :

VgeCy VseV, Ag(s) S g(s)

Question 4 On donne des programmes Caml pour chacun des algorithmes demandés.
De plus, on choisit de représenter les ensembles par des listes, et on supposera pour
des raisons d’efficacité que ces listes sont ordonnées par ordre croissant (on rappelle
que I'on suppose que V ={1,...,n}).

1. Test d’appartenance :

let rec appartient e 1 =
match 1 with
[1 -> false
| a:: 1 >
if a = e then true
else if a < e then appartient e 1’ else false ;;
La complexité est en O(|]) ot [ désigne la liste représentant un ensemble.
2. Test d’égalité :
let rec egalite 11 12 =
match (11, 12) with
[0, [0 -> true
| a1l :: 11°, a2 :: 127 ->
if al = a2 then egalite 11’ 12’ else false
| -> false ;;



Puisque I'on parcourt les deux listes élément par élément, la complexité est en
O(min(|l1,1L2])). Lintérét d’avoir des listes ordonnées est ici flagrant car sinon, la
complexité aurait été en O(| | x | l2]).

3. Union de deux ensembles :

let rec union 11 12 =
match (11, 12) with
o, - ->12
| _, I -> 11
| a1 :: 11°, a2 :: 12° ->
if al = a2 then al :: (union 11’ 127)
else if al < a2 then al :: (union 11’ 12)
else a2 :: (union 11 127) ;;

A nouveau, a chaque étape de récursion, on supprime un élément au pire un seul
élément de I'une des listes. Ainsi, la complexité est en O(|/1] + |12]).

Remarque On peut en donner une version récursive terminale. Pour cela, une petite
fonction utilitaire s'impose :

let rec rev_append 11 12 =
match 11 with
[ ->12
| a :: 11> -> rev_append 11’ (a :: 12) ;;

let union 11 12 =
let rec union_aux 11 12 accu =
match (11, 12) with
[1, _ -> rev_append accu 12
| _, [0 -> rev_append accu 11
| a1 :: 11°, a2 :: 12° ->

if al = a2 then union_aux 11’ 12’ (al :: accu)
else if al < a2 then union_aux 11’ 12 (al :: accu)
else union_aux 11 12’ (a2 :: accu)

in
union_aux 11 12 [] ;;

4. Union d’ensembles indexés par un ensemble :
let union_g de_s g v =
let rec aux v accu =
match v with
[1 -> accu
| e :: v’ -> aux v’ (union accu g.(e))

in
aux v [1 ;;

La complexité de chaque union est en “O” de la somme des cardinaux des en-
sembles. Chacune des unions est donc en O(|V]). Pour chaque élément de S, on
effectue un accés en temps constant, et une union d’ensembles. La complexité de
la fonction est donc O(| V| x |S]).

5. Test de compatibilité :

On utilise pour le tableau f, le type sorte = Et | Ou pour indiquer la sorte de
sommet rencontré. On fait apparaitre explicitement les parametres sommets et £
qui codent respectivement les tableaux G et f.

let compatible sommets f g s v =
let rec aux v_a_faire =
match v_a_faire with

[1 -> true
| s :: v_a_faire’ ->
match f.(s) with

Ou ->

let union_ensemble = union_g_de_s g sommets.(s) in
egalite g.(s) (union [s] union_ensemble)
| Et ->
let inter_ensemble = inter_g_de_s g sommets.(s) in
egalite g.(s) (union [s] inter_ensemble)
in aux v ;;

Cette fonction utilise une fonction inter_g_de_s similaire a union_g_de_s qui
calcule I'intersection des ensembles correspondants. Il est clair que ces deux fonc-
tions ont la méme complexité.

Le déroulement de ’algorithme est simple : pour chaque sommet, on vérifie la re-
lation de g pour ce sommet. Ainsi, pour chaque sommet s on effectue une union
ou une intersection, en O(|V|?), plus la réunion avec {s} (qui correspond a un sur-
colit négligeable de O(|V)). Ainsi, la complexité totale est en O(| V3).

Question 5

1. Les ensembles A,(s) étant croissants pour 'inclusion, on ne fait figurer dans le



tableau que les nouveaux éléments. On a les étapes suivantes :

1 2 3 4 5 6 7 8 9
A 1 2 3 4 5 6 7 8 9
A 1 4,6 8 8 3 68
A, 4,6 3 3 8 3 46 3
As 46 8 3 46 3 46 4
A, 8 6 4

As 8

Ag 8

2. Pour s fixé, les (A, (s)) constituent une suite croissante pour 'inclusion de parties

d’'un ensemble fini. Chacune de ces suites est donc stationnaire. De plus, comme
il y a un ensemble fini d’états, la suite (A,) est elle-méme stationnaire.

. Tout d’abord, la limite A définie a la question précédente est, d’apres sa définition,
compatible avec ¢, doncona:Vse V, Ag(s) S A(s).

Mais l'inclusion inverse est elle aussi vérifiée. En effet, Vse€ V, Ag(s) € Ag(s), et si
pour neN,onaVseV, A,(s) € Ag(s) alors la croissance de I'union et de l'inter-
section en chacuns de ses arguments implique que 'on a alors :

VseV, Api1(8) € Ag ()

On en déduit par récurrence que ces inclusions sont vraies pour tout n. En parti-
culier, elles sont vraies au rang M défini a la question précédente. Autrement dit,
VseV, A(s) € Ag(s).

Ainsi, la limite A obtenue est la relation d’accessibilité A de 4.

. En calculant les relations (A;) successives, on obtient donc la relation d’accessibi-

lité Ag. La complexité des étapes se décompose ainsi :

— Linitialisation de Ay a un coft en |V| (qui sera négligé par rapport aux étapes
suivantes).

— Sil'ona A, d’apres la question 4 4., le cotit pour obtenir A, est O] V|3). Main-
tenant, au pire des cas, on ajoute un unique élément dans un seul des A, (s).
Aussi, dans le pire des cas, il faut V|2 étapes.

Ainsi, en conclusion, la complexité dans le pire des cas est en O(|V]°).

let a_g_moins_1 g s =
let a_g = accessibilite g in
let rec aux v_restants accu =
match v_restants with
[l -> rev accu
| v :: v_restants’ ->
aux v_restants’ (
match (inter a_g.(v) s) with
[1 -> accu
| _ -> v :: accu

)

in aux v [] ;;

La complexité est nettement dominée par le calcul de Ay en O(|V|°), puisque pour
I’énumération des sommets, chaque intersection est en O(|V|) et le test pour savoir si
I'ensemble obtenu est vide ou non est en temps constant, ainsi que I'ajout éventuel du
sommet a I’ensemble retourné. Ainsi, I’étape 1. précédente est en O(V]?) et I'étape 2.
esten O(|V]?).

Question 7

1. On peut tout d’abord remarquer que chaque sommet s € V n’est traité au plus

qu’'une fois dans la boucle extérieure, puisque il faut que ce sommet vérifie en dé-
but de boucle n(s) = 0 et que la choix suivant ot il est susceptible d’étre ajouté a S,
cela s’effectue apres une décrémentation de n(s).
Ainsi, la boucle extérieure est itérée au plus | V| fois. A chaque itération, les affec-
tations de s, S, L et T se font en temps constant. Ensuite, la boucle parcourant
les éléments de prec(s) effectue pour chaque aréte aboutissant a s un traitement
de temps constant. La boucle intérieure est donc au plus exécutée une fois pour
chaque aréte du graphe.

On a donc au total une complexité en O(|94|).
2. Montrons qu’a chaque test pour éventuellement entrer dans la boucle extérieure,
les points suivants sont toujours vrais :
@) VseV\isoh f()=A=n(s) =G -IGE)NTI;
(b) VseV\{sp}, f(9)=v=>n(s)=1-|G(s)NT].

Question 6 Un algorithme simple permettant de calculer A; (S) estle suivant : (c) VseSUT, sy Ag(s);
1. On calcule Ay grace a I'algorithme précédent. (d) VseV,seSUT & n(s)<0;
2. Pour chacun des sommets s € V, on calcule l'intersection de Ag(s) avec S. On re- C’est clairement vrai au début de 'exécution, puisque T = @ et sy € Ag(so).

tourne 'ensemble des sommets pour lesquels I'intersection précédente est nulle. Supposons maintenant que les deux propriétés sont vraies avant d’entrer dans la

En Caml, cela peut se programmer ainsi : boucle, et supposons de plus que S # @. Soit s I'élément de S qui va étre transféré



a T.Posons S’ = S\ {s} et T = T U{s}. Maintenant, pour chaque ¢ € V, définissons :
n()=n(t)—1site prec(s) et n' () = n(t) sinon

Définissons de plus S” = §'u{t € prec(s) | n'(r) =0 }. Il est clair que S” et T’ repré-
sentent les valeurs des listes S et T en sortie de boucle, et ' représente le tableau
n au méme point. Montrons maintenant que les propriétés (a), (b) et (c) sont véri-
fiespar ", T' et n'.

Pour (a) et (b), soit € V \ {so}. Si n'(¢) = n(r), alors t ¢ prec(s), et on a 'égalité
G NT = G(r)nT. Si par contre n'(t) = n(t) — 1, alors t € prec(s). Dans ce cas,
G() N T' = (G(t) n T) U{s}. Les propriétés voulues en découlent directement.

Pour (c) et (d), il suffit que la propriété voulue est vérifiée par les éléments qui
viennent d’étre ajoutés a SU T, autrement aux éléments de (S” U T')\ (Su T). Soit
t un tel élément. On a en particulier ¢ # sp. Si f(f) = A, cela signifie que n'(¢) =0 et
donc que G(¢) € T'. En particulier, on a G(t) € SU T et donc :

Vit eG(1), sp€ Ag(t)

On en déduit, par compatibilité de Ay, que sy € Ag(t). On procede de fagon simi-
laire si f(t) = A, ce qui achéve de montrer que (c) est vérifiée en sortie de boucle.
Concernant (d), il est clair que t € SUT = n(t) < 0. Réciproquement, si n'(f) <0,
deux solutions sont possibles pour x(f) : si n(¢) <0alors t€ SUT < S” U T'. Sinon,
si n(f) = 1, alors cela signifie que t € prec(s) et que t a été ajouté dans la boucle
intérieure. On a donc bien r€ S" = S" U T'.

On déduit que, lorsque 'algorithme s’achéve, ona T < Aél ({s0}), puisque dans ce
cas S=9.

Montrons maintenant I'inclusion inverse. Pour tout s € A;ql({so}), on définit, en
reprenant la suite (A,) de la question 5 :

r(s)=min{neN|syp€ A,(s)}

Nous allons montrer que par récurrence sur r(s) que pour tout s € A; ({sp}), on a
s e T. Linitialisation est triviale, puisque sy € Ag(s) < s = sy et que s € T. Mainte-
nant, soit n un entier naturel quelconque, et supposons que :

Vse Ay (fso)), r(s)<n =>seT

Soit maintenant un élément s € A(;l ({so}) tel que r(s) = n+ 1. Par définition de r(s)
etde A;,+1, celasignifie que : V r € G(s), sp € A,(t) etdoncque: Ve G(s), teT.
Mais ainsi, en reprenant les propriétés (a) et (b) précédentes de T, cela signifie que
n(s) <0etdoncdapres (d) que se T

En conclusion, on a montré par récurrence que Aggl ({so}) € T, d’ouI'égalité voulue.

3. On peut procéder ainsi :

Pour se V, faire

prec(s) := @ ;

si f(s) =V alors n(s):=1 sinon n(s):=0;
Pour (s, s') € E, faire

prec(s’) := cons(s, prec(s’)) ;

si f(s)= A alors n(s):=n(s)+1

Cet algorithme est clairement en O(|¥|), puisque I'on parcourt V puis E et pour
chacune de ces boucles, le traitement pour chaque élément se fait en temps
constant.

4. On peut donc résoudre le probleme d’accessibilité en temps linéaire : on com-
mence par calculer les tableaux prec et n en temps constant avec I’algorithme pré-
cédent. Ensuite, on applique I'algorithme de la figure 2 de ’énoncé avec au départ
S = {t}. Enfin, le résultat est le test de 'appartenance de s al’ensemble T rendu.

Les deux premieres étapes sont en O(|¥]) et la troisiéme en O(|V]), la complexité
totale est donc en O(|¥4)).

I1. Automates alternants

Question 8 Puisqu’il n’y a pas d’états finaux, toutes les feuilles doivent étre de hauteur
strictement inférieure a la longueur du mot du chemin.

Question 9 Etant donné un automate fini non-déterministe «;, on définit 'automate
alternant <, de la fagon suivante :
— son ensemble d’états Q, d’états initiaux et d’états finals est le méme que pour & ;



— ses transitions sont définies, en notant T I'’ensemble des transitions de <, par :

V(p,a)eQxZ,1(p,a)=V et §(p,a)={qeQ|(paq)eT}
La taille de 'automate alternant ainsi obtenu est égale a |Q| + | T| = |« |.

Les deux automates reconnaissent le méme langage, puisqu’'un calcul réussi pour </,
est un arbre dont la racine est un état initial, chaque nceud interne a exactement 1 fils
(accepté I'unique feuille de I'arbre qui est un état final), et chaque passage d'un nceud
aun neeud fils correspond a une transition de <.

Question 10 Etant donné un automate alternant <, définissons un automate alternant
/' de méme états et états initiaux que </, et d’états finaux F’' = Q\ F. De plus, concer-
nant les transitions, on note §' = 6 et 7 est défini par 7/ (p,a) = A < T(p,a) = V.

Notons L(«/, p) 'ensemble des mots correspondant a un chemin réussi pour « de ra-
cine p. Montrons par récurrence sur la longueur des mots quel'ona:

V(p,u)eQxZ*, ueL(«t,p) © ug L, p)

Pour le mot vide, on peut écrire :

eeL(A,p) © peF © pgQ\F se¢ L, p)

Simaintenant le résultat est vrai pour tout mot de longueur 7, soit # un mot de longueur
n+1.0nécritu=a-vavecacZet|v|=n.SoitpeQ.Sit(p,a)=A,ona:

uel(d,p) o Vqgedlp,a),velLl,q)
o Vgedlpa),ve L', q)
<non(3ged(p,a):ve L', q)
o ugLed p)

On procede de facon similaire si 7(p, a) = v.

Le temps de calcul pour obtenir </’ en fonction de «f est en O(|«/|) puisqu’on se
contente de calculer le complément de F dans Q (de complexité en O(|Ql)) et, pour
chacun des états p et des lettres a, on change la valeur de 7(p, a).

Question 11 On construit récursivement I’ensemble des états qui, pour un mot donné,
sont le départ d'un calcul réussi sur ce mot. On définit pour cela Q(¢) = F et :

V(a,ueXx2*, Qla-u)={qeQ|t(g,a)=A et 5(q,a) < Qu) }
u{geQ|r(ga=VvetdqganQu#g}
On vérifie aisément que le calcul de Q(a- u) a partir de Q(u) se fait en O(|</|) (pour

chaque état g € Q, on parcourt 6(g, a)) et qu'un mot w est accepté par < si, et seule-
ment si, go € Q(w). Ainsi, on teste si w est accepté par & en O(|w| x |</|).

Question 12 On construit ’automate non-déterministe </, ainsi: son ensemble d’états
est’ensemble des parties de Q; : Q2 = 9(Q1). Les états finaux sont les parties non vides
de Fy, I'état initial est {go} est les transitions sont définies par :

VpeP, 1(p,a)=n=>06(p,a)c P

(Pa,PheT, &
VpeP,t(p,a)=Vv=>08(p,a)nP #¢

Par récurrence sur la longueur des mots, on montre que pour tout mot u et tout état P €
Q», il existe un chemin étiqueté par w et allant de P a une partie de F; si, et seulement
si, P < Q(u) olt Q(u) est 'ensemble défini a la question précédente. En effet, si u = ¢,
comme Q(g) = F, celarevienta P < F. Sinon, si u = a- v, il faut :

PcQ(a-v) © AP': (Pa,P)eT, et P Q(v)

Mais cette équivalence est évidente d’apres les définitions de Q(a- v) et de T». En effet,
siP< Q(a-v), en posant :

P'=J{6p,a)|pePett(pa)=n}ulJ{6(p,a)nQW)|peP ett(p,a)=V}
on a alors bien (P, a, P') € T» et P' = Q(v). La réciproque est triviale.

La complexité de I'algorithme est exponentielle en la taille de <7 .

Question 13

1. Siunautomate d’au plus 2" états accepte le mot 12", tout chemin réussi ayant mot
pour étiquette passe deux fois par le méme état. On peut donc, d’apres le lemme
de I'étoile, écrire 12" sous la forme x- y- z avec y # € et tel que pour tout 1, x- " - z
est accepté par 'automate. Son langage ne peut donc pas étre réduit a {12"}.

2. Thonnéteté m'oblige a laisser la parole al’auteur du sujet pour cette derniere ques-
tion.

On supposera dans la suite sans perte de généralité que n = 2. On définit :

Q={gi|ielL,nl}u{qgir|l<i<k=n}
u{gilielLn) }u{gie|1=i<k=n}u{q}

Létat initial est g, les états finaux sont donnés par :

F={qui|i<n}ulgnn}



Les transitions sont définies par :

Go—qgiN...\Nqp
Vk<n, qk—»qukv...vqk,lykvqT,k
Vi<k<n, qirx— qiNqk
Vk<n, qrx—qQN.--Nqk-1Nqk
Vk<n, Gk = QL V-V qi-1,kV Gk,k
Vi<ksn, qir— qiNqk
Vk<n, qrr—qiN...ANqk
On montre, par récurrence que 1 < i < 2"~! qu'il existe un calcul de 'automate sur 12/~
tel que 'ensemble des états étiquetant des nceuds de profondeur 2i — 1 est :

{qgj|le j-émebitdei—1lest1}u{q;|le j-emebitdei—1est0}

Sii—1,alors2i—1=1 et on a un calcul de I'automate sur le mot 1 dont les nceuds de
profondeur 1 sont étiquettés g1, ..., q,. Or, tous les bits de i — 1 sont nuls.

Supposons maintenant la propriété vraie pour i. Soit j I'indice du bit nul de i — 1 de
poids le plus faible. Comme i —1 < 2""! —1 on a j < n— 1. Pour chaque nceud éti-
queté g avec k < j, on construit un successeur g, qui a lui-méme pour successeurs
q1,...,qk- Le nceud étiqueté q; a pour sucesseur g;,; qui a lui-méme pour successeurs
q1,...,qj-1,4;. Enfin, pour k > j, les nceuds étiquetés g ont pour successeurs q;,; qui
ont eux-méme pour successeurs g; et g et les nceuds étiquetés g ont pour succes-
seurs ¢  qui ont pour successeurs ¢; et Gx-

En appliquant ce résultat pour i = 2”1, le calcul de l'automate sur 12"~! a

pour feuilles les états qi,...,qn-1,Gn. A I'étape suivante, on obtient pour feuilles
— — N 3 . n
qgi,1>--+» Gn-1,n—1,qn,n d’ot1 un calcul réussi pour 12",

Réciproquement, montrons par récurrence sur la profondeur d'un calcul réussi que les
mots acceptés a partir d'un état g; (pour i = 1) sont de la forme 12*! o1 le i-eéme bit
de m est 0 et ceux qui sont acceptés a partir d'un état g; (pour i < n) sont de la forme
12+1 i1 le i-eme bit de m est 0. Enfin, ceux qui sont acceptés a partir de g, sont de la
forme 12! ot m <271,

Pour un calcul de profondeur 1, dont la racine est étiquetée g;, il suffit que i < n et en
effet le i-eme bit de m = 0 est 0. A partir de g;, le seul cas réussi correspond a i = n.

Si maintenant k < n et p est un calcul réussi a partir de g, deux cas se présentent. Soit
qx a pour seul fils g; ;. avec j < k, lequel a lui-méme deux fils g; et gx. Dans ce cas,
par hypothése de récurrence, le mot accepté est de la forme 12 - 12! o1t m < 27! et
le j-éme et le k-eme bit de m valent 0. Dans ce cas, m + 1 a encore 0 pour k-éme bit et
la récurrence est montrée. Sinon, g;. a pour fils g x qui a lui-méme pour fils gy, ..., gk.
Par hypothese de récurrence, le mot accepté est de la forme 12 - 12*! tel que les k bits
de poids faible de m valent 1. Dans ce cas, le k-eme bit de m + 1 vaut a nouveau 0.

Si cette fois, pour k < n, on considére p un calcul réussi a partir de g, deux cas se
présentent. Si gy a pour seul fils g x qui a lui-méme pour descendants qy, ..., Gx—1, Gk-
Dans ce cas, le mot accepté est de la forme 12*3 oi1 les k — 1 bits de poids faible de
m valent 1 et le k-éme bit vaut 0. Dans ce cas, le k-eme bit de m + 1 est bien 1. Sinon,
q a pour successeur q; avec j < k, qui a lui-méme pour successeurs q; et qi. Par
hypothese de récurrence, le mot accepté est de la forme 12**3 et le j-éme bit de m est
0, le k-eme bit de m est 1. Il en résulte que le k-eme bit de m + 1 est 1. Cela acheve la
récurrence.

Finalement, si p est un calcul réussi a partir de g, alors ou bien ¢,, a pour fils g,,, qui
est une feuille du calcul et le mot accepté est 1, ou bien g, a pour fils gq; ;, (avec j < n)
qui a lui-méme pour fils q; et g,. Dans ce cas, par hypothese de récurrence, le mot
accepté est de la forme 123 oli m < 2*"! etle j-eme bit de m est 0. Il en résulte que le
n-eme bit de m+1 estle méme que celui de m, soit 0. Comme m+1 < 271 il en résulte
que m+1<2"71,

En conclusion, les mots acceptés a partir de tous les états g; (avec i < n) sont de la forme
12m+1 oi1les n— 1 bits de poids faible valent 1 et m < 2”*~'. Un unique mot satisfait cette
condition : 12"~1. 1l en résulte qu’'un mot au plus est accepté a partir de g : 12"

Ainsi, on a montré que I'automate alternant construit admet comme langage {12"}. 11
est de taille O(n?) puisqu’il comporte O(n?) étatseton a:

n-1 n-2 n-1
Y@l =), 5(q,)|+2|6(ql)|+z Y 16(g;, k)|+Z 16(qx, i)
qeQ i=0 i=1 i=1k=i+1

n-1 n n-1
+3 Y 6@+ Y 18@k0!
k=1

i=1k=i+1

I}
Wi Mm

- n n-1 n-1
) Z 2n—i+D+ ) k+) 2(n-D+ ) k

i=1 k=1 i=1 k=1
= O(nz)

Ainsi, la taille de 'automate est en O(n2).



