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A. Préliminaire :

o . . 1
1)1+]2—|—j4:1_2_
2°)On ax,=X*+ X%2+1,daprés 1°) , j et —j sont des racines et comme y 4 est & coefficients

réels , donc j et —j sont aussi des racines , Ainsi x4 = (X — j) (X +j) (X —j) (X +J)

X 4 étant scindé a racines simples , donc A est diagonalisable .

X = g € Ker (A — jl) si et seulement si tZ _ gfg
t —r—z = jt
1
Donc y = jx ,z = j?z = jx ,t = x , par suite Ker (A — jI;) =Vect %
1
1
A étant une matrice réelle , donc Ker (A — 314) =Vect ;
1
1 . 1—
De méme Ker (A + jl,) =Vect _jj et Ker (A+ jli) =Vect _]:7
—1 —1
11 1 1 j 00 0
AinsiU=| <2 7 = ) | onaU AU = 07 00
JoJ J 00y 0
11 -1 -1 000 —j
3°) Les solutions du systéme X' = AX sont de la forme :
1 1 L L
Xitoae | L4t T | 4reit| = | 46e7| 7
J pe J e J ‘ J
1 1 -1 1
yl
4°) Si y est solution de y 4+ 4" +y =0, alors Y = g// est solution du systéme
ylll

Y’ = AY | donc de la forme précédente , en particulier il existe (a, 3,7,0) € C*tel que :
Vie C,y(t) =a e + Belt + e it + fe 7t

Réciproquement : toute fonction de le forme ci-dessus est solution .

Notons ¢, la fonction définie par ¢, : t — e . On a (goj, i O gp_;) est libre , donc

Une fonction est a valeurs réelles & y =y < f=aet d =7 .
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Donc les solutios & valeurs réelles sont de la forme y (t) = o e/ + @elt + ye 7t + Fe it

Ce qui peut s’écrire sous la forme :

y(t) = Ae™3 cos (?t) + Be 5 sin (?t) + Ce3 cos <§t> + De? sin (?t)

Ou A, B,C et D sont des réels .

Notons ¢, la fonction définie par o, : t — e . On a (goj, D_i» O gofj) est libre , donc
Comme les fonction les fonctions

B ) Un lemme de du Bois-Reymond

3 .
Posonw(t)={6 T2 etk(t)=1—. Onaalors h(t)=pok

32 si t>0
0 si t<0

D’aprés le théoréme de prolongement ¢ est de classe C' . De méme on applique

Vérifions que ¢ est de classe C? . ¢ (t) = { et %iné ¢ (t)=0

le méme théoréme pour ¢’ . h est composé de fonctions de classe C? , donc elle est C? .

6°) Soit v l'application définie par :y (t) = = [(x1 — zo) t + 21 + 0]

N | —

On a v :R — R est bijective et 7 (—1) =xg et y(1) =21 et vy ([—1,1]) = [z, x1] .

Posons g (z) = h (v (z)) ,g est de classe C? sur R. Soit x € R , alors :

e Six € |xg, 4] , alors y7! (z) €]—1,1[ , donc g (v (x)) >0 .
e Six ¢ |rg, [, alors v (z) ¢]-1,1] , donc g (v (x)) =0 .
7°) Soit F € C°([0,1],R) telle que fol F (z)u(x)dz = 0 pour tout u € E, .

Supposons que F est non nulle , alors il existe zy € |0, 1] tel que F (z9) # 0
Puis par continuité , il existe z; € ]0, 1] tel que : Vz € [xg,21] ,F (z) >0 .

Soit g 'application définie a la question précédente , g € E&Oalors

/F(x)g(x)dx:/F(m)g(m)da:>0carF(x)g(x)>OSur [0, x1] .

Ce qui est absurde , donc F' =0 .

C . Une condition nécessaire d’Euler-Lagrange .

9°) A T'aide de la formule de Taylor pour les polynémes , si deg P = N | alors :

N .

P ,

P(zg+h) =) :#hz
k=0 ’

2



Par application de la formule de Taylor pour les polynémes , si N = max (deg P, deg Q)

J(fo+tu) = / P(f (x) + tu x))dx—i—/OQ(fé x —|—t’u(x))d:c

0

p@ , QW .

0 k=0 0 k=0

0

_ Zt_‘ / [P(i)(fo(m))( (@) + QW (f} (= >><u'<x>>l} da

N
Donc J (fo+t u) = Zaktk ol a =

k=0
1

En particulier a; = / [P (fo(z))u(x)+Q (fy(x)u (z)]dx .

0

)

S [P0 o) @) + @0 () (v 2] da

Z'

9°) Si J (fo) < J(f) pour tout f € E. On a pour tout t € R, fo+tu € FE
Donc ¢ (t) = J (fo + tu) > J (fo) pour tout t € R
La fonction t — ¢ (t) est dérivable puisque polynomiale et présente un minimum en 0
Donc ¢’ (0) = 0 c’est-a~dire a; =0 .

D’autre part , a I’aide d’une intégration par parties , on a

1/@’ () dw = [u(2) Q f’ ]f” (2)) u (x) dz

=0 car u(O) u(

Donc a; = / [P (fo(x))— f§ () Q" (fy(x))]u(x)dx =0 Pour tout u € E .

0

Comme la fonction z +— P' (fy (x)) — f" (z) Q' (f{ (z)) est continue , donc d’aprés la question 7°) |

ona: P (fy(x))— fi(z)Q (fi(z)) =0, cest-a-dire que : P’ (fy (z)) + % Q' (ff (x))] .

Premier exemple : On applique ce qui précede avec P (z) =0 et Q (z) = 22 .

(A) :y” =0 . Les solutions ce cette équation sont les fonctions affines y : x +— ax + b

y € £, siet seulement sia =1et b=0, donc fy(z) == .
Pour tout f € E ,ona: f(1)=1et f(0) =0, donc ,

1/2

1=/ (1)~ (0) =/01f’(t)dt§ (/Ol(f'@))?dt)m (/Oldt)w: (/01<f'<t>>2dt) —J(f)

Donc J (f) > 1= J(fo) pour tout f € E .

Deuziéme exemple :

12°) Dans cet exemple P = 0 et Q (z) = 2% + 23 équation différentielle (A) s’écrit alors :



d 2
A): o (2 +3()°) =0
(A): {2y +3(y)
Si f € E est une solution de équation différentielle (A) , alors 2f (z) + 3 (f' (x))* = C constante

D’autre part on a f (0) =0 et f (1) = 0 d’aprés Rolle , il existe o € [0, 1] telle que : f' (a) =

Par suite C' = 0 , donc f' () (2 + 3 (f' (z)))* = 0 ce qui donne que f’ (z) € {0, —g}

Et comme f’ est continue , donc [ est constante égale & f’ (o)) = 0 par suite f est constante
égale a f (0) =
13°) Pour tout t € R, la fonction x +— ¢ f (x) est un élément de E , de plus
1 1 2
2t 7T—3t
J(tf(x)):tQ/ (2x—3x2)2dx—l—t3/ (2m—3x) dr = — | ——
; ; 105\ 3

change de signe donc pas d’extremum .

D ) Un exemple avec dérivée seconde :

14°) On a |ff"] < = (]f| + | f"] ) ,If? et |f”)? étant intégrable , donc|f f”| est aussi intégrable .

Supposons que liril f'(x) f(z) =400, alors il existe A > 0 tel que : Ve > A | f'(z) f(z) > 1

1
Puis par intégration , on a 5 (f (ac)2 —(f (:1:))2) > x — A pour tout x > A

Donc f2 n’est pas intégrable , ce qui est absurde .
15°) On a /0 (f' () dt = [f ( / @)
Dmmﬂ@f@ﬁ=/(ﬂﬁ)ﬁ+f( >+/fw>ﬂ<>

0
x

Supposons que f? n’est pas intégrable , comme elle est postive , alors lim (f' ()% dt = +o0
0

T—+00

T—-+00 T—-+00

f'f" étant intégrable , donc lim / f'(t) f" () dt est finie , donc lim f’(x) f (x) = 400 absurde .
(f)? étant intégrable donc

“+oo

lim () /' (2) = [ (F' (O de+ 5O F /f _LeR

T—+00
0

Supposons que L est non nulle , alors f (x) f' (x ) ~ L puis a 'aide des relations de comparaisons

/f dtwLa: —  +00

T—-+00

> ~ Lz et absurde puisque f2 est intégrable sur R* .

—+o00

Ce qui donne que (f (z))



16°) Les solutions de (E) a valeurs réelles peuvent s’écrire sous la forme :

t 3 ‘ 3
y (t) = pye” 2 cos (gt + %) + pye? cos (gt + @1)

3
La fonction ¢ — e~ 2 cos <§t + <p0> est un élément de L2 .

Reste & voir ¢ — €2 cos <7t + gpl) . a l'aide d’un changement de variable on peut se ramener

t
a la fonction t — e V2 cos (t) . Or

X

2t 3 2X) = 2 3
/6\2/3 cos® (t) dt = %)e = —\/_+ \/_ =5 —l—\{—6€os(2X) e
0

2n7r\/§

2nm
2t 5 5
Donc / evs cos® (t) dt = _1_6\/§E\/§6 3  — +o0 lorsque n — 400
0

Donc la fonction n’est pas intégrable .

Par suite y € F si et seulement si p, = 0 c’est-a-dire si y €Vect(ey, e3)
17°) D’aprés ce qui précede les éléments de F' appartenant a L? sont les éléments du Vect(ey, e3)
qui est égal & I’ensemble des solutions de ¢y’ + vy +y =0 .
Pour f €Vect(ey,es) , il existe (o, 8) € R? tel que : f = ae; + Bes . On a alors :
J(f) = J (aey + Pey) = i(a +2a5\/_+36> (a—l—ﬁ\/_)
Deplus J(f) =0 a=—-8V3 & f=p8(es—V3e1) =269 .
18°) I suffit d’utiliser a® — b* + ¢ = [a + b+ ]* — —2ab — 2ac — 2bc — 2b°
On a f,f et f” sont des éléments de L?,donc les fonctions ff', ff” , f'f” sont intégrables
par suite les fonctions f2 — (f')* + (f")* et (f + f' + f") sont intégrables .
L égalité précedente , donne que (f (A) + f' (A))* admet une limite finie L > 0 .

Et comme (f + f)° est intégrable , donc lim (f (A)+ f/(A)*=0.

A——+o00

Par passage a la limite , on a alors
+o0o
J(f) = /0 (f (@) + 1/ (@) + " (@) dz + (f (0) + [ (0))* > 0

J (f) est minimale lorsque f (x) + f'(x) + f"(x) =0et f(0)+ ' (0) =0
Cest & dire f = aey + Peg et f(0) + f/(0) =0, ce qui donne la condition de 17°) .

E. Application : Une inégalité de Hardy et Littelewood
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20) f € E, donc pour tout 4 >0, f, € E et J(f,) > 0.

OnalJ(f,)= ;roo f(uz) — 2 (f' () + p* (" (ux))® dz , utilisons le changement ¢ = iz , on a :
T 2 1 7 2 .JFOO / 2 1 7 /2
Z (F () o = / (F (@) dt / (7 ) o = / (7 (1) de
7 1" 2 _ 1 7 " 2
[ (" ) e = - / (£ (6)) dt .

Donc :

() )=+ ( [u@ra—w [ @y [ <x>>2dt) > 0 pour tout 4 > 0

0 0 0

+o00 +oo +oo
Posons A = / (f (z))*dt ;B = / (f' (x))*,C = / (f"(z))*dt . (discuterlecas C =0 ...)
0 0 0
B\® 4AC - B?
— A _ 2 _ - -
OnaU(t)=A— Bt+Ct C(t 20) +

B\ 4AC - B?

En particuluer U (%> = > 0 ce qui donne B < 2v/ AC c’est I'inégalité cherchée .

I’égalité a lieu si seulement si il existe

1 C B\’ ]
Si I'égalité a lieu , alors J (f,) = ;U (u?) = " (,LLQ 55 = 0 pour u = %6,
Or les fonctions minimisant J sont de la forme Ay , donc il existe A € R tel que

fu =AY cest -a-dire f (uzr) = M) (z) donc f(x) = A (%) ol ft = % _



