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Corrigé de E3A 2007 PC math A

Partie A

Le coefficient de 3’ ne s’annule que pour = 0, les intervalles de résolution sont Iy = R* et
I = R%. L’équation s’écrit encore ((e” —1)y)’ =1 d’ott (e — 1)y = x4 Cy sur I; , x4 Cy sur
Is.

Pour pouvoir prolonger la solution sur I; en 0 il faut 0 x y(0) = 0+ C; donc C; = 0; de méme

il faut Co = 0. On obtient alors pour x # 0: y = x 1= f(z). Un développement limité &
et —

, x 1 x . .

Pordre 1 donne: f(z) = T 22T o) =1 22T o) =1- 5 + o(x) qui entraine que

f est continue en 0 (f(0) = 1) et que f est dérivable en 0 (f/(0) = —1/2). (E) admet donc f
comme unique solution sur R.

La simplification par x impose de prendre un développement limité & 'ordre 3 pour e*: f(z) =

T 1 x  x? x x
= =1—(= - N2 2 -1-=
r+22/2+23/6+o0(x3)  1+4+x/2+22/6+ o(x?) (2"’ 6)+(2) +o(z?) 2+
oy (z*)
B o(x?).

On en déduit f(0) =1, f/(0) = —1/2 mais l'existence d’un développement limité & 1’ordre 2
n’entraine pas que f est dérivable 2 fois en 0.

Il faut montrer que f’ est continue en 0 (pas de probleme pour x # 0). En utilisant (E) :

1—¢” 1-(1 1—2/2 1
fl(z) = ¢’/ (@) = (1 +2){A = 2/2) + olx) = —=+0(1). f’ est continue en 0 donc f
est de classe C* sur R.

e? — 1 x4 o(x) 2

La tangente T a pour équation y = —5 + 1. Le développement limité a l'ordre 2 entraine:

fle)—(1-3) = % + o(x?) qui est positif pour z proche de 0; la courbe (C) est au dessus de
T pour x proche de 0.

g (x) = xe” est négatif pour x < 0 et positif pour z > 0; g a donc un minimum en 0 d’olt
g(x) = 0 pour tout z.

e’ —1 — xe®

fl(x) = RS a le signe de —g(z) < 0 donc f est décroissante sur R.
lim f(z) = +oo et liIJIrl f(x) =0: f a donc pour asymptote y = 0 en +oo.
Ig@w(f(x) +z)= mli)r_noo efe_ 1= 0: f a donc pour asymptote y = —z en —oo. On a de plus

f(z) = 0et f(z)+ 2 = 0 pour tout z; (C) est donc au-dessus de ses deux asymptotes.
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ii. t est impaire puisque tanh est impaire; f; est donc paire.

iii. fi(x) est la différence des ordonnées des points de (C) et T ayant la méme abscisse z; la
parité de f; entraine que cette différence est la méme pour z et —z. Il y a donc égalité
entre les aires limitées par (C),T et les droites d’abscisses —x et 0 d’une part, (C),T et les
droites d’abscisses 0 et x d’autre part.

[ est continue sur R, ; le seul probleme vient de la borne +00. En 400 on a f(z) ~ & =
o(1/z?%) donc f est intégrable sur [1,4o0[ et I existe.

o(u) = —In(u) définit une bijection de classe C1 de ]0,1[ sur ]0,+oc[. on peut donc poser
Y (= 1nu) (—du)
x = —Inwu dans I pour obtenir: I = /
1 Lju—1 wu
Iégalité I = J.

Iy existe puisque In est intégrable sur ]0,1]. Il n’y a pas de probléme d’existence pour Iy

= J. Cela prouve l'existence de J et

k+1 1k
quand k£ > 1. On integre par parties sur [z,1] (x > 0): I = —[;;+ . Inu)} —I—/m klj_ 1du =
xk-{-l 1 1
Tl Inx + m qui donne en faisant tendre z vers 0: I = m

Soit (gn) une suite de fonctions continues et intégrables sur I telle que la série (3 g,,) converge
simplement sur I vers une fonction continue g; si de plus la série (3 [; |gn|) converge alors g

+oo
est intégrable sur I et /g = Z/gn
I i

Inu

—+o0

= Z —u®Inu donc la série de fonctions de terme général gi (u) = —u” Inu
k=0

converge simplement sur ]0, 1] vers la fonction g : u — 2% qui est continue sur ]0, 1]. La série

Pour u €]0, 1]

de terme général fol |gk (u)|du = Ij, converge (série de Riemann d’exposant 2) donc on obtient

o0 o0 1
J = ZIk. En changeant k en k — 1 on a bien [ = J = Zﬁ = ((2).
k=0 k=1

Partie B

ga est continue sur R car tlim 9a(t) = cosh(am) = gq(r).
——T
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/ cosh(at) cos(nt)dt = cos(mf)] +/ Mnsin(nt)dt
0 0 0 a

a

)

2

T inh
d’ott (1 + n_2)/ cosh(at) cos(nt)dt = sinh(ar)
a=Jo

(—1)™ qui est bien le résultat attendu.
»asinh(ar)

2 [T 2
ga est paire donc b, =0 et a,, = ;/0 ga(t) cos(nt)dt = ;(—1) 2



(d)

Puisque g, est 2m-périodique, continue et de classe C' par morceaux sa série de Fourier converge
normalement sur R vers g,.

sinh(am) 2 Z M' En posant

On a donc g,(7) = cosh(am) = % —l—; ap cos(nm) = — + - 2@
: - 1 1 1
x = am on obtient 2z ; P = o= t(x).

1
Noo(t'—>t2+ 7r2) 22

y a bien convergence normale.

est le terme général d’une série de Riemann convergente donc il

1 k+1 1 1
—— < —dt < — pour
) & tp kp

(k+
"1
k > 1; en ajoutant ces inégalités pour 1 < k< n — 1: Z ™ / —dt < Z =
k=1 1

1
I’application ¢ +— m est décroissante sur [1,+oo[ donc

1
Pour p > 2, 'application t +— m est intégrable sur [1, +oo[ donc ((p) existe. En faisant tendre

> 1 T 1
n vers +o0o on obtient ((p) —1 < / —dt = L ] -— Comme ¢(p) > 1 on déduit
1 —Pl p—
lim ((p) =
p—too

Quand k tend vers +o0o, |aay
™

si |t] < w. Le rayon de convergence de la série entiere est donc égal & 7 et la série converge
pour || < 7.

2k +2)%%  (1\*" , .
2| = C(WTH) ~ = — qui tend vers 0 si et seulement

N (—l)kt2k +oo +oo N 1 k ok
Sn(t) = k72 Z n%” Z Z 2k+2 puisque les N + 1 séries convergent.
k=0 n=1 n=1k= 0
+00 (2 \N+1 t \2N+2
. 1 1 ( (mr)z) 1+ ) ( ) +
Puisque |t| < nm on calcule Sy (t) = ; e - (M)2 = Z 7+ (nm)?
too (L)2N+2 +00 (t_z)N-i-l 42 N+1
Dot |Sn(t) — m(t)| < A < T == t).
ol [Sn(t) —m(t)] ngl 2 + (nm)? ngl 2 + (nm)? (Wz) m(t)

En faisant tendre N vers 400 on obtient pour t €] — m, 7[: h(t) = Nlim Sn(t) =m(t).
— 400

C’est une fonction somme d’une série entiere de rayon de convergence non nul.

D’apres B)l)e) t(z) = 2zm(x) ; d’apres B)2)e) m(x) = h(z). On a donc t(x) = 2 Zagkx%ﬂ

pour |z| < 7.

R : B T T 242 N
D’apres A)4)b)i) f(x) =1 — §+§ (5) —1——+22a2k( ) pour [§| <7 On a

age—2  (=1)F1¢(2k)
922k—1 92k—1,2k

donc pour z €] — 27, 27[: f(x)=1— § + Zﬁkx% en posant [ =
k=1

f est donc de classe C° sur | — 27, 27[; comme elle I'est aussi sur R* par sa définition elle est

sur R. f(0) =1, f/(0) = -1 , et pour k > 1 :fCk+D(0) = 0 et £9)(0) = (2k)!Bs.

En utilisant le développement limité de f calculé au A)2)a) on obtient: I = ((2) = 27?3, =

1 w2
2 X — = —.
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