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2018

Q1.

Q2.

Q3.

Exercice 1

1)(f|g) existe dans R forme

i) (flg) = (glf) symétrique
i13)(Af + glh) = A(f|h) + (g|h) linearité a gauche

N

Soit f, g et h € E. Soit A € R. Montrons : ] ] ]
linéarité & droite

)
v)(ff) =0 positivité
vi)(flf)=0= f =0g caractére défini

Pour (i) : Comme f et g sont continues sur [—1, 1], on a bien ’existence dans R de (f|g) = f f(t)
1

1
Pour (ii) : On a: (flg) :/_lft (t) dt = g(t)f(t) dt = (g]f)

-1

1
Pour (i) - Ona:(Af+g|h)—/ OF(E) +g(0)h(t) dt = / (1) dt+/lg(t)h(t) dt = A(f|h)+

iv) : Conséquence de (i) et (i7)
1

v) . La fonction f? est positive donc (f|f) = / f®)?dt =0
-1

(
Pour (
Pour (
Pour (vi) : On suppose que (f|f) = 0.

donc / f(t)?dt =0 or t — f(t)? est continue et positive sur [—1, 1]

d’ou Vt € [~1,1], f(t)? =0 ainsi la fonction f est identiquement nulle sur [—1, 1]

’ (+]-) est bien un produit scalaire sur E‘

1
On remarque que (u|v) = / tdt =0 donc u L v

-1
Ainsi la famille (u,v) formées de vecteurs non nulles est orthogonale donc elle est libre.

Ainsi (u,v) est une base orthogonale de F = vect(u, v)

t=1 2

Deplusm /11dt 2et\/W:\//_llt2dt:\/[t;} = 3

t=—1
. 1 3
Ainsi | —=wu, 4/ =v | est une base orthonormée de F.
V2V 2
, t\/g

1
En notant v/ :t— —= et v :t— ") est une base orthonormée de F

7 : ok (u', ")

Je note p le projeté orthogonal de w sur F qui existe bien car dimF < +o0

Selon le cours, on a p = (w|u’) "+ (w')v" car (u',v") est une base orthonormée de F
1
or (wlu') = / eldt = el—e )= — - —
v LSRR Rvr
et & laide d une intégration par parties avec des fonctions de classe C', on a :
L tV3 3 - ! 3 32
(w[v') = V3= V3 <[tet] ) / etdt> _ V3 (e'+et—el+e )= V32
-1 \f \@ - -1 V2 V2e
3t

e 1
donc |p:t— — + 3" 5 est le projeté orthogonal de la fonction w sur le sous-espace F
e e

On cherche en fait (d(w, F))? ot d(w,F) est la distance de w au sous espace F

Selon le cours d(w, F)? = ||w — p||?
Onaw—p+p=wet (w—p) LpcarpcFetw—pcF+
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Q4.

Q5.

Q6.

donc d’aprés le théoréme de Pythagore, ||w — p||? + ||p||? = ||w]|?

done (d(w, F))* = [lw — p||* = [|w]|? tllf?\IQ

1 2t 2
e e 1
or [Jw]|? = (w|w) = / o2t — M e L
-1 t=—1 e

12 2
et en utilisant le calcul dans une base orthonormée ||p||? = (w|u')? + (w|v')? = (e - > + <\[>

6 e 13
& 2 = o=y
ou ||pl|* = + 502 1 + 213 > + 52 i
d 2 _|lp|l? = — = 1=1- "~
S =1
Lo ) 7
Ainsi (a})l)lefRQ {/_1 ("= (a+0bt))” dt| =1— 2

Exercice 11
Question préliminaire
Soit k > 1. Quand n — 400, (n — i) ~ n pour i € [0,k — 1] fixé
Par produit n(n —1)---(n — k + 1) ~ nF puis (ﬁ”—*l"*TkH) ~1

n n
On a bien| lim (nn—l...n—k—i—l) =1

n—+oco \Nn "N n

Quand n — 400, & partir d’'un certain rang on a n > k donc

)\ n
1-2
n n! Ak< n> M fnn—1 n—k+1 A\ R A\"
P(X, =k) = F1—p)nF = — =— |- 1—--— 1-=
( ) <k>p( p) kl(n —k)! nk <1 A (n n n )( n) < n)
A\ F A\" A A A
r(l—) — 1et (1—) :exp(nln<1—>>etona—>0doncln<1—)~—
n n n n n

)\ n
d’ott nln (1 — — ) ~ =X car A # 0 comme exp est continue, on a (1 — > —e A
n n

A=A

S>>

Ainsi par produit et a 'aide du calcul précédent : | lim P(X,, = k) =
n—-+o0 k!

On a répétition de n épreuves indépendantes de Bernoulli de paramétre p = 1/365, le succés étant : "le
candidat est convoqué le jour de son anniversaire". X,, compte le nombre de succés. Ainsi

Xy ~ B(n,1/365); X,, suit la loi de binomiale de paramétres n et 1/365 donc E(X,,) = ;ﬁ d’aprés le cours

On cherche P(Xa219 = 2) ou Xa19 ~ B(219,1/365).

On an =219 > 50, p=1/365 < 0,01 = 1/100 et 3(132 % < 10 aprés simplification par 73

On approxime donc Xo19 par la loi de Poisson de paramétre % aprés simplification par 73
' e

Ainsi P(Xorg = 2) v 0 = 9e50 ~ 2 x58’55 =9 x0,011

Dans le cas ol 'examinateur interroge 219 candidats,

’une estimation de la probabilité que deux étudiants soient convoqués le jour de leur anniversaire est 0,099
Si on calcule P(X > 2), on trouve 1 — P(X,, =0) — P(X,, = 1) = 0,12 (ambiguité ?)
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Probléme

Questions préliminaires

Q7.

Qs.

P
Comme u est diagonalisable, on a R" = @E&(u)
i=1

P
Soit € R™. On peut écrire x = Zmz ou pour i € [1,p], z; € Ey, (u).
i=1
Pour i € [1,p], on a P(u)(z;) = P(\i)z = Ogn.

Donc par linéarité, P(u)(z) = »  P(u)(z;) = Opn
=1

Ainsi |le polynome P = (X — Ay)... (X — \p) est annulateur de u | et donc de M.

.

On a Q(X) = H(X — i) et les (X — p;) sont mutuellement premiers entre eux ainsi selon le lemme de la
i=1

décomposition des noyaux :

R = B, (1)
=1

T
On note pour ¢ € [1,r], n; = dim (E,, (u)) ainsi n = an
i=1

On note aussi J = {j1,...,jp} ={i € [1,7] |Ey (u) # {Orn}} = {i € [1,7] | n; # 0}, ainsi en retirant les sous

espaces réduit a {Ogn}, on a
p
R" = EBEW (u) et n = Zni = ani
i€l i€l i=1

Comme R” est somme directe de sous espaces propres de u, alors ’u est diagonalisable‘ et donc M aussi

P
Je note B une base adaptée a la somme directe R" = EB Eu(u) = EBEM (u)
i€l i=1
alors Mp(u) = diag(pj,In,, - - -, 5, 1n,) (matrice diagonale par blocs) et ainsi

p

Xu(X) = xm(X) = [ (X = p;,)"™
=1

done Sp(u) = {ju, |1 € @} C {jus,-. )
ainsi ’16 spectre de u est inclus dans 'ensemble {p1, ...,y }

Un exemple oul la matrice (Z 2) est diagonalisable sur R

Q9. Ona xyy(X) =X? —tr(V)X +det(V) = X2 - 3X +2= (X - 1)(X - 2)

Comme Sp(V) = {1,2} de cardinal 2 et V € My(R) alors ’V est diagonalisable‘
Ona A <_11> =2 <_11> or dim (Eo(M)) =1 et (_11> € Eo(M) \ {Og2} alors Eo(M) = vect ((_11>>

De méme Eq(M) = vect <<32>> donc <<_11> , <32>) est une base de vecteurs colonnes propres de M
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Q1o0.

Q11.

Q12.

1 -2
-1 3

ainsi |en prenant P = ( > et D = diag(2,1), on a P inversible et V = PDP~!

11

_ 3 2 o p o1, B'1
1 _ ! n n
Je note P~ = <1 1) = (7, 5,) et Q' = <’V’In 5/In>

: r_ (e + 59 )n (af + B,
Un produit par blocs donne QQ' = ((VCV, F o, (48 + 68,

. (CZO( +,67, af +ﬁ5> —pp-l— <(1) 1) donc QQ ( 1(2L> =TI,

On a det(P) =1 et donc |P~! = ﬁ(m(comm P)' = (3 2>

o' + 0y B+ 68

Ainsi | Q est inversible et Q7! = Q' = <3IITL 211n>
n n

En effectuant deux produits par blocs (comme ci-dessus), on a :

Q A 2AY o (aln P (4A 24N (ol BTN (A0
—3A —A M, 6L, ) \-3A —-A)\y1, #L, 0 2A

) € My, (R) est semblable & la matrice B = <é 2&) € Mo, (R)

.. . 4A  2A
Ainsi |la matrice (—3A A

: R! 0 R 0 R~'AR 0 A 0
Par produits par blocs : ( 0 R_1> B (0 R) = < 0 2R_1AR) = (O 2A>
R 0)\/R 0 L, 0 _
De plus ( 0 R1> (0 R) = (O In> =1,
R 0 _ ) .. Rt 0
donc ( 0 R> est inversible d’inverse ( 0 R_l)

Ainsi la matrice B est diagonalisable car semblable a la matrice diagonale <A 0 )

0 2A

4A  2A

Comme <—3A A

) est semblable & B

4A  2A . . . . . A 0
alors (_ 3A A> est diagonalisable semblable a la matrice diagonale ( 0 2 A)

Je prends Q et B comme en Q10.
4A 2AN\
Ona<_3A _A>—Q BQ.

En utilisant le résultat admis on a T <<—4§A 3AA>> =Q !'T(B)Q.

4A  2A
Comme T est annulateur de <—3A —A) onaT(B)=
Par récurrence immédiate Vk € N, BF = ( 0 k)

. A . . k o 0 . k=0 o T A 0
Puis en écrivant T = ZakX ,onaT(B) = Zak < 0 (AF) = . = 0 TEA)
k=0 = 0 > ax(2A)

k=0
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Ainsi [T(A) =0

A P’aide de Q8, on vient de montrer que si <

4A 2A ) . :
_3A — A> est diagonalisable alors A l’est.

La réciproque a été établie en Q11

4A  2A
—3A -A

Ainsi |la matrice < ) est diagonalisable si et seulement si A Dest

Un exemple ou la matrice (Z’ Z) est trigonalisable sur R

Q13. On a yg(X) = X2 — tr(E)X + det(E) = X? —2X + 1 = (X — 1)? qui est scindé donc ’E est trigonalisable
De plus Sp(E) = {1} de cardinal 1 or E # 1 -1y donc E € M2(R) n’est pas diagonalisable

Ainsi 1 < dim (E1(E)) < 2 d’ot dim (E1(E)) =1 de plus E - (1) =1- (i)

1
Je note e; = <1> d’ott E1(E) = vect (e1)
Je note v 'endomorphisme canoniquement associée & E et on a E;(v) = vect (e1)

puis je cherche ey = (i) € M2 1(R) tel que v(ez) =E-ea = ea —2e; c’est a dire (E —Iz) eg = —2¢; or

(E —Tz) ez = —2¢1 <= @ :g) (Zj) — <:§>

Je choisis alors ey = <(1)>
La famille (e, e2) est libre, il s’agit donc d’une base de R? de dimension 2

La matrice de v dans cette base est alors <(1) _12>

1 1) on a P inversible et E = P (1 _2> P!

Ainsi |en prenant P = <O 1 0 1

Q14. Par produits par blocs comme en Q10, a ’aide des calculs de la question précédente :

. (L, I, . : _(3A —2A\ A —2A\
la matrice Q = (0 In) est inversible et F = <2A —A) =Q (0 A ) Q

A —2A
0 A

Ainsi |la matrice <3A —2A

9A _A ) est semblable a la matrice F = <

AF 2kAF
Q15. étape 1 : On montre par récurrence pour tout k € N, FF = < 0 I )

— L’initialisation est évidente pour k =0

ko _opAk
— Soit k € N tel que F¥ = (AO ?Aklf ) On a bien
phtl _ppk _ (A “2AY (AR S2RARY (AR (k4 1) AR
0 A 0 Ak 0 AR+

Ak —2kAk>

— On établit par récurrence que : Vk € N, F¥ = < 0 Ak
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Q16.

Q17.

Q18.

Q19.

_ /
étape 2 : Soit P € R[X]. Montrons P(F) = (P(A) 2AP (A)>.

0 P(A)

P
On peut écrire P(X) = Zaka avec p € N* et les ap € R
k=0

p p
ainsi XP'(X) = X kap X" = "ka;X* puis en utilisant I'étape 1 :
k=1 k=0

P P
» ZakAk —ZZakszk
k=0

P(F) — Zaka — | k=0 k — (P(A) _2AP/(A)>
k=0 0 ZakAk
k=0

0 P(A)

Ce qui permet conclure
étape 3 : On sait que U(F) est la matrice nulle puis on utilise I'étape 2 :
(U(A) —2AU’(A)
0 U(A)
En utilisant Q15, on U(A) = AU’(A) = 0 ainsi U(X) et XU'(X) sont annulateur de A
donc en notant ma le polynéme minimale de A, on a 74 (X)|U(X) et ma (X)|XU'(X)

) € My, (R) est la matrice nulle

Comme U scindé sur R et a racines simples, alors ma (X) est scindé a racines simples.
Soit A une racine de mx,

on a ma(A\) = 0 alors U(\) = AU’(A) ainsi A est une racine de U, alors U’'(\) #£ 0
donc A = 0 est I'unique racine possible de ma

Comme U scindé sur R et & racines simples, alors ma aussi

De plus deg (ma) > 1 et que wa est unitaire

alors ma = X c’est a dire ’1e polynéme minimal de la matrice A est X

ainsi ’1& matrice A est la matrice nulle

. (3A —2A . . : . . .
Si (2 A A ) est diagonalisable alors cette matrice admet un polynéme annulateur scindé & racines simples

et donc A est nulle d’apreés la question précédente
La réciproque est évidente.

3A —2A
2A  —A

Ainsi | la matrice < > soit diagonalisable si et seulement si A est la matrice nulle

XL, — A 2A

_ A2
0 XL, — A = det (XI,, — A)

On a xp(X) = det(XIg, — F) ’

Ainsi | xr(X) = xa(X)? | Remarque : je ne suppose surtout pas que F est trigonalisable pour cette égalité

Un matrice carrée réelle est trigonalisable si et seulement si son polynéme caractéristique est scindé sur R[X].
De plus xa(X) est scindé sur R[X] si et seulement si xp(X) = xa(X)? est scindé sur R[X]

Ainsi ’F est trigonalisable sur R si et seulement si A est trigonalisable sur R‘

0 1>, on a xa(X) = X2 — tr(A)X + det(A) = X? + 1 qui est non scindé sur R[X]

-1 0
donc A n’est pas trigonalisable ainsi la matrice F ne I’est pas non plus d’aprés la question précédente

D’prés Q14, la matrice <2i _2AA> € My(R) est semblable & F

En prenant A = <
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Ainsi |avec A = (_01 (1)> € M, (R), la matrice (gﬁ __2£> € My4(R) n’est pas trigonalisable sur R
Applications
1 3 A 2A
Q20. Je note A = (2 2) de sorte que M = <2A A>

La matrice B = <; ?) est symétrique réelle donc diagonalisable.

onen ()= (Yan(L) =1 (L) wmen= (D E )T

10 -1 0

(I D 01 0 -1
JeposeQ_(12 12> 10 1 0
01 0 1

en faisant comme en Q10, on a :

. . _ 3A 0 -1
Q inversible et M = Q < 0 —A> Q

En notant f; = e; + ea, fo = e3 +eq, f3 = —e1 +ea et f1 = —e3 + eq alors (f1, f2, f3, f1) est une base de R*
et la matrice de u dans cette base est <30A _OA)
Ainsi vect(f1, f2) et vect(fs, f1) sont deux plans vectoriels en somme directe adaptée a u et

lvect(el + e9,e3 + e4) et vect(—ey + e2, —e3 + e4) sont deux sous-espaces vectoriels de dimension 2 stables par u

Q21.

Q22.

’La matrice M est symétrique réelle donc diagonalisable‘

4l 2I9
2I, 4l

On remarque que M = (

4 2
JeposeC-(2 4

R ey [ Y I S (N

En faisant comme en Q10, je pose P = GQ _112>
9 Iy

) = 3l + B ou B est introduite dans la question précédente

On a alors P inversible et M = P 6l 0 p-1
0 2I,

donc | en posant P = GQ _112> et D = <632 2(1) >, on a P inversible et D diagonale et M = PDP~!
2 I 2

Je donne quelques détails : on utilise calculs et notations de la question Q21.

Pour X : R — R*, je pose Y = P~1X

X est C! si et seulement si Y l'est et dans ce cas Y/ = P~1X/

Ainsi X = PY et X est solution du systéme différentiel X’ = MX si et seulement si Y est solution de Y/ = DY
ebt

6t
gz% avec a, 3,7,0 € R

5e2t

Les solutions de Y/ = DY sont les fonctions de la forme ¢t —
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o) =4dx; + 2x3 aelt — o2t
xh = dxo + 27 6t _ 52t
donc |les solutions de /2 2 4 sont les fonctions de la forme ¢ — Bth 62t avec a, 3,7,0 € R
T3 = 21 + 43 ae’ + ye
BeSt 4 de?t

xly = 2x9 + day

Q23. Soit (a,b,c,d) € R*. Le théoréme de Cauchy-linéaire nous fournit une unique solution ¢ du systéme différen-

a
tielle X’ = MX telle que ¢(0) = [Z
d
L’énoncé (et le cours) nous donne que V¢ € R, ¢(t) = e™p(0).
aebt — ~e2t
. ) ﬁeﬁt _ 562t
La question Q22 nous fournit : o, 5,7,0 € R tel que ¢ : t —> e84 et
ﬂeﬁt + 56215
o —y ael — ve?
| B=0 [ Beb =6t
Onap0) =1 | eeD)=1] 02| = #0
B+ 0 Beb + de?

Nécessairement o = (a +c¢)/2, 5= (b+d)/2, v=(—a+c)/2et 6§ = (d—b)/2

N

a (a+c)eb — (—a+c)e? (e +e)a + (e —e?)c
Mo 1| (b+d)e® —(d—b)e* | _ L[ (e®+e*)b+ (e —e’)d
c 2 | (a+c)e® + (—a+ c)e? 2 | (% —e?)a+ (e +e?)e
d (b+d)eS + (d — b)e? (e —e®)b + (5 + e?)d
Comme c’est valable pour tout (a,b,c,d) € R on obtient :
eb + 2 0 e — 2 0
erl 0 b +¢? 0 b — e?
T2 | ef—e? 0 b +e? 0
0 ef —e? 0 b 4 e?
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