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concours interne 
et concours d’accès à l’échelle de rGmun’&ation 
des professeurs agrégés 

PREMIÈRE C.PREWE DE MAWIÉMATKNJES 

: 6 heures 

L’usage des calculatrices de poche, y compris programmables er alphantrmériques, ù fonctionnement Outo- 
flome, non imprimanres, est uulorisé pour cette épreuve conformément à lu circuluire no 86-828, du .?8 jirillef 1986. 

Notations 

Dans tout Ic problème, on d&ignc par Iw le corps des nombres réels, par Z l’anneau des entiers, 
par fV l’ensemble dzs entiers positifs ou nuls, et par N* I’cnsemble des entiers strictement positifs. 

Pour tout entier n E N*, on note &,, la R-algèbre des matrices carrées de taille n à éléments réels. Si A 
est un élément de &,,, la notation A - [a,,] signitïc que titi est le terme de la ligne d’indice i et de la colonne 
d’indice j de A. On dit que A est nilporenfe s’il existe un entier p E N* tel que A” = 0. La matrice A est dite 
bkiriguluire supérieure stricte si a,i = 0 pour i 2 j. 

Si E est un R-espace vectoriel, 3 (E) désigne la R-algèbre des endomorphismes de E, et id E l’application 
identique de E. Pour u, v éléments de 3 (E), on note IIV Ic compose II 0 V. Pour tout entiér i E N, u i est l’en- 
domorphismc de E delini par la formule dc rticurrcucc II i ’ ’ = II ’ II, avec II” = 
s’il existe un entier p E N* tel que 11” = 0. 

id b. On dit que II est rdpowrrl 

Si E est un R-espace vectoriel de dimension finie, sa dimension est nottk dim E. Étant donnés un cndo- 
morphisme 11 de E, et 8’ une base de E, on désigne par Mat (u; 8) la matrice de II dans la base 8. 

II est rappel6 qu’un endomorphikme d’un IIB-cspucc vcctoricl dc dimension linic n’;\dmct pas kçcssairc- 
ment dc valeur propre. 

PARTIE 1 

1. Dans toute cette question, n désigne un entier strictement positif. Pour tout élément A = [aiil de.&$, la 
trace tr (A) de A est définie par : 

W(A)- E ai;* 
i-1 

On note .5$ l’ensemble des matrices A E & qui vérifient tr(A) = 0. 

a. &ouver que 9” est un sous-espace vectoriel de &, . Quelle est sa dimension ‘? 

b. Soient A et B deux éléments de &. Prouver que la matrice AB - BA appartient à z . 

Soient E un R-espace vectoriel de dimension n, et 1~ un éndomorphisme de E. Prouver que le nombre 

réel : 
tr(u) = tr (Mat(u;& j) 

est indépendant de la base 8 de E choisie pour le définir. Ce nombre réel sera appelé la trace de I’endo- 
morphisme 11. 

c. Pour i ct j él~mcnls dc I’enscniblc { 1. 2, ,... II }, ou note Mi, la malricc dc .-#,, dont Ic tcrmc dc I;I ligne 
d’indice i et de la colonne d’indice j est égal :I 1 . Ics autres termes de Mii étant nuls. 

Soient i et j des entiers distincts dc I’cnsemble { 1, 2, . . . . n }. Calculer Ics matrices : 

MiiMji - Mji Mii et MiiMji - MjiMii. 

(f. Soit 9 une forme linéaire sur le R-espace vectoriel -#,, vérifiant : cp(AB) = v(BA) 

pour toutes matrices A et B de &, . 

Montrer qu’il existe un nombre réel 1 tel que : cp(A) = I tr(A) pour toute matrice A E *Y<, . 

A SUI= 
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2. Soient E un R-espace vectoriel de dimension finie non nulle 11, et 14 un endomorphisme nilpotent de E. 

a. Prouver que 24 n’est pas surjectif. 

h. Soient H un hyperplan de E contenant l’image de II, et 8 = (e,, . . . . e,,) une base de E telle que 
te , , . . . , e, _ ,) soit une base de H. 

Que peut-on dire de Mat( rt; R ) ? 

En raisonnant par récurrence sur la valeur de l’entier tz, prouver qu’il existe une base .T de E telle que 
Mat( u; P) soit triangulaire supérieure stricte. 

c. Montrer que l’on a tr(u”) = 0 pour tout entier p E FV*. 

3. Soient E un R-espace vectoriel de dimension finie non nulle II, et u un end&orphisme de E tel clUe 
tr(l4P) = 0 pour tout entier p E N*. 

u. Prouver que II n’est pas surjectif (on pourra utiliser le théorème de Cayley-Hamilton), 

b. En raisonnant comme dans la question 1.2.6., montrer qu’il existe une base 8 de E telle que Mat(rl; 8 ) 
soit triangulaire supérieure stricte. 

c. ,Prouver que I’endomorphisme ~1 est nilpotent. 

4. Énoncer le résultat démontré dans les questions 1.2. et 1.3. 

PARTIE II 

Si u et v sont deux endomorphismes d’un R-espace vectoriel, on pose : 

lu, VJ = Ill’ - vu. 

On appelle quarerne tout quadruplet Q = (U , v , w  , E) où E est un R-espace vectoriel de dimension finie 
non nulle, et où u, v et w  sont des endomorphismes de E vérifiant : 

[u, VI = 2v, [u, WI = - 2 w, [v, w] = If. 

Deux quaternes Q - (u, v, w, E) ct Q’ = (lt’, v’, 
4” de E ct E’ tcllcs que : 

IV’, E’) sont dits &riwletrts s’il existe des bases 8 et 

M~t(tc;B) = Mal(~~‘;&‘), Mat(v;R’) = MitI(\>‘;d”), Mat(»‘;&) f  Mat(d;6”). 

Soit Q = (U , v , w  , E) un quaterne. 

On note T(Q) l’ensemble (II , v , w). 

On dit qu’un sous-espace vectoriel F de E est 9 (Q)-stable si /(A) E F pour tout vecteur x E F et tout 
élément /E T(Q). S’il en est ainsi, et si F est non réduit à {O), on définit un quaterne Qr = (Or, vr, wr, F) en 
notant respectivement ur, vr, wr; les restrictions de u, v, w  à F. 

Le quaterne Q est dit irréducribk si les seuls sous-espaces vectoriels T(Q)-stables de E sont (0) et E. 

1. Soient r un entier strictement positif, E, un R-espace vectoriel de dimension r, et 
base de E, . On définit des endomorphismes II,, 

J?~ = (e,, . . . . e,) une 
v, CI w, de E, par les formules suivantes : 

u,(ei) = (r - 2i + 1 )e, pour I d i 6 r. 

v,(e,) = 0, et v,(ei) = (i - I)(r - i + 1 )ei- , pour 2 G i < r. 

de,) = 0, et w,(e,) = e,, , pour I G i 6 r - 1. 

u. Prouver que Q’ = (u,, v,, w,, E,J est un quatcrnc. 

b. Soit x un élément non nul de E,. Montrer qu’il existe un entier s E N tel que le vecteur (n:)“(x) soit non 
nul et coline-airc à c>, . 

En dkduire que Ic quatcrnc Q’cst irrkluctiblc. 

Tournez la page S.V.P. 
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2. Soient f; g, h des endomorphismes d’un W-espace.vectoriel. Établir la formule : 

if, ghl = u-3 RI 11 + df, hl * 

3. Soit Q - (u , v , w  , E) un quateme. 

a. Montrer que pour tout entier p E N* on a : 

(u,vp] = 2p VP, [u,wp] = - 2p wp. 

6. En déduire que v et w  sont des endomorphismes nilpotents de E. 

c. Pour p entier strictement positif, établir les formules : 

[w,vp] = - P(” - (p - l)id,)vp- ’ , [1;wp]=p rr+(p- ( I)id,)wP- r . 

4. Soit Q - (II, v, w; E) un quateme. On note r le plus petit entier strictement positif tel que v’ = 0 (un tel 
entier existe d’après la question 11.3.6.). 

n. Soit z un vecteur de E tel que y = v’ - ’ (z) soit non nul. Montrer que : 

V(Y) = 0, u(y) = (r - 1 )y. 

h. Pour tout entier p E N*, on pose : 

XI’ = ‘1’1’ - ’ (y) . 

Montrer que, pour tout cnticr 11 E N*, on a : 

u(x,) = (r- 2p + I)x,. 

Prouver qu’il existe s E N* tel que : 

x, # 0, et xk = 0 pour k > s. 

c. Soit p un entier supérieur ou égal à 2. Montrer que : 

V(X,‘) = (p - l)(r - p + I)x,-, . 

d. On note F le sous-espace vectoriel de E engendre par les vecteurs x, , x,, . . . . xs, où s est l’entier défini à la 
question JI.4.b. 

Prouver que F est de dimension set est T(Q)-stable. 

e. Montrer que la trace de la restriction de u à F est égale à : 

S(I. - s). 

En déduire que s = r, puis que le quaterne Qr = (ur, vr, wr, F) est équivalent au quaterne Q’ défini à 
la question II. 1. 

j Que peut-on dire si le quateme Q est irréductible? , 

A SUI- 
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Pour tout R-espace vectoriel E, on désigne par E* l’espace vectoriel dual de E. Si f  E E*, et si x E E, on 
note < f; x > pour /‘(x). Pour II E Y(E), ‘11 designc I’endomorphisme transposé de II. Pour tout entier 11 E N, 
les endomorphismes (‘II)“~I ‘(II”) sont Cgaux; on Ics notera ‘II 1’. Si G est un sous-espace vcctoricl dc E*, I’ortho- 

gonal G L dc G est le sous-espace vcctoricl de E constitué des vecteurs x E E tels que < /‘, x > = 0 pour tout 
J’E G. 

1. Soit Q = (14, V, MJ, F) un quaterne. Prouver que Q* = ( - ‘II, - ‘I’, - ‘w, E*) est un quaterne. 

2. On reprend dans ccttc question Ics notations dc lit question 11.3. : Q = (II, 19, IV, E) GSI 1111 CllliltCrllC, I’ CSt le 

plus petit cnticr strictcmcnt positif tel que i>’ = 0, z est un vecteur dc E ICI qtic y = 1,’ ’ (z) soit non nul, 

et F est Ic sous-espace vectoriel de E cngcndrc par Ics vcctcurs s,, = NJ/ - ’ (y) pour 1 6 11 < r . 

DC plus, on note Q* le quatcrnc ( - ‘II, - ‘it, -’ w, E*), et on Cixe un élemcnt h de E* tel que 

< h,y> = 1. On pose g = ‘C ’ (Ir), ct on note G le SOUS-~spacc vectoriel de E* engendré par Ics 

vecteurs j, =‘(- ‘kV)/‘-‘(g)pour 1 < 11 <r. 

(1. Vcrificr que g cst’non nul. Prouver qw F est X(Q)-stable, yuc G est Y(Q*)-stable, et que les quaternes 

Q r et QT; sont irréductibles et équivalents. 

b. Soient k et p des entiers de I’cnsemhlc { 1, 2, . . . . ,-) . Êtimlir les formules : 

<fk>x,-h+’ > =(- 1) I-I((r- l)!)‘, <J;,x,,> =0 si ‘P+k>r+ 1. 

c. Prouver que l’orthogonal G1 dc G es1 Y(Q)-stable, et que c’est un supplémentaire de F dans E. 

~1. Montrer qu’il existe un entier s E N*, ct Jcs sous-cspaccs vectoriels non nuls FI, . . . . F, de E vérifiant les 
conditions suivantes : 

i. E = F, CB F, 43 . . . CD F, . 

ii. Pour 1 < i Q s, F, est 5’-(Q)-stahlc. 

iii. Pour I < i < s, le yuaternc Qc est irrécluctilk, et équivalent uu quaterne Qri, où ri est la dimcn- 

siou tic t:, . I 

Tournez la page S.V.P. 
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3. Soit Q = (14, i’, w. E) un quaternc. On considère deux dtkonipositions : 

E = F, 0 F, 0 . . . 0 F, = F; 0 Fi 0 . . . 0 F: 

où F,. . . . . F,. F;. . . . . 1:: Sofll tks solls-csp;lcCs vcçtoricls 11011 INIls çt T(Q)-Slill~lL!S dc 17. les clriatcrncs 

01. . . . . . Q,: . 0 , ;, . . . . QI,:. étant irrCductiblcs. : 

PoAr tout Aicr i E Z. on note U, le sous-cspacc propre dc If pour la valeur propre i . 
. 

n. Prouver que la dimension de U,, (resp. U,) est égale au nombre dïndices i tels que Fi soit de dimension 
impaire (rgp. paire). 

En dlduire que s = / . 

II. Pour tout entier k E I!l*, soit 11~ Ic nomhrc d’indices i 14s que Fi soit de dimension k. Établir la formule : 

11~ = dimUL,, - dimU,+,. 

En déduire qu’il existe une permutation o de 18nscmhle { 1 , 2, . . . . s } telle que, pour 1 Q i G s, les qua- 
tcrtics QPi et QFkli, soient &~uivalcnts. 

PARTIE IV 

Ihns ~outc CCIIC pnrtic, 0 = (II, 19. I~V. 17) GSI \III qui~tcr~lc. Ch tlkignc par F,, . . . . F, ~CS sous-e<piIces 
vccloricls 11011 IlllIs ilc E. 7 (Q)-stables. V&ilïill~l E = I:, 0 . . . 0 I’, , ct tels que Ics quntcrnes O,.., I Q i- G 5. 
soictit irr&luclil~lcs. 

I 

On iiolc ‘fi’ Ii1 sous-alg&re dc Y’(K) cotistituCc des enrloiHorpliisnIcs 8 dc E qui vérifient : 

[If. e] = Il’, 11) = [IV. HI = 0. 

1. Montrer que si Q çst irrCductil~lc. on i\ ‘6 = R id, . 

2. Soient 8 un t-ltkient dc W, et i un entier appartf3lilllt il { I . 2. . . . . s) . 

Prouver C~LIC ci (F,) est un sous-cslx~cc vectoriel .7(Q)-stilhlc de E. Montrer que si ct (F,) est non nul, les 
quatcrnes QI:, et QH ,F,, sont kluiviknts. 

I I 

3. On dtitïnil un ~ndoiiiorl~liismc A dc E pilr la fornlulc : 

A = /12 + 2 I+I+’ + 2 ~9 I*. 

II. Soient j un entier appartenant h. { I . 2, . . . . s). et .Y u11 vecteur de F, . Prouver que l’on a : 

A(x) = ((ch F,? - 1) .Y. 

En déduire que A est 1111 élément de W . 

h. On suppose dans cette question que les.dimensions des F, . I G i G s, sont deux à deux distinctes. 

Soient fl MI élément de W. et i uil entier appartenant à { 1: 2, . . . . s} . Montrer que c) (F,) C Fi. En dEduire 
que I’espacc vectoriel ‘6’ est de dimenskws. 

4. Donner un exemple où ‘6’ n’est ni de dimension 1. ni dc dimension s. 

FIN 


