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concours interne

et concours d’accés & I'échelle de
des professeurs agrégés

PREMIERE EPREUVE DE MATHEMATIQUES

b A Mok « Durée @ & hoeoures i

L'usage des calculatrices de poche, y compris programmables et alphanumériques, d fonctionnement auto-
nome, non imprimantes, est autorisé pour cette épreuve conformément d la circulaire n° 86-828, du 28 juiller 1986.

Notations

Dans tout le¢ probleme, on désigne par R le corps des nombres réels, par Z Panncau des enticrs,
par N I'ensemble des entiers positifs ou nuls, et par N* 'ensemble des entiers strictement positifs.

Pour tout entier n € N*, on note .#, la R-algébre des matrices carrées de taille n a éléments réels. Si A
est un élément de ., la notation A = [q, ] signific que 4,; est le terme de la ligne d'indice i et de la colonne
d’indice j de A. On dit quc A est nilpotente 'l existe un entier p € N* el que A” = 0. La matrice A est dite
triangulaire supérieure strictesi a,; = 0 pour i 2 j. _

Si E est un R-espace vectoriel, & (E) désigne la R-algébre des endomorphismes de E, et id ; I'application
identique de E. Pour u, v éléments de £ (E), on note uvle composé 1o v. Pour tout entier | € N, ' est 'en-
domorphisme de E défini par la formule de réeurrence 1/ ' = w' y, avee 1 = id .. On dit que 1« est nilpotent
il existe un entier p € N* tel que u” = Q.

Si E est un R-espace vectoriel de dimension finic, sa dimension est notée dim E. Etant donnés un endo-
morphisme « de E, et & une base de E, on désigne par Mat (11; & ) la matrice de 1 dans la base &.

Il est rappelé qu’un endomorphisme d’un R-espace veetoriel de dimension f{inie n’pdmet pas nécessaire-
ment de valeur propre.

PARTIE 1

1. Dans toute cette question, n désigne un entier strictement positif. Pour tout élément A = [a;,] de.#, la

trace tr(A) de A est définie par: "
( tr(A)= 3 i

im

On note &, l'ensemble des matrices A € , qui vérifient tr(A) = 0.

n
a. Prouver que %, est un sous-espace vectoriel de .4, . Quelle est sa dimension ?
I3
b. Soient AetB deux éléments de ., . Prouver que la matrice AB — BA appartient a .

Soient E un R-espace vectoriel de dimension n, et u un tndomorphisme de E. Prouver que le nombre
réel : »
tr(u) = tr(Mat(u;é”))

est indépendant de la base & de E choisie pour le définir. Ce nombre réel sera appelé la rrace de I'endo-
morphisme w. '

¢. Pour i et j éléments de I'ensemble {1, 2, ..., n}, on note M;; la matricc de .#), dont lc terme de la ligne

d'indice i et de la colonne d'indice j estégal i 1. lcs autres termes de M;; étant nuls.
Soient i et j des entiers distincts de Pensemble {1, 2, ..., n }. Calculer les matrices :
M’IMI'— M/'M'I et MiiMji_ MjiMii'

d. Soit ¢ une forme linéaire sur le R-espace vectoriel .4, vérifiant : ¢(AB) = @(BA)
pour toutes matrices A et B de .4, .
Montrer qu'il existe un nombre réel A telque:  @(A) = A tr(A) pour toute matrice A € A, .
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2. Soient E un R-espace vectoriel de dimension finie non nulle n, et 1 un endomorphisme nilpotent de E.

a. Prouver que u n'est pas surjectif.

b. Soient H un hyperplan de E contenant limage de u, et & = (e, .., e,) une base de E telle que
(e, ..., €, _ ;) soit une base de H.
Que peut-ondirede Mat(u;#)?

En raisonnant par récurrence sur la valeur de I'entier n, prouver qu'il existe une base # de E telle que
Mat(u; &) soit triangulaire supérieure stricte.

c. Montrerquel'ona tr(u”) = 0 pour tout entier p € N*.,

3. Soient E un R-espace vectoriel de dimension finic non nulle n, et 4 un enddmorphisme de E tel que
tr(u?) = 0 pour tout entier p € N*, :

a. Prouver que 1 n’est pas surjectif (on pourra utiliser le théoreme de Cayley-Hamilton).

b. En raisonnant comme dans la question 1.2.b., montrer qu'il existe une base & de E telle que Mat(i; &)
soit triangulaire supéricure stricte.

¢. ‘Prouver que 'endomorphisme u est nilpotent.

4. Enoncer le résultat démontré dans les questions 1.2. et 1.3.

PARTIE Il

Si u et v sont deux endomorphismes d’un R-espace vectoriel, on pose :
lee, vl = uv — vu.

On appelle quaterne tout quadruplet Q = (u, v, w, E) o E est un R-espace vectoriel de dimension finic
non nulle, et ou u, v et wsont des endomorphismes de E vérifiant :

[, vi=2v, [u,wl=-2w, [v,w]=u

Deux quaternes Q = (u, v, w,E) et Q' = («', v/, w', E') sont dits équivalents s’il existe des bases & et
é’ de E ¢t E' telies que : '

Mat(u; &) = Mat(u';8"), Mat(v;8) = Mat(v';8"), Mat(w; &) = Mat(w'; 8").
SoitQ = (u, v, w, E) un quaterne.
Onnote 7 (Q) I'ensemble {u, v, w).

On dit qu'un sous-espace vectoricl F de E est 7 (Q)-stable si f(x) € F pour tout vecteur. x € F et tout
élément f € 7 (Q). S'il en est ainsi, et si F est non réduit a {0}, on définit un quaterne Qg = (ug, ve, we, F)en
notant respectivement ug, Vg, wy les restrictionsde u, v, w aF.

Le quatérne Q est dit irréductible si les seuls sous-espaces vectoriels 77 (Q)-stables de E sont {0} et E.

I. Soient r un entier strictement positif, E, un R-espace vectoriel de dimension r, et &, = (e,, ..., ¢,) une
base de E,. On définit des endomorphismes u,, v, ¢t w, de E, par les formules suivantes :

ue)=(r—2i+1l)e, pour 1 <i<r

v(e) =0, et vi(e)=(i—1)(r—i+1)e_, pour 2<i<r
w,(e)=0, et wle)=¢,, pour 1 <i<r-1.

a. Prouver que Q" = (u,, v,, w,, E,) estun quaterne.

b. Soit x un élément non nul de E,. Montrer qu'il cxiste un entier s € N tel que le vecteur (w,)*(x) soit non
nul ¢t colinéaire a e, .

En déduire que le quaterne Q' est irréductible.

Tournez la page S.V.P.
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2. Soient f, g, h des endomorphismes d’un R-espace vectoriel. Etablir la formule :

(f.ghl ={f. gl h + glf, h].

3. SoitQ =(u, v, w, E) un quaterne.

a. Montrer que pour tout entier p € N*ona:

[u,vr] = 2pvP, [u,wP]= = 2pwr
b. En déduire que v et w sont des endomorphismes nilpotents de E.

¢. Pour p entier strictement positif, établir les formules :
(w,vr] = — p(u —-(p - l)idp_)v”‘ Vo wwr] = p(u +(p - l)idF_)w"' b,

4. Soit Q = (u, v, w,; E) un quaterne. On note r le plus pelit entier strictement positif tel que v’ = 0 (un tel
entier existe d’apres la question 11.3.5.).

a. Soit z un vecteur de E tel que y = v~ ! (z) soit non nul. Montrer que :
0

viy) =0, uly)=(r—-1)y.

b. Pour tout entier p € N*, on pose :

x, = w1y,

[)
Montrer que, pour tout enticr p € N*, ona:

u(x,) =(r—2p+1)x,.
Prouver qu’il existe s € N* tel que:

x,#0, et x, =0 pour k>

¢. Soit p un entier supérieur ou égal & 2. Montrer que :

vig,)=(p-O){r—=p+1)x,_,.

d. On note F le sous-espace vectoriel de E engendré par les vecteurs x,, x,, ..., x,, oi 5 est I'entier défini a la
question 11.4.b.

Prouver que F est de dimension set est 7 (Q)-stable.

e. Montrer que la trace de la restrictionde 1 a Festégalea:
s(r—s).

En déduire que s = r, puis que le quaterne Qg = (ug, vi, wg, F) est équivalent au quaterne Q' défini a
la question II.1.

f Que peut-on dire si le quaterne Q est irréductible ?
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PARTIE il

Pour tout R-espace vectoriel E, on désigne par E* I'espace vectoriel dual de E.Sif € E* etsix € E,on
note < f, x> pour f(x). Pour u € £ (E), 'u désigne I'endomorphisme transposé de w. Pour tout entier p € N,
les endomorphismes (‘u)” et /(1#”) sont égaux; on les notera ‘u”. Si G est in sous-espace vectoricl de E*, Tortho-
gonal G* de G est le sous-espace vectoriel de E constitué des vecteurs x € E tels que < f, x> = 0 pour tout
feG.

1. Soit Q = (u, v, w, E) un quaterne. Prouverque  Q*=(- ‘u, — 'v, —'w, E*) estun quaterne.

2. On reprend dans cette question les notations de la question I14.: Q = (1, v, w, E) est un quaterne, r est le
plus petit entier strictement positif tel que v = 0, z ¢stun vegteur de E tel que y = v I'(2) soit non nul,
et F est le sous-cspace vectoriel de E engendré par les vecteurs x, = w? = ' (y)pour | < p < r.

De plus, on note Q* le quaterne (— 'u, — ‘v, —'w, E*), ¢t on lixe un élément & de E* tel que
<h,y> =1.0n pose g="'v'~ ' (h), et on note G le sous-espace vectoricl de E* engendré par les
vecteurs f, = (= ‘w)? ~ ' (g)pour ] < p <r.

a. Vérificr que g est'non nul. Prouver que F est .7 (Q)-stable, que G est 7 (Q*)-stable, et que les quaternes
Qe QZ sont irréductibles et équivalents.

b. Soient k et p des centiers de Pensemble{l, 2, .., r}. Etablir les formules :

< firXpogey > =(= Nk '((r- l)!)l, <finx,> =0 si prk>r+1.
c. Prouver que l'orthogonal G* de G est 7 (Q)-stable, et que c’est un supplémentaire de F dans E.

d. Montrer qu'il existe un entier s € N*, ¢t des sous-espaces vectoricls non nuls Fy, .., F de E vérifiant les
conditions suivantes :

i. E=F ®F,®.®F,.

ii. Pourl < i< s, Festg (Q)-stable.

ses . . . . . - r. ~ .

iii. Pour 1 < i < s, le quaterne Q¢ estirréductible, et équivalent au quaterne Q ', ou r; est la dimen-
! .

sionde b, .

Tournez la page S.V.P.
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Soit Q = (u, v, w, E) un quaterne. On considere deux décompositions :
E=F®F,® . .®F =F ®F,® . ®F,

ol ¥, ... F . F), ... F; sont des sous-espaces vectoricls non nuls ¢t 77(Q)-stables de F, les quaternes
0. v Qg .Q,,, . Q,,, étant irré¢ductibles.

Pnur tout cnncr i € Z,on note U, le sous- cspdcc propre de 1 pour la valeur propre i .

a. Prouver que la dimension de U, (resp. U,) est égale au nombre d'indices i tels que F; soit de dimension
impaire (resp. paire).

En déduireque s = 1.
b. Pour tout entier k € N*, soit 1, lc nombre d'indices i tels que F; soit de dimension k. Etablir la formule :

"" = dlm U‘_| - dlm Uk#l'

En déduire qu'il existe une permutation ¢ de 'ensemble {1, 2, ..., 5| telle que, pour 1 < i < s, les qua-
ternes Qp et Qg,  soient équivalents.
i o)

PARTIE IV

Dans toute cetle parlic = (1, v, w, F) est un quaterne, On désigne par Fy, .., F, des smn-cspaccs

vectoriels non nuls de E, .7 (Q)- sl.lhlu vérifiant F = @& . ®F,cttels que les qualcrnes Ol i<y,
soient irréductibles.

o

Onnote @ la sous-algebre de & (E) constituée des endomorphismes 6 de E qui vérifient :
[1,0] = [v.0] = |w. 0] =

. Montrer que si Q estirréductibie,ona % = R id, .

Soient 6 un élément de ¥, et i un entier appartenant a{l. 2, ... s}.

Prouver que 0 (F)) est un sous-espace vectoriel .7 (Q)-stable de E. Montrer que si 8 (F,) est non nul, les
quatcrnes Q. et Q, ¢, sont équivalents. ’
] 1

. On définit un endomorphisme A de E par ka formule :

A=ur+2vruw+ 2wy,

a. Soientj “un entier appartenant a{l, 2, .... s}, et x un vecteur de F;. Prouver que l'on a:
Ax) = ((dim FP - l) X.

En déduire que A est un élément de .

b. On suppose dans cette question que les dimensionsdes F,. | < i < 5, sont deux a deux distinctes.

“ Soient 8 un élément de 7, et i uh entier appartcnant a {1+ 2, ..., s} . Montrer que 8 (F;) C F,. En déduire
que I'espace vectoriel % est de dimension s.

Donner un exemple ou % n'est ni de dimension 1. ni de dimension s.

FIN



