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Correction du sujet d’algébre

Partiel

1. D'apreslaformule du inbme, ona:

2n n ) 2n n o~ 2n n o 2n-1 2n -
A = +1-1=Xx =X xB,enpcant:B= = ) "
k k k j +1

n
Donc BOR [X] ; B est de degré 2n — 1; son coefficient dominant vaut gnE =1 et sonterme mnstant vaut

n
bo: EIZlE:Zn.

2.0nrésout : (€) (z+1)?"=1 dans C.

km

Ona: (e) - =_1+e" avec kD|[O 2n—1]
kT kT
o z=e> (e— e 2n) 2i eZ“xsnELE avec kD|[O,2n—1].
02nC
. : . . k7t

Si k=0, on oltient laradne0; si kD[l,Zn— 1] n 0]o, { dorr:sm(—) >0.
e "H .

Lesradnesde A sont dort:zo—OetI&snombreﬁzk—ZSmELEx g 2n 20 oukD[l, 21—1].

2nC

2n-1
3.0n pxej =2n-Kk; dors, ona: smBMTE

=n

SIHBT JnE— I:Isin%g.

=n+

Donc: |P, I__IsmELE

[02n [

2n-1

Onadors: Qn= |_|smEL EL E

[12n nrC

=1 =n+.

Deplus,comme,poukD|[1,n ] H‘— OPn>O

[2n
D'oli: Pn=,/Q, .

2n-1

4. D'apresl. ,B = |_| (X = z,); dorc, en identifiant les termes constants, on oltient :

2n-1

bo= (- 1)2”1|_|zk - sz=—m

k=1
Or, d'aprés laforme trigonamétrique des radnes z de B, ona:
2n-1 2n-1 Am 2t

+H k+(2n1)
|_|zk 22n len |_|emzn 20 _22n 1xaneEZ ;1




Page 2

Mals—Zk+(2n I = "2”"(2” Y (2n—1)g=(2n—1)r[.

N

2n—l )

22n 2

Doncl_lzk——aﬁ— 22" 1xQ, - Q=ops| = P, =

5. Lafraction F est irréductible & sa partie entiere est null e puisque le numérateur est de degré 0 dorsquele
dénominateur est, au moins de degré 2.
F n'aque despdles smples: lesradneszy ou kD[O, 2n— 1]. On sait qu'aorsle wefficient delapartie

_ 1 1+ 2z,
A'(z,) 2nx(@+z)* 2n

polairerelative azy est donrépar : ¢y = ca (L+z)%"=1.

L
n

Dodr: k00, 21— 1, ¢ = e2n

. » s . en
Et ladécmmpaosition en ééments smplesdeFest : |F= Z _—

Partiell :

6. Si f est une homothétie vedorielle, f = A .1 g avec AIC.

Donc f est solution del'équation (€) : (F+1g)2"—1g=0 s3 [(A +1)%"—1].lg=6.
Comme E n’est pas réduit au vedeur nul, | ¢ n'est pas |’ application ndle.

Donc f est solution ce I'équation (€') ss (A +1)2"— 1=0.

Donc, d'apres la premiére partie, A est une radne de A.

Donc les homothéties olutions de (€') sont les applications zi .1 g onD|[O, 2n — 1] et oules zy sont lesradnes
du pdyndme A trouvées danslapartiel.

7.0n a, d'apréslaformule du kinéme: (1 +1)%" = ZEQ :Zg Z%p” =22n
2n _

aa-pre Y -SR-S oo
n

— :22n—1.

> i

8. S sest une symétrie, onsait quesos=Ig dorc: OkON, s = | get s?**1= s
Deplus, set | ¢ commutent, on peut dorc gopliquer laformule du kndme.

ey B S S e

Donc sest solution ce (€') ss (22" 1= 1).1g+22""1s=9.
En appliquant s & cete derniére equatlon, on olient : (22"~ 1-1).s+ 22"t | =8.
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Puis la diff érence des deux donre s = | g; mais en reportant dans (€'), on oliient 22" — 1= 0 cequi est
impossble] Donc il n'y apas de symétrie solution ce (€)

Partielll :
1 af
9.0(a, b)JC% Map=al+bJ ouJ=[ O 1[.DoncG=Vec(l,J).

4 1 0of

| Donc G est un sous-espace vectoriel de M3 ((C).\

Deplus, | # O et pou tout AJC, J# A .1. Donc (1, J) forme une famill e libre de M3 (C).
Mais, le ouge (I, J) engendre G.

Donc|(1, J) est urebase de G et G est de dimension 2)

Soient M 5, et M 4.+ deux éléments de G.

Ona:Map xMyp =(al+b)x@I+bJ=adl+(@ab+ab)J+bbJI2
Or, en calculant J%, on otlient : J=21 +J.

Donc:Map XxMgp =(@d+2bb)I+(@b+ab+bb)J OG.

| Donc G est stable pour le produit matriciel )

[+2bx+by+bz=0
10.€;=xe;+tyey+tzezJE;ssu(e)—(@a+2b)e ;=0 ss H)X—Zby+b220

B3x+by—2bz:0
La somme des deux derniéres équations donre I'oppcsée de la premiere. Donc

Xx-2by+bz=0
e'1DElssiEb y ss x=y=2z (carb#0).
pr+by—2bz:0

Donc E ; est bien ure droite vedorielle & on chaisit €, de mordomeées (1, 1,1) danslabase B.

Obx+by+bz=0
11.€,=xe;+ye,+zezE,ssu(e,) —(a—h)e,=0g ss H)x+by+bz:0

be+by+bz:O
ss x+y+z=0 (carbz0).

Donc E, est bien un pan vedoriel et on peut choisir €, de mordomeées (1, 0, — ) et €3 de coordonrees
(0, 1, — ) danslabase B, pou former une base de E ».

1 1 O
12.detg (€'1,€2,€3)=1 0 1| =3%0.
1 -1 -

Donc (€1, €, €3) est une base de E notéeB'|

13.0na:u(e1)=(a+2b)ye; ,u(e)=(a—-h)e, etu(es)=(a—b)es.
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+2b O OE
Donc,ona:D=M (u;B)= O a-b 0 [.

H o 0 a-bf
. Loof
14.0na:P=PRY .Dorc/P=fl 0 1pf
4 -1 -1
On cdcule P~ * par laméthode du pivot.
1 0 100
Onpcelatableau: 1 0 1 0 1 Or.Oneffeduelestransformations suivantesL, — L, —L et
H -1 -10 0 1f
1 0 1 O OE
Lz« Lz—L;etonoklient: Mm -1 1 -1 1

or.

B -2 -1 -1 0 1f
1 0 1 o0 OE
Puisoneffeduel 3 « L3—2L,pouvavoir: (0 -1 1 -1 1 O[
o -3 1 -2 1f

Enfin, oneffedue: L, « 3L,+L3 pus L; « 3L+ L, pou obtenir:
O 0 1 1 lE
-3 0 -2 1 1r.

Eb 0 -3 1 -2 1F
151 1 1E
Endvisant L, par 3etL, et L 3 par— 3 ,lapartie droite du tableau donre P'lz—DZ -1 -1p]
H—l 2 -1f

15. D'apres le théoreme sur les formules de changement de bases, onsait que:

M (u;B)= RS x M (u; B) x PS.. On oftient dorc:[M =P D P

16. M est solution ce (*) s (M +1)2"—-1=0 - (PDPt+1)2"=|
-  (POD+HPH2"=|
On morntre dors, par récurrencesur k, que: 0 kON, O MOMs (C), (PM P~ H* =pmkp-1,
D'ou: M estsolution e (*) <  PD+1)2" Pt =|
o (D+1)2" = aprés multiplicaion adroite par P et agauche par P~ .
| Donc M est solution ¢k (*) ss D est solution ce (*))

17. Comme D + | est une matricediagonale, on peut calculer fadlement sa puissance 2n.

Ha+2b+1)2“ 0 0 c
Ona: (D+1)2"=0 0 (a-b+1> 0 C.
39 0 0 (a-b+D”E

Ha+2b+1D*" =1

Donc D est solution de (*) s3
a-b+1)> =1
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Onadorca+2b eta—b racinesdu pdyndme A delapremiére partie. Comme b # 0, cesradnes ont
distinctes.

DorcDestsolutionce(*) =  O(kpOj0, a-1)x[o, ;m-1], et k#p.

Destsolutionce(*) =  O(kp)O |0, 2n—-1]x 0, -1,

18. D'aprés cequi précale, si b # 0, M est solution de (*) sg [k, p)D[O, 2n — 1] X[O, an-— 1],
krr prr

O
——(e " +2e " -3

gu——(e " e

Sib=0,M =a.l ; donc M est solution de (*) s9 a est uneradne du pdynéme A c'est-a-dire:

-kt

EkD[O, an-— 1], a=e"—1.0nretrowelecas précédent danslecasouk = p.

kzp et

0 1 i i P
Ea:—(en +2e " -3
Donc: M O G est solution ¢ (*) ss [tk pO [0, 20— 1]x[o,2n-1], 5 3 | :
1 |l il
:_en _er'l
= )




