Mathématiques B (X), MP & MPI X 2023, corrigé

X 2023

Epreuve de mathématiques B, MP & MPI, quatre heures
(corrigé)

Premieére partie

1. Soient p > 0 et (f,g) € (Z,(R))?. Soient > a,t" et Y b,t" les deux séries entiéres conver-
n=0 n=0
gentes sur U, et dont les sommes valent respectivement f et g. En tant que somme de séries

7. n .
convergentes, la série Y (a, + b,)t" converge sur U, et on a :

n=>0
+o0 +oo +oo
Ve U, (f+9)t)=r 1) +gt)=>Dant"+ > byt" = (an+by)t",
n=0 n=0 n=0

d’ot le résultat : f + g € Z,(R). L’addition dans Z, (R,[X]) et Z, (M, »(R)) se faisant
coefficient par coefficient, la stabilité par somme de Z,(R) implique celle de 2, (R,,[X]) et
2, (M, »(R)) pour tous entiers naturels m et n.

2. Soient p > 0 et (f,g) € (Z,(R))?. On reprend les notations » _ a,t" et Y _ b,t" de la question

n=0 n=0
précédente, et on note Z cpt” le produit de Cauchy de ces deux séries. Comme Z a,t" et
n=0 n>0
Z b,t" sont de rayon de convergence supérieur ou égal a p, il en est de méme de leur produit
n=0

de Cauchy, et pour tout t € U, on a :

+o0o +oo +oo
F@)g(t) =D ant" x Y byt" = cnt”,
n=0 n=0 n=0

d’ou le résultat : f- g € Z,(R), et cet ensemble est stable par produit.
A présent, soit n € N\ {0}, et soit (4, B) € (Z,(M,(R)))?. On veut montrer : A- B €
2,(M,,(R)). Pour cela, notons :

vt € U, At) = ((fi,j(t)))1<i,j<n> B(t) = ((gi,j(t))hgi,jgn'

Les coefficients de A et B sont des fonctions développables en série entiere sur U,. Pour tout
(i,7) € [1,n]?, le coefficient (4, ) de AB est :

n
hij =Y fik* Grj-
=1

Or on a démontré ci-dessus la stabilité par produit dans Z,(R), donc : V(i, j, k) € [1,n]?,
fik gk € 2,(R). Par la question précédente, une somme de fonctions de Z,(R) est toujours
dans 2,(R), donc h;; est dans Z,(R) pour tout (7,7) € [1,n]? Ceci montre que A - B est
dans Z,(M,(R)) : d’otu le résultat. Cet ensemble est stable par produit.

3. Soit (f,9) € (Z,(R))?. On suppose : fiu, = gjy,. Comme dans les questions précédentes, on

note Z ant" et Z b,t" les deux séries entieres dont les sommes donnent respectivement f
n=0 n=0

et g. Par hypothese, on a :
—+00 —+00
VEe U, > ant"=> byt"
n=0 n=0
Puisque ces deux sommes de séries entieres coincident sur un voisinage de 0, on a par unicité
des coefficients : Vn € N, a,, = b,,. Ainsi Z at" et Z b,t" sont égales, et donc leurs sommes

n=0 n>0
f et g le sont aussi. D’ot le résultat : 'application f — fjy, définie sur Z,(R) est injective.
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4. Notons que la premiere question confere bien a %, une structure de sous-espace vectoriel de
RY la stabilité par multiplication externe étant évidente (de plus &, contient évidemment
I'application identiquement nulle).

L’application || - || est clairement positive, homogene par multiplicativité de la valeur ab-
solue, et vérifie I'inégalité triangulaire grace a cette derniere également. Seule la propriété
de séparation nécessite quelques explications non triviales. Soit f € Z,(R). On suppose :
Il fIl: = 0. Comme une somme de réels positifs est nulle si et seulement si chaque terme est
nul, on a : Vn € N, |a,|r™ = 0, et comme 7 # 0 ceci impose a, = 0 pour tout n € N.

“+oo
Alors : Vt €] — p, p[, f(t) = Z apt™ = 0, c’est-a-dire : f = 0. Ceci montre que la propriété
n=0
de séparation est également vérifiée, et donc || - ||, est bien une norme sur Z,(R).
Soit (f,g9) € (Z,(R))% Montrons : ||fgll, < | f|l+]lgll;- Encore une fois, soient »_ a,t" et
n=0
ant" les deux séries entieres dont les sommes donnent respectivement f et g, et soit
n=0
Z cpt” leur produit de Cauchy. On a :
n=0
“+oo +oo n
1£gll- = D lealr™ < D23 law| 7" [bui| 7" 7",
n=0 n=0 k=0

On reconnait le produit de Cauchy des séries numériques »  |a,|r"™ et > |b,|r", dont on sait
n=0 n=0
qu’elles convergent puisque 7 est par hypotheése dans l'intervalle ouvert de convergence des

séries entieres Z a,t" et Z b,t". Donc :

n>0 n=0

—+o00 —+oo
I£9lle < 3 lanlr™ x 3 1bal 7" = £l
n=0 n=0

d’ou le résultat.

5. Pour tout n € N et tout ¢ € U,, on a par 'inégalité triangulaire :

+oo (k) 0 +oo | £(k) 0 400 (k) 0
0 = |5 L < 3 O e < 32| B0
k=0 : k=0 : k=0 :

et la série > _ || f,||, converge par hypothése. Comme la majoration ci-dessus est indépendante
n=0
de t, le théoréeme de comparaison des séries a termes positifs permet bien de conclure que la

série de fonctions Z fn converge normalement sur [—r, r| (et donc sur U, en particulier, ce qui

n=0
+o00
répond a la question), donc uniformément aussi et la somme f = Z fn existe. La majoration
n=0
X £P(0)
ci-dessus implique aussi par ailleurs que pour tout t € [—r,r|, la série Z Z "Tt
n>0 k=0

+oo r(k) 0
converge, donc par le théoreme de Fubini il en est de méme de la série Z Z Jn k;‘( )

k>0 n=0

tk pour

tout t € [—r,7], et on a :

+oo /+oo r(k)
vie[-rr), f)=Y (Z f“k50)> .

k=0 \n=0
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donc : f € 2,(R). Etudions & présent la convergence de > fn pour la norme || - ||,. On a,
n=0
d’apres ’égalité ci-dessus vérifiée par f :

> & PO
VN e N, Vt € [-r, 7], an(t) — ft) = z_: > el

n=N+1
donc :
+oo| 4o (k +<>o +o0 (k) ()
r k=0 [n=N+1 k' k 0n=N+1

Comme le terme général de cette double somme est positif, par le théoreme de Fubini on
peut écrire :

+oo  +oo +0o0
YN €N, < Y Z =3 N falle
r n=N+1k=0 n=N+1

On reconnait le reste de la série convergente » _ || fo||,. Il converge vers 0. Par le théoréme
n=0

des gendarmes, on a donc bien : llm =0, ce qu’il fallait démontrer : la série

T
> fn converge vers f pour la norme || - ||T
n=0

6. 6a. Supposons le résultat démontré pour tout f € Z,(R) tel que f(0) = 1 (H), et soit

f € 2,(R) tel que f(0) # 0. En notant g = on remarque que g(0) = 1 et donc

I
X f(0)’ .
d’apres (H) il existe r < p tel que : — € Z,(R). Ainsi : — = ——— montre que
(H) g (®) [ f0)g

1
7 € 72,(R) (I'égalité précédente est sur U,).

Ainsi, montrer (H) suffit a obtenir le cas général.

6b. Puisque les séries entieres Z a,t" et Z b,t" sont de rayons de convergence supérieur

n=0 n=0
ou égal a r, leur produit de Cauchy Z cpt" est également de rayon de convergence
n=0

supérieur ou égal a r. De plus, pour tout t € U,., on a :

“+oo

Ainsi les fonctions développables en série entiere ¢ — Z cpt" et t — 1 coincident au
n=0

voisinage de 0, donc par unicité des coefficients 1’égalité ci-dessus est vraie si et seulement

si:co=1,et:VneN\{0}, ¢, =0. Or, par définition d’'un produit de Cauchy, on a :
VneN, ¢, =Y agbn_r,
-0

et donc les égalités cg = 1 et ¢, pour tout entier n > 1 donnent, en isolant by et b,
respectivement :

b0:: — ::17
ao

vn e N\ {0}, b,=—— Z apbp—r = — Y arbp_p,
k=1

ao =
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d’ou le résultat.

6¢. La série entiere Z a,t" est de rayon de convergence supérieur ou égal a p. Par définition
n=>0
* : n 4
du rayon de convergence, pour tout r € R tel que r < p la suite (a,r"), oy est bornée.

Prenons par exemple r = g > 0. Il existe alors m € Ry tel que : Vn € N, |a,r"| < m.
Pour n = 0, on a en particulier : m > |ag| = 1. Puisque m > 1, on a : Vn € N\ {0},

m n
m < m". On en déduit : Vn € N\ {0}, |a,| < <r) , et on remarque que 'inégalité

m
reste valable pour n = 0. D’ou le résultat en posant : ¢ = — > 0.

r
6d. On montre le résultat voulu par récurrence forte sur n. Pour n = 0, cela découle du fait
que : |bo| = |ag] =1 < (2-0)° ce qui initialise la proposition. A présent, soit n € N, et

supposons : Vk € [0,n], |bx] < (2¢)F. Alors, par 1'égalité de la question 6b, on a :

n+1 n+1 n+1 400
st ] <D Jarl - [bnsa—r] < Y- (20)" P = (20" Y 27F <MY 27R = (20,
k=1 k=1 k=1 k=1

d’ou le résultat au rang n + 1. On a initialisé la proposition et démontré son hérédité,
donc par principe de récurrence on a : Vn € N, |b,| < (2¢)™.
6e. Soit R le rayon de convergence de la série entiere Z b,t". D’apres la question précédente,
n=0
R est supérieur ou égal au rayon de convergence de la série géométrique 2(2075)", qui

n=0

1
vaut % > 0. Donc : R > 0. Posons : r = min(R, p) > 0, et notons g la somme de cette
¢

série entiere. D’apres 1’équivalence montrée dans la question 6b (I’énoncé ne mentionne
pas d’équivalence, mais la réciproque est mentionnée dans notre correction et facile a
déduire de notre résolution), on a donc, pour tout t € U, : f(t)g(t) =1, donc : Vt € U,,

—— = ¢(t), ce qui démontre bien le résultat annoncé puisque g € Z,.(R).

(@)
7. Soit (f,9) € (Z,(R))?. Comme d’habitude, > a,t" et > b,t" désignent les séries entiéres

n=0 n=0
dont les sommes donnent f et g respectivement. On suppose : f-g = 0, et on veut montrer que

f =0o0ug = 0. Cela revient a démontrer que si f # 0, alors nécessairement g = 0. Supposons
donc f non identiquement nulle, et notons & le plus petit entier naturel tel que a, # 0. Un tel

+oo
entier existe nécessairement, sinon f est identiquement nulle. Alors h : ¢ — ft(k) = Z gy t"”
n=0

1
est non nulle en 0 et est dans Z,(R). Par la question précédente, il existe r < p tel que 7

1
soit dans Z,(R). En multipliant I’égalité fg = 0 par 7> on obtient : Vt € U,, tfg(t) = 0. Pour

t # 0, on a donc : Vt € U, \ {0}, g(t) = 0, et par continuité d’une fonction développable en
série entiere cela vaut aussi en ¢ = 0. Ainsi g est nulle sur U,., donc par la question 3 on a :
g =0. D’ou le résultat : si fg =0, alors f =0 ou g =0, donc Z,(R) est integre.

Deuxiéme partie

8. 8a. La positivité, I'’homogénéité et I'inégalité triangulaire ne posent pas de souci : ces trois
propriétés découlent du fait que s > 0 et que || - ||, soit une norme sur Z, (R). Vérifions
n
la propriété de séparation : soit P = Y fiX' € Z,(R,[X]). On suppose : ||P|,, = 0.
=0
Comme ||fi]|, - s* est positif pour tout i € [0,n], et qu'une somme de réels positifs est

4
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8b.

nulle si et seulement si chaque terme de cette somme est nul, on en déduit : Vi € [0, n],
I fill- - s° =0. Or s > 0, donc : Vi € [0,n], ||fi]|- = 0. Comme || - ||, est une norme, les
égalités précédentes impliquent la nullité de tous les f;, et donc aussi de P. Ainsi || - ||
vérifie également la propriété de séparation, et c’est bien une norme sur 7, (R, [X]).

Soient P € 2, (R,[X]) et Q € Z, (R,,[X]). Ecrivons : P =" fiX', et : P = g; X7,
=0 5=0

ol les f; et les g; sont dans Z,(R) pour tous ¢ € [0,n] et j € [0, m]. Pour simplifier ce
qui suit, on pose également, pour tous entiers 7 et j tels que i > net 7 >m: f; =0,
g; = 0. Alors :

m+n k

PQ =Y < figk;—i) X",
k=0 0

k
Puisque Z,(R) est un anneau, »  f;gr—; appartient & Z,(R) pour tout k € [0,m + n],

=0
donc PQ € 2, (R,4m[X]). De plus ||-||, vérifie 'inégalité triangulaire en tant que norme,
donc :

m+n || k m+n k
||PQHT,S = Z Zflgk—z Sk < Z Z H.flgk—zursk
k=0 Ili=0 r k=0 i=0
De la question 4, il découle :
m+n k ) s m ) n )
1PQllvs < D2 DI filles'llgn—ill-s™" = (Z ||fz||r82> > Ngilles” | = 1P sl Qllrs,
k=0 i=0 i=0 §=0

d’ou le résultat.

. L’énoncé ne précise pas le sens de I'appartenance R € Z,(R,_1[X]) lorsque d = 0. Nous

présumons que par convention, R[X] = {0} si k& < 0. Avec cette convention, le résultat
a démontrer est valable y compris si n < d (il suffit dans ce cas de prendre @ = 0
et R =A € 2,(R,[X]) C Z,(R4_1[X]) pour avoir A = BQ + R avec les conditions
requises).

Nous allons imiter la démonstration de I'existence d'une division euclidienne sur R[X],
au contexte de ce probleme. On fixe B unitaire et de degré d, comme indiqué dans
I’énoncé. Pour tout entier n > d, soit P,, la proposition suivante :

« Pour tout A € Z,(R,[X]), il existe (Q, R) € Z,(R,—q[X]) x Z,(Rq-1[X]) tel que :
A=BQ+ R.»

Démontrons que P, est vraie pour tout entier n > d par récurrence forte.

Supposons d’abord n = d. Soit A € Z,(R4[X]), dont on note fy le coefficient dominant.
Il suffit alors de prendre Q = f; et R = A — f3B pour avoir A = BQ + R; avec ces
définitions, on a bien @ € Z,(Ry[X]) et R € Z,(R4_1[X]) comme espéré. D’ou Py.
Passons a 1’hérédité. Soit n € N un entier supérieur ou égal a d. Ou suppose que
P est vraie pour tout k € [d,n] (pour k& < d on sait déja que c’est vrai d’apres le
début de cette résolution : ainsi, au moment d’utiliser 'hypothese de récurrence ci-
dessous, nous ne nous évertuerons pas a vérifier si 'on utilise bien Py avec k > d).
Soit A € 2,(R,41[X]). On peut l'écrire : A = Ay + f, 1 X", avec fui1 € Z,(R) et
Ay € 2,(R,[X]). Alors le polynéme :

A— fn+1Xn+1_dB

est de degré au plus n. En effet B est supposé unitaire, donc il est de la forme B =
X%+ By avec By € Z,(Ry-1[X]). Alors X™"1~4By est de degré au plus n, donc :

A— fn_HXn—H—dB = Ay + fn+1Xn+1_d(Xd i B) = Ay — fn+1Xn+1_dBo

5
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9b.

est la somme de deux polynomes de degré au plus n et est aussi de degré au plus n. On
peut donc lui appliquer I'hypothese de récurrence : il existe (Qo, Ro) € Z,(R,—q[X]) x
2,(Ry_1|X]) tel que : A — f, 1 X""17B = BQy + Ry (en principe, 'hypothése de
récurrence nous enseigne que Q € Z,(Ry_q[X]) avec k = deg(Ag — [, 1 X" 71By),
mais ce n'est pas un probléme vu qu’on a l'inclusion R 4[X] C R,,_4[X]). Alors :

A= B(fn X"+ Qo) + Ry

et il suffit de poser (Q, R) = (fni1 X174 + Qo, Ry) pour avoir le résultat voulu (on a
bien @ € Z,(R,4+1-4[X]), puisque @ est la somme de deux polynémes dans cet anneau).
D’Ofl Pn—',-l-

Ayant montré 'initialisation et 1'hérédité, par principe de récurrence on a le résultat
pour tout entier n > d (et méme pour tout entier n € N, comme nous 'avons expliqué
au début de la résolution).

Montrons & présent I'unicité du couple (@, R). Soit A € Z,(R,[X]) et soient (@1, R1)
et (Q2, Ry) deux couples dans Z,(R,,_4[X]) x Z,(R4_1[X]) tels que : A = BQ1 + Ry =
BQs+ Ry. On a alors : B(Q1 —Q2) = Re— Ry. Supposons : Q1 — Q2 # 0. En comparant
les degrés, on doit avoir : deg(B(Q1 —@Q2)) < d—1. Or, si 'on note Q1 — Qs = ¢ X+ Qs
avec £ = deg(Q1 — Q2), ¢ € Z,(R) \ {0}, et Q3 € Z,(Ry—1[X]), alors on a :

B(Q1—Q2) = (Xd+B)(CIXZ‘FQ:%):qu+e+(XdQ3+qBOXZ+BoQ3)7

deg<l+d—1

ce qui montre que : deg(B(Q1—Q2)) = d+¢. Ainsi I'inégalité ci-dessus devient : £ < —1,
ce qui est absurde car ¢ € N. Notre supposition Q1 — @2 # 0 est donc absurde, et on a :
Q1 — Q2 = 0. Partant de la et de I'égalité B(Q; — Q2) = Ry — Ry, on déduit aisément :
(Q1, R1) = (Q2, Ry). D’ou le résultat : le couple a convenir est unique.

Remarque. On a montré que deg(B(Q1 — Q2)) = deg(B) + deg(Q1 — @Q2) ci-dessus.
Le fait que B soit unitaire a masqué une subtilité qui est nécessaire pour généraliser
cette formule. Comme Z,(R) est intégre, on a en fait deg(PQ)) = deg(P) + deg(Q) pour
tous polynomes P et @ de Z,(R[X]). Nous laissons le lecteur en exercice voir ou cette
hypothese d’intégrité intervient.

Suivant I'indication, commencons par traiter le cas ot B = X9 (qui vérifie trivialement
HB - X de < s, puisque la norme d'un vecteur nul est nulle). On sait dans ce cas

expliciter le quotient Q et le reste R de la division euclidienne de A par X¢. En effet, si
n

Agécrit : A=Y firX* avec f, € Z,(R) pour tout k € [0, n], alors :
k=0

n—d d—1
= X (Z fk-i—ka) + > fXE
f=0 k=0

egﬂ(Rn—d[X]) egp(Rd—l[X])

n—d d—1
donc, par unicité du couple (@, R), on a : ) = Z foraX® et : R = Z fwX". On en

k=0 k=0

déduit :
[[A]lr.s
1Blr,s = lefkll ZkaHr s" —||A||rs=7

et :
IIAllrs

n—d n
Qs = > M furallr - 8° =D M1 fell - 577 < ‘dZ | fell.s*
k=0 l=d
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10.

11.

On a démontré les inégalités voulues dans le cas ou B = X%
On revient au cas général, avec B unitaire de degré d. Ona: A = (B — Xd) Q+XQ+R,

et donc :
A—@—XﬂQ:Xw+R.

On tient la la division euclidienne de A — (B - X d) Q par X% : on s’est ramené au cas
précédent, ce qui nous permet d’écrire :

NQllns < IA= (B=X") Qllrss et Rl < 1A~ (B = X) Q.
L’inégalité triangulaire et I'inégalité de la question 8b impliquent :
s'|Q
Regrouper les termes ||Q)||, s, dans la premiere inégalité, donne enfin :

1Al
1B =X,

T, < ”AHT,S + HB - Xd QHT& et : HRHT,S < HAHT,S + HB - XdHnSHQ

7,8 T,8°

1Qls < ——

et réexploiter cette inégalité dans celle vérifiée ci-dessus par ||R||,.s nous permet d’ob-

s 1Al
st —||B - X4
Comme F' est de degré d et R est de degré au plus d—1, il est manifeste que F'+ R est de degré
d, unitaire parce que F l'est. Montrons : (F + R)y—o = X% Comme : Fj,_o = X, il suffit

de montrer que Rj;—o est le polynéme nul. Or on sait que Py = i L0)XE = i L(0)XE =
i=0 i=d

tenir : || R, < , d’on le résultat.

r,s

n—d .
X®Y fira(0)X? par hypothese sur les f;. Ainsi le reste dans la division euclidienne de P
i=0

par g = X @ est nul, mais ¢’est aussi Ry (il suffit d’évaluer en ¢ = 0 la relation de division
euclidienne entre P, F' et R, puis de constater que la condition sur le degré du reste reste
satisfaite). Par unicité, on a : Ry—o = 0. D’oti le résultat : (F' + R);;—o = Fji—o + Rji=0 = X

Soient r et s deux réels strictement positifs. Informellement, on nous demande de montrer que
pour 7 et s bien choisis, ag = 574 Fo—X|,.5, B0 = ||1—Qollrs €t 0 = 57| Ro||,-.s sont tous les
trois « petits » simultanément. Cela nécessite notamment de comprendre pourquoi () serait

d —
proche de 1. On a I'égalité : P = FyQo + Ry, avec : Fy = ZfiXi. Notons : Qg = Z X,
i=0 i=0

ot les ¢; sont dans Z,(R). En identifiant le coefficient de X dans cette égalité, on obtient,
si l'on se souvient que Ry est de degré au plus d — 1 :

d
Ja= Z filn—a-
i=0

Or par hypothese f; = 1, et tous les f; pour ¢ < d s’annulent en ¢ = 0. Donc, apres évaluation
en 0, on a :

1= fd(O)QO(O) = QO(O)-
Or :

n—d n—d
11— Qollrs = 11 = qolls + D (laill- — lg:(0)]) s + > _ [@:(0)]s*
=1 =1

n n—d
<L =gl + wax (ol — laO)) Y5 + X a(0)]s'
’ i=1 i=1



Mathématiques B (X), MP & MPI X 2023, corrigé

On a : hst = hm Z |g:(0)]s" = 0, donc pour tout £ > 0 et tout &’ > 0 il existe 7. > 0

et nL > 0 tel que pour tout s €]0, min (7., 7./)], on ait : Zs g, et : Z lg:(0)|s* < €. On

FIXE désormais s = min (7., 7.) (nous réfléchirons plus tard aux choix de gete adéquats).
Notons bien que ce choix de s ne dépend pas de r. La majoration ci-dessus devient donc,
pour tout r >0 :

11 = Qollrs < I[1 = qoll + Jnax (lgllr = lg:(0)]) £ + "

Par définition de || - ||, et continuité en 0 des fonctions développables en série entiere, on a
de plus :

lm [T —qgolly = [1 = qo(0)] =0, et - Vie[l,n—d] lim([lgl, —la0)]) = 0.

On en déduit que pour tous €’ > 0 et ¢ > 0, il existe s o» > 0 (quitte & diminuer sa
valeur pour qu’il convienne pour toutes les quantités ci-dessus a la fois) tel que, pour tout
1 €]0, 7er om], on ait :

1= qoll- <", max (gl —la(0)]) <.
1€[1,n—d]

n

On a alors, pour tous €,&’,&”,&"” > 0 et r bien choisi :

Bo=|1—Qollrs <e&"+&"e+¢.

Prenons par exemple : ¢/ = &’ =& = %, et :e =1 (donc s est fixé égal & s = min (771, 771/18)).
On a donc : 3 1
Vr € |0, : <—=-.
r } 7]1/18,1/18} Bo 3.6 6

Passons a la majoration de ag et 9. On a :

d—1 n
ag = s N Fo— XUro = s~ [ filles’ <570 max (| fill.) D,
i=0 1=0

1€[0,d—1]

et comme : Vi € [1,d — 1], 1i_r>r(1) I fill- = |fi(0)] =0, il existe n > 0 que I'on prend commun &

1
tous les f;, tel que pour tout r €]0, 7] on ait : max (Ifillr) £ ————. Alors :
€l0.d-1] 65~ st
i=0
1
Vr €]0,n], ao < 6

Enfin £y se majore semblablement, étant donné que Rj;—o = 0 (le raisonnement est donc en
tout point analogue a celui effectué avec Fy — X?, dont I’évaluation en t = 0 était aussi le
polynéme nul). On en déduit l'existence de 7' > 0 tel que :

1

/
< —.
VT’ 6]0777]7 €0 12

Prenons a présent : r = min (n, n', 181 /18). Les inégalités ci-dessus impliquent :

[N
=
w

ap + 269 < — +

ce qu’il fallait démontrer.
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12.

13.

14.

Pour tout 2 € N, on a :
P=FQ+R =F1Qi1+ R

On en déduit, pour tout ¢ € N :
(Qiyr — Qi) Fipi + Riyy = P — QiFipy = FiQi + Ry — QiFi = Qi(Fy — Fia) + Ry,
et par définition de la suite (F}),.yona: Vi €N, F; — F;;; = —R;. D'ou :
VieN, (Qit1—Qi)Fi+ R = (1- Q)R

ce qu’il fallait démontrer.
Soit : € N. On a : F;,1 = F;, + R;, donc :

Q41 = S_d”Fi-&-l - Xd”?“,s < S_dHFi - X

s = Oy + &,

r,8

et de plus D'inégalité ;1 < 1 équivaut & : || Fj1q — X9||,.5 < s?, donc d’apres la question 9b
(appliquée cette fois-ci a la division euclidienne de (1 — Q;)R; par F;y; : d’aprés la question
précédente, le quotient est ;.1 —Q); et le reste R, 1, qui est bien de degré inférieur strictement
a deg(Qit1) = deg(Qiy1 — Q;)) on a:

[(1 = Qi) Rl|rs (1= Qi)Rs ||rs
; t R
HQerl Qz“rs S d _ HFz L — Xd” € H z+1Hrs X d HE+1 _ X H
soit donc, par la question 8b :
R; N1 —Q;
Qs Qe < BB ellile g < SR Gl
S (1 - a1+1) 1-— (e 7]
Comme : 8¢||R;||,.s = i, et : [|1=Q;||».s = Bi, la seconde inégalité donne bien : g;,; < 15181
— Qg1

Pour la premiere, on utilise 'inégalité triangulaire renversée pour conclure :

1— 0. R .
Bit = Bi = 1Qist — s — 10— 1lre < [Qirr — Qulls < L= QillrsllFilles - Bic

st (1 — @it1) 1 — gy’

d’ou le résultat.

Nous allons montrer ces trois majorations par récurrence sur i. Si ¢ = 0, alors chaque inégalité
est triviale et il y a méme égalité. Soit i € N. Supposons :

ai<&0+2‘<1_27i)'€07 5i<50+<1—27i>-€0, g <270 g
D’apres la question précédente, on a donc :
Qi1 S g+ 2 (1—2_’) -€o+2_i-50:a0+2(1_2—i_2—i—1)50
<ap+2(1-27") ¢

Cela donne la premiere majoration. On en déduit par ailleurs que «; 11 < 1 puisque, en effet :

i1 < ap+ 269 < 3 < 1. Donc, d’apres la question précédente encore une fois, on a :

Bici < (Bo+(1—27")-e0)27" - &0 < (Bo +€0) 27 "o
~ . ~
1— g 1 —(ap+2(1—27%)¢g) 1 — (ap + 2¢9)
1 2_i€0
T 31—

< 2_i_1€0.

Eit1 <
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Il reste a majorer 3;,1, ce que l'on fait encore grace a la question précédente, et en réutilisant

i€ ; . . . s L.
I'inégalité < 27 1g, implicitement démontrée ci-dessus :
— Qg1
Bigi —i —i—1_ —i—1
5i+1<5i+71 5 <Bo+(1—=2")eg+27" g = fo+ (1 —27"")eo,
— Qi

ce qui acheve de démontrer que les majorations au rang ¢ entrainent ces mémes majorations

au rang ¢ + 1 : la propriété a été initialisée et elle est héréditaire, donc par principe de
récurrence on a le résultat pour tout entier 7 € N.

15.15a. L’idée derriere la résolution proposée est la suivante : nous voudrions démontrer la

convergence de la suite (F});en en passant par la convergence de la série télescopique

Z(E+1 — F;). Ce genre d’idée est fructueuse lorsque la limite candidate F est inconnue,
>0

ou insuffisamment connue pour étudier || F' — F}|, s, tandis que les questions précédentes
donnent une indication sur la taille de || Fj;1 — F}||, s, permettant de démontrer la conver-
gence de Y _ || Fis1 — Fj|s. Mais il y a néanmoins un gros probleme : puisque %, (Rq[X])

>0

n’est pas un espace vectoriel de dimension finie, on ne peut pas a priori: affirmer que
la convergence de Y ||Fiy1 — Fil,,s implique celle de Y (F;11 — F;). Pour contourner

i>0 i>0
cette difficulté, nous allons utiliser la question 5, qui nous donne une relation entre la

convergence pour | - ||, et la convergence normale (dont on sait entre autres qu’elle
implique la convergence uniforme : ainsi elle permet 'implication que la norme || - ||,
ne permet pas).

Faisons. Pour tout ¢ € N, notons :

d-1
F=X%+ > fiaX?,  avec: (fj’i>0<j<d_1 € (.@T(R))d.
=0

Pour tout ¢ € N et tout j € [0,d — 1], on a :

574 g,

—d—
=5 9g; < 5

i1 = Jally < s7 | Fisa = Fillps =

1 1
or la série géométrique Z ; converge parce que sa raison vérifie : 3 €] —1,1]. Par le
i>0
théoreme de comparaison des séries a termes positifs, pour tout j € [0,d — 1] la série
> N fjit1 — fiill» converge et donc, par la question 5, la série Y (fj 41 — f;:) converge

>0 i>0
normalement vers une fonction f; € 2,(R), et cette convergence est aussi vraie pour la
norme || - ||,. Par le lien suite-série, on en déduit que pour tout j € [0,d — 1] la suite
(f5i);en converge vers f; pour la norme || - ||.. Posons alors :
d—1 '
F=X'+3" f;X7 € 2,(Ry[X)).
=0

Ce polyndme est bien unitaire de degré d et vérifie : Fj,—g = X 4 parce que la convergence
normale implique la convergence simple, et f;;(0) = 0 pour tous ¢ € N et j € [0,d — 1]
(puisque Fj;—o = X pour tout ¢ € N). Il reste a vérifier que (F});en converge vers F

pour la norme || - ||,s. Le plus dur a été fait; on a en effet, pour tout i € N :
d—1
IF = FEills = || D_(f; = fi) X Z I1f5 = Fiallos?,
J=0 7,8

10
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16.

17.

et d’apres ce qui précede chaque terme de cette somme converge vers 0. D’ou :

lim ||F — F,s =0,

i——+00

ce qu’il fallait démontrer.

15b. On a montré que (F;);en converge vers F' (pour || - ||,s) dans la question précédente,
et on en déduit que (R;)ieny = (Fip1 — Fj)ien converge vers le polynéme nul. 11 reste
a justifier que la suite (Q;);en converge, et le résultat demandé en découlera aisément.
Pour cela, on imite la stratégie de démonstration de la question 15a. On rappelle qu’on
a démontré en passant, dans la question 13 :

51'&'

VieN, [Qiy1— Qz‘”ns < 1— s
— Q5

I

I'inégalité a1 < 1 étant effectivement vérifiée d’apres la question 14 et la majoration
o + 269 < % Or, en regardant de plus prés nos majorations de la question 14 encore
= € SN 1
fis < i , et la série géométrique Z — converge.
— 2i+1 : i
az+1 i>0
Par le théoreme de comparaison des séries a termes positifs, la série Z |Qiv1 — Qillrs
120
converge et donc, en imitant le raisonnement de la question 15a, on en déduit que la
suite (Q;);cy converge, au sens de la norme || - [|;,s, vers un polynéme G € Z,(R,_4[X]).

une fois, on y a démontré :

Ainsion a : Vi € N, P = F;QQ; + R;, ou chaque polyéome du membre de droite converge,
respectivement vers F'; G et 0. Par continuité de l'application bilinéaire (A, B) — AB
sur l'espace vectoriel normé Z,(Ry[X]) x Z,(R,_4[X]), continuité qui provient de la

question 8b, on a : .li+m F;QQ; = FG. Par conséquent, passer a la limite dans 1’égalité
1—+00

ci-dessus donne : P = FG, ce qu’il fallait démontrer.

Les questions précédentes démontrent le théoréme 1 dans le cas ott A = 0. A présent, si A est
un réel quelconque (qui soit racine de Py—q avec multiplicité d), on note que P(X + \) est
toujours un polynoéme unitaire de Z,(R,[X]), et que 0 est racine de P(X + \);~o d’ordre de
multiplicité d. Par les questions précédentes, il existe 7 € R* tel que 7 < p, Iy € 2, (Rq[X])
et Go € D, (R,_q[X]) unitaires tels que : P(X + \) = FyGy, et : Fy—9 = X?. En composant
par X — A, on a donc : P = Fy(X —\)Go(X —\), d’out le théoreme 1 en posant F' = Fy(X —\)
et G =Go(X —\).

Posons : P = X? — f € 2,(R,[X]). Alors Py—y admet |/ f(0) comme racine (simple, puisque
f(0) > 0). Par le théoreme 1, il existe r €]0,p] et (F,G) € (Z,(R1[X])*, avec F et G
unitaires, tels que : P = F'G, et : Fl—g = X — /f(0). Au vu du degré de F et G, il existe
aussi (fo,90) € (Z,(R))? tel que : F = X — fo, et : G = X — go. L'objectif est de montrer
que I'une de ces deux fonctions est v/f. Or I'égalité P = F'G implique :

X2 —f=X—(fo+90)X + fogo.

Quitte a passer par les évaluations en ¢, on se convainc qu’on peut identifier les coefficients
des polynémes méme quand ils sont dans Z,.(R). On a donc :

fot+90=0, fogo=—F.

Ceci mis ensemble, on en déduit : (fo)?> = f. Or f(0) > 0 et f est continue en 0 tant que
fonction développable en série entiere, donc il existe p’ €]0, p] tel que f soit strictement
positive sur U,. Ceci autorise a extraire la racine carrée dans ’égalité précédente. Posons :

11
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18.

19.

20.

ps = min(p’, 7). D’apres ce qui précede, il existe une fonction e : U,, — {—1,1} telle que pour
tout t € U,,, on ait : fo(t) = £(t),/f(t). De plus € est continue sur I'intervalle U,, (puisque

e est le quotient de fy et v/f qui sont continues), donc (U,

»;) est un intervalle inclus dans

_ A(0)

f(0)
(rappelons que Fj—g = X — fo(0) = X — m ). Ainsi € est identiquement constante et égale
a 1, donc : /f = fo € Z,,(R). D’ot le résultat.

{=1,1} : c’est soit {—1}, soit {1}. Le premier cas est exclu, puisque : £(0) =1

Troisieme partie

Comme M—, est symétrique réelle, par le théoreme spectral cette matrice est diagonalisable
et, en particulier, son polynome caractéristique xj;—o est scindé sur R. On en déduit que
M)~y admet une valeur propre réelle. D’ou le résultat.

Sous I'hypothese d = n, on a : x=0 = (X — A)", donc le polynéme minimal (qu’on note 7)
de Mj—o divise (X — X)" par le théoreme de Cayley-Hamilton. Or 7 est non constant et a
racines simples car M|;—q est diagonalisable d’apres la question précédente, donc : m = X — A
Comme 7 est un polynome annulateur, on a montré : Mj,—o = AL,.

Voyons comment en déduire lexistence de M. Notons : M = ((mi;)),; <, Pour tout
(4,7) € [1,n]? le coefficient m; ; est une fonction développable en série entiere en 0, dont le
coefficient constant est \d; ; d’apres I'égalité Mj,—o = A, (la notation J; ; désigne le symbole

de Kronecker). On en déduit que si 'on pose :

+o00 m(k)(o) “+o00o m(k+1)(0)
V(Z,j) € [[1,71]]2, VieU 19 nz,(t) = A wjtk
r J ;::1 k! kZ:% (k+1)!

(ces fonctions sont définies de sorte que : V(4,7) € [1,n]? YVt € U,,, m;;(t) = Xoij + tn;;),
et :

My = ((ni,j>)1gi7]’<n’
alors : Va € U,,, Mj—q = AL, + aM, d’apres la relation donnée ci-dessus entre les m; ; et les
n; ;. De plus, My appartient a Z,,(S,,(R)) parce que les n;; sont dans Z,,(R) et quon a :
V(i,j) € [1,n]? mi; = m;;. D’ou le résultat.
Remarque. Dans le cas d = n, l'existence de F' et G est triviale et on a p; = p.

Soit B, la base canonique de R". Comme M)_q est symétrique réelle, par le théoréme spectral
il existe une base orthonormée (Ei,..., E,) de R" constituée de vecteurs propres de M—o.
Ordonnons-les de sorte a ce que (L4, . .., Fy) soit une base orthonormée de ker(M);—o—Al,,) (ce
sous-espace propre est de dimension égale a I'ordre de multiplicité de la valeur propre A, c’est-
a-dire d). Posons alors : U = Mg, ((E1, ..., Eq)) € M, 4(R), et : V = Mp, ((Egt1,...,En)) €
M,,.n—a(R). Montrons que ces deux matrices vérifient les trois propriétés requises. Avant cela,
notons que grace au théoreme de Cayley-Hamilton, nous savons que nous avons : Ago By =
X(M)ji=o = 0, donc :
im(By) C ker(Ap).

Cela nous donne une information dimensionnelle sur ces deux espaces vectoriels, dont nous
aurons grand besoin ci-dessous. En effet :

ker(Ap) = ker((Mj— — AL,)%) 2 ker(Mj,_o — AL,),
ou l'inclusion réciproque de (x) est facile et I'inclusion directe conséquence du fait que
M~y soit diagonalisable : on a R" = ) ker((M—o — pl,)%) par le théoréme

pESP(M=0)

12
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21.

de Cayley-Hamilton et le lemme des noyaux (d, désigne l'ordre de multiplicité de p) et
R" = ®  ker(My—o — pl,) car My~ est diagonalisable; ces deux décompositions de
RESP(M|¢—0)
R"™ en somme directe, et les inclusions ker(M—o — ul,) C ker((M—o — pl,,)% ), impliquent
I’égalité de ces sous-espaces vectoriels par unicité de ’écriture des vecteurs dans une somme
directe (ou en comparant les dimensions). Or, pour une matrice diagonalisable, les dimensions
des sous-espaces propres sont égales aux ordres de multiplicité des valeurs propres associées :
on en déduit que ker(Ap) est de dimension d. Ainsi les deux inclusions ci-dessus impliquent :

dim (im(By)) < d.

On peut passer a la démonstration de ce qui est demandé.
L’égalité im (BoU) = im (By). Les relations : Vect(By(F1, ..., Ey)) C im (ByU) C im (By)
sont triviales. On en déduit :

dim (Vect(By(Ey, ..., Ey))) < dim (im (BoU)) < dim (im (By)) < d.

Or nous allons démontrer que 'on a : dim (Vect(By(Ey, ..., Eq))) = d. Pour cela, il suffit de
démontrer que la famille (ByE1, ..., BoEy) est libre, étant donné qu’elle est déja génératrice.

d

Soit (aq,...,aq) € R? tel que : ZaiBOEi = Om, ,(r)- Comme B = G(M) et, pour tout
i=1

i € [1,d], E; est un vecteur propre de M;_y associé a A, 1’égalité précédente équivaut a :

d
Z @iGli=o(A) E; = Owm,, , (r)- Comme la famille (Ey, . .., E;) est libre, on en déduit : Vi € [1,d],
1

oz_z-G\t:o()\) = 0. Or A n’est pas racine de G, (par définition de d, F' et G), donc : Vi € [1,d],
a; = 0, ce qui démontre que la famille (ByEy, ..., BoEy) est libre. C’est donc une base de
Vect(By(Ey, ..., Ey)), et les inégalités entre dimensions ci-dessus impliquent donc :

dim (Vect(By(E1, ..., Ey))) = dim (im (ByU)) = dim (im (By)) = d.

Ayant 'inclusion directe et égalité des dimensions, on en déduit : im (ByU) = im (By).
L’égalité im (ApV') = im (Ap). Le raisonnement est analogue. On a facilement les inclusions :
Vect(Ao(Egi1,-- -, Fy)) € im (AgV) C im (Ap), et ce dernier espace est de dimension n — d

grice au théoréeme du rang. Montrons que la famille (AgEq.1,...,AoE,) est libre : soit
n
(Qgy1s - -5 0p) € R tel que : Z ;Ao E; = Oy, , (r). Pour tout i € [d+ 1,n], notons y; la
i=d+1
valeur propre associée a F;. Rappelons que, par définition de E, ..., E4 qui forment une base

de ker(M),—o—Al,,), les ; sont distincts de X. En raisonnant comme ci-dessus, on montre qu’on
a:Vie [d+1,n], a;Fj=o(p;) = 0. Or les y; ne sont pas racines de Fj—g = (X — A)?, donc :
Vi € [d+ 1,n], a; = 0, ce qui démontre que la famille (AgEqy1,. .., AoE,) est libre. C'est
donc une base de Vect(Ag(Fgyi1,- - -, E,)). Par un argument dimensionnel analogue a celui ci-
dessus, on a donc : dim (Vect(Ag(Eyi1, - .., Ey))) = dim (im (4gV)) = dim (im (Ay)) = n—d.
Ayant l'inclusion directe et 1'égalité des dimensions, on a : im (ApV') = im (Ay).
L’inversibilité de la matrice (BoU | AgV'). Les deux égalités ci-dessus prouvent en pas-
sant que (BoEi,...,BoEs) et (AoEgi1,...,A0E,) sont respectivement des bases de
ker(Ap) et im(Ap) (en tant que familles libres de cardinal maximal). Comme A, est
une matrice symétrique réelle, ces deux sous-espaces vectoriels sont supplémentaires, donc
(BoEh, ..., ByEg, AgEgy1, - -, AgE,) est une base de R™, ce qui équivaut a l'inversibilité de
la matrice (BoU | ApV) : d’ou le résultat.

Posons : Va € U,,, f(a) = det(Q)i=,). C’est une somme de produits de fonctions développables
en série entiere sur U, , donc f est développable en série entiere sur U,,. De plus : f(0) =

13
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1
det ((BoU | AgV)) # 0, donc d’apres la question 6 il existe py < p; tel que l'on ait : 7 €

2,,(R). En particulier f ne s’annule pas sur U,,. On en déduit que Q—, est inversible pour

tout a € Up,, et :
1

f(a)
Les coefficients de la comatrice de QQ;—, sont des cofacteurs de Q}—,, c’est-a-dire des sommes
de produits de coefficients de QQ—, : en tant que somme de produits de fonctions déve-
loppables en série entiére sur U,,, les coefficients de Com(Qji—,)" sont donc dans Z,, (R).
Cest-a~dire : Com(Q)" € Z,,(M,(R)).

1

En résumé, i est dans Z,,(R) et Com(Q)" dans Z,, (M,,(R)), donc par I'égalité ci-dessus Q~*
est dans Z,,(M,,(R))NZ,,(M,,(R)) = 2,,(M,(R)), d’ot le résultat : Q) est dans GL,, (Z,,(R)).

22.22a. Soit Y € R". Comme Q};—, est inversible d’apres la question précédente, il existe X € R"

Va € U,,, (Q\t:a)_l = Com<Q|t=a)T-

tel que : Y = Q=.X. Or, si I'on note X = <§1>, avec X; € R? et X, € R"¢, alors
2

Xy
X
de R™ g’écrit comme somme d'un élément de im (B,U) et d’'un élément de im (A,V),
donc : im (B,U) +im (A,V) = R". La somme est directe, parce que s’il existe (Y1,Y2) €
im (B,U) xim (A, V) tel que : Y1+Y, = 0, alors, en notant X; et X5 des antécédents de Y

ona:Y = Q=X = (B,U|A)V) = B, UX; + A,V X,. Ainsi tout élément

. o . X
et Y5 par B,U et A,V respectivement, imiter les calculs ci-dessus donne : Q;—, <X1> =
2

X

X
Y1 = B,UX; =0, puis Y2 = A,V X, = 0. D’ou le résultat : im (B,U) @ im (A4,V) = R™.

22b. L’inclusion im(B,U) C im(B,) est évidente (écrire : VX € R", B,UX = B,(UX) €
im(B,)), tandis que linclusion im(B,) C ker(A,) découle du théoreme de Cayley-
Hamilton :

Y) +Y; = 0. La matrice Qu—, étant inversible, on en déduit : = 0, et donc

VX ER”, Ay (B.X) = (A.B)X = (F(M)G(M)),_, X = x(M)—aX = Ope.

[t=a

On montre de méme les inclusions : im (A4,V) C im (A,) C ker (B,). Partant de ces
inclusions, pour avoir I’égalité de ces sous-espaces vectoriels, il suffit de démontrer qu’ils
sont de méme dimension. Or ces deux suites d’inclusions et le théoréeme du rang im-
pliquent :

dim(im(B,U)) < dim(im(B,)) < dim(ker(4,)) = n—dim(im(A4,)) < n—dim(im(A,V))

et de plus im(B,U) et im(A,V) sont supplémentaires d’apres la question précédente,
donc n — dim(im(A4,V")) = dim(im(B,U)). On en déduit :

dim(im(B,U)) < dim(im(B,)) < dim(ker(A4,)) < dim(im(B,U)).

Par symétrie de la relation d’ordre <, toutes ces dimensions sont égales. En résumé, on
a montré :
im (B,U) C im(B,) C ker(A,)
dim(im(B,U)) = dim(im(B,)) = dim(ker(A,))
)

donc : im (B,U) = im (B,) = ker (4,). On montre de méme : im (A,V) = im (A4,) =
ker (B,), d’ou le résultat.

14
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23.

24.

25.

Fixons a € U, pour le moment. Soit f : X + M};_,X I'endomorphisme de R" canoniquement
associé a M,—,, et soient B la famille de R™ dont les d vecteurs sont les colonnes de B,U, et B,
la famille de R™ dont les n—d vecteurs sont les colonnes de A,V ; comme Qi—, = (B,U | A,V)
est une matrice inversible, B = B U B; est une base de R", dont on vérifie qu’elle est adaptée
a la somme directe R” = im(B,U) ®im(A,V) (en effet I'image de B,U est engendrée par ses
colonnes, c’est-a-dire les éléments de By, et de plus B; est libre en tant que famille extraite
d’une base : By est donc une base de im(B,U), et de méme pour B,y et im(A,V)).

Nous allons montrer que la matrice de f dans cette base est de la forme Diag(M; o, Ms,)
avec M, € M4(R) et My, € M,_4(R); pour cela, il suffit de démontrer que im(B,U) et
im(A,V) sont stables par f. Or : im(B,U) = im(B,), et B, commute avec M—, puisque,
par définition, c’est un polyndéme en M|;—, ; son image est donc stable par f: X — M, X ;
par le méme argument im(A,V) = im(A,) est stable par f. D’ou le résultat : la matrice de
f dans B est de la forme Diag(M; 4, Ms,) avec My, € My(R) et My, € M,_4(R). 11 suffit
alors d’appliquer la formule du changement de base, entre la base canonique de R™ et B, pour
avoir : Qﬁia « Mj=q - Qji=a = Diag (M 4, Ms,).

Définissons alors M; comme étant 'application a — M, et de méme pour M,. D’apres
ce qui précede, on a : Q@ 'MQ = Diag (My, Ms), et on a bien M; € Z,, (M4(R)) et M, €
Dy, (M;,—a(R)) : en effet, les coefficients de ses deux matrices s’obtiennent par sommes et
produits des coefficients des matrices de @, M et Q~!, qui appartiennent a 'anneau Z,,(R) :
d’ott le résultat.

Soit a € U,,. On rappelle que d’apres la question précédente, on a : im(B,U) = im(B,), et :
im(A,V) = ker(B,). Or B, est une matrice symétrique réelle, donc son image et son noyau
sont supplémentaires orthogonaux (pour le produit scalaire usuel de R™). D’ou le résultat :
im(B,U) et im(A,V) sont supplémentaires orthogonaux.

Par commodité de rédaction, nous omettons les évaluations en ¢t = a € U,, dans la résolution
de cette question, bien que ce soit nécessaire pour correctement invoquer les différentes
notions de 'algebre linéaire et euclidienne (orthonormalité, bases de sous-espaces de R™,
etc.).

Nous allons utiliser I’algorithme d’orthonormalisation de Gram-Schmidt, avec la base consti-
tuée des colonnes de Q = (BU | AV'). Notons (1, ..., Cy les colonnes de BU et Cyyq,...,C,
les colonnes de AV. Posons : B = (C},...,C,). On définit ensuite par récurrence :

i—1 CTD
DlzCl, et : \V/ZE[[2,CZ]], Dz:Cz_Z J J

J=1

D,
1D

puis :

= CTD,

Dd+1:Cd+1, et : V’le [[d—l—Z,n]], Dz:Cz_ Z le) H;
J

j=d+1

D;.

Ici || - || désigne la norme euclidienne usuelle de R™.

D D
D’apres I'algorithme d’orthonormalisation de Gram-Schmidt, les familles (H Dl TRRRRRAT Dd||>
1 d

D D
et ( L= > sont des bases orthonormées de im(BU) et im(AV') pour le produit
[Da]] || Dl

scalaire usuel de R™, et comme ces deux sous-espaces sont supplémentaires orthogonaux on
D, D,

D] [ Dal
Justifions qu'il existe p3 < py tel que, pour tout ¢ € [1,n], les coordonnées de D; soient dans
2,,(R). On rappelle que les coordonnées de C; sont dans 'anneau Z,,(R), donc c’est aussi
le cas des coordonnées des D;, puisque : Vi € [1,n], Vect(Dy,...,D;) = Vect(Cy,...,C).

en déduit que la famille ( ) est une base orthonormée de R".
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26.

Donc pour tout ¢ € [1,n], |D;||* = D] D; est un élément de Z,,(R) également (pour étre
pleinement convaincant, il faudrait écrire une récurrence soignée, que j’épargne pour ne pas
perdre de vue I'argument essentiel). Par la question 17, pour tout ¢ € [1,n] il existe pa; < p2

tel que : || D;|| = /|| Di||* € Z,,.(R). Ensuite, par la question 6, pour tout i € [1,n] il existe

1
Py < poi tel que : —— € P (R) (les hypotheses de la question 6 sont bien vérifiées :

7201 IS

I|D;(0)]] est non nul puisque les D; sont obtenus en appliquant ’algorithme de Gram-Schmidt

a une base : on doit encore obtenir une base). Prenons alors : p3 = 11211<n Py €0, pa]. Les
AP ’

D, D,
D" [1Dall

coordonnées des vecteurs de la famille ( ) sont dans Z,,(R) d’apres tout ce

qui précede.
En appliquant la formule du changement de base, entre la base canonique B, (qui est ortho-

D D
normée pour le produit scalaire usuel) et la base orthonormée Bgg = (HDIH, e ”D"H>,
1 n

on a donc :
M3z, (Bas) = Mg, (B) - Mp(Bas) = Q - Ms(Bgs),

et Mg, (Bgs) est orthogonale puisqu’il s’agit de la matrice de passage entre deux bases ortho-
normées. Il reste & montrer que la matrice Mp(Bgg) est bien de la forme : Diag (R;, Rs), avec
Ry € GLq(2,,(R)) et Ry € GL,,—4(Z,,(R)). Pour cela, on constate que par construction des
D;,on a:

D; : D;
Vi € [1,d], Dl € Vect(C,...,Cq), Vi€ [d+1,n], Dl € Vect(Cyya,---,Ch),

donc Mg(Bgs) est effectivement diagonale par blocs, de la forme : Mp(Bgs) = Diag (R, Rs),
et les matrices Ry et Ry sont de déterminant non nul puisqu’elles sont triangulaires (tou-

jours au vu de la construction explicite des D;) et de coefficients diagonaux non nuls (car
1 1 1

IDu)" [ Dall” 1Dagall” 1] Dal
question 21 (et quitte a diminuer la valeur de p3) que R; et Ry sont dans GL4(Z,,(R)) et
GL,—a(Z,,(R)) respectivement. D’ott le résultat : on a montré I'existence de R; et R, telles

que @ - Diag(Ry, Ry) soit orthogonale (égale & Mg, (Bgs) avec les notations ci-dessus), avec
Ry et Ry dans GL4(Z,,(R)) et GL,—4(Z,,(R)).

On va démontrer le théoreme 2 par récurrence forte. Pour tout n € N\ {0}, soit P, la
proposition :

égaux a ). On en déduit, en imitant la résolution de la

« Pour toute matrice M € 2, (S,(R)), il existe 7 € R*_ tel que r < p et une matrice
orthogonale P € 2, (M,,(R)) telle que PT - M - P soit diagonale. »

Alors P; est vraie parce qu'une matrice d’ordre 1 est toujours diagonale (il suffit alors de
prendre P = (1) € 2,(M;1(R)) pour avoir le résultat voulu). D’ou l'initialisation.

A présent, soit n € N\ {0, 1}. On suppose Py, vraie pour tout k < n—1. Soit M € Z, (S,(R)).
La question 18 assure l'existence d’une valeur propre Ao de M|,—o, d’ordre de multiplicité
d € [1,n].

Supposons d’abord : d < n. Les questions 20 a 23 montrent 'existence de py €]0, p|, de
Q € GL,(Z,,(R)), et de (M, M) € D,, (Ma(R)) x Z,, (M,,_a(R)) tels que : Q7 'MQ =
Diag (M, Ms). Par la question 25, il existe ps €]0,ps] et (R, R2) € GL4(Z,,(R)) x
GL,—a(Z,,(R)) tels que O = Diag(R1, Ry) soit orthogonale. On en déduit :

O™'MO = Diag(Ry, Ry)™'Diag(M,, My)Diag(Ry, Ry) = Diag(Ry ' M R1, Ry ' Mz Ry),
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et de plus la matrice O~'MO est symétrique parce que O € GL,(Z,,(R)) est orthogonale
et M € 2,,(S,(R)) symétrique. En effet : (O*MO)" = OTMT(O™)T = O~'MO. On en
déduit que Ry M Ry et Ry'MyRy sont dans Z,,(Sq4(R)) et Z,,(S,_a(R)) respectivement, et
comme d < n et n —d < n par hypothese, on peut appliquer I'’hypothese de récurrence a
Ri'M Ry et Ry'MyRy. 1l existe done Py € Z,,(Ma(R)) et Py € 2,,(M,,_a(R)) orthogonales
telles que D; = Pt (RflMlRl) Pyet Dy = PF <R2_ 1M1R2) P, soient diagonales. On a alors :

(ODiag(Py, P,))" M (ODiag(Py, Py)) = Diag(Dy, Ds),

et ODiag(P;, P;) est orthogonale en tant que produit de matrices orthogonales, ce qui dé-
montre P, dans le cas ot d < n (avec r = p3).

Traitons a présent le cas ou d = n. Nous allons nous inspirer de la résolution de la question 19
pour le traiter. Remarquons d’abord que a — M;—, est de classe C* sur U, puisque toutes
ses composantes le sont (en tant que fonctions développables en série entiere), et la « série

1
de Taylor » Z 0 (M (k)) t" converge pour tout ¢ € U, puisque c’est le cas composante

= |t=0
+00 1
par composante. On a de plus : Va € U,, Mj;—, = Z — (M(k)) a". Posons alors :
= k! [t=0

¢ = min {k € N | la famille <<M(k))|to ,In> est libre} :
avec { = 400 si (M (k))|t_0 est proportionnelle & I, pour tout k£ € N (c’est-a-dire si ’ensemble
est vide). Notons que ¢ > 1 car M—q est proportionnelle a I, d’apres la question 19.

Si ¢ = +o00, alors pour tout k£ € N il existe Ay € R tel que : (M(k)> 0= Ael,. On a alors :

1=

=1 =1
Ya € Up, M|t:a = Z H)\klna" = (Z k')\ka”> In,
k=0 """ k=0 """

+00 1
donc en notant f I'application t — Z H)\ktn ona:M=f-1, avec f € Z,(R). Puisque M
k=0 "

est diagonale, P, est évidemment vraie avec r = p et P =1,,.
Si ¢ # +00, alors il existe (g, ..., \—1) € R* tel que :

(-1 1 +o0 1
. - n i (k) n
Ya € Up, M‘t:a = <kz:%) k')\ka ) In + kz::é X (M )‘t:O a .

En posant :

i g | =1
VaeU, fla)= kz_oﬁmn € 7,(R), (Mp)j—a = > i M(’f))‘tzo a" ' € 2,(S.(R)),
on a donc : Va € U,, Mj—, = f(a) -1, + a’M,. De plus (My)|t=o admet une valeur propre
d’ordre de multiplicité strictement inférieur a n : en effet, si ce n’est pas le cas, alors d’apres
la question 19 il existe A\, € R tel que : (Mg)hg:() = M\, ce qui contredit la définition de
(. Puisque (M;)=o admet une valeur propre d’ordre de multiplicité strictement inférieur
a n, on peut lui appliquer P,, dans le cas déja démontré plus haut, et on en déduit qu’il
existe 7 €0, p] et P € 2,(M,(R)) orthogonale telle que PTM,P soit diagonale. Alors :
PTMP = fI,, + t'PT"M,P est aussi diagonale, ce qui démontre P,,.

On a ainsi démontré P,, dans tous les cas, ce qui clot 'hérédité.

Par le principe de récurrence, on a démontré P,, pour tout entier n > 1, donc le théoreme 2
est démontré.
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