MATHS | duConcoursCentrale -Supélec 2010 filiere TSI

( Les calculatrices étaient autorisées : Voir lesmarquesT| » ci-dessous )

Partie | - Fonctions homographiques

LA -

Etant donné un réel a , on considére I'équatitiérdntielle (E,;) (x —a)y' +2y =0 .

RemarqueTl n°1:

<< deSolve(y* (x- ay 2y 0,x,y ENTER>>
permet de trouver immédiatement toutes les solsitien(E ;) sur un intervalle ne contenant pas a car
. CiX+cC
la réponse est de la formg=-1=—~2
X—a

LA.1)

n

L’énoncé a demandé de poserx O]-R , R[, y(x) = Z anp X ce qui sous entend que le rayon de

n=0
convergence de la série entiéE a, z" estsupérieurou égala R .
a) Le «théoréme de dérivation sous le sign& pour les séries entiéres donne

OxO]-R,R[,y (x)= > naj x""Lety (x)= > n(n- 1)a %2 d'ou (grace au
n=1 n=1
«théoreme de linéarité pour les séries ) D x O]-R , R[, (x—a)y' (x)+ 2y(x)=

S on(n-1a, X" 1- > an(n- 1)a 2+ > 2ng ¥l=
n=2 n=2 n=1

n(n-1+ 2 X171 an(n- 1)ga R 2 =
nZ::1 ( )an nzz:z ( )ﬂ n=p+1ldansla premierg

n=p+ 2dansla deuxiemg

S (p+1)(p+ a1 ¥ - Y a(pr 2)(p Daso R

p=0 p=0

OxO]-R,R[, (x=a)y' (x)+ 2y(x)= 3 (p+ 1)(p+ 2)(g+1~ ag+2 )R
p=0

b) Le «théoreme d’'unicité du Développement en Série Entier> donne
OpOL0,+eof, (p+ 1)(p+ 2)(g+1~ aR+2 F
Cecise traduit parD0nO[1,+o[ ,a, - ag+1= 0

1 . L. )
Sachant que a estnonnulonlitn O[1,+o[ ,a,4+1 == &, Ce qui caractérise une suite
a

. R . : o 1
géomeétrique (a partirdurang 1 ) de rals%net ilvient| OnO[1,+00[ , a4 = ——1 &
a a

- 1 n 2 (x)" x/a
OxUO]-R, R[, X)=ap + a X = + a = = + a
! Lyd=20 nzzll a"1 ! oA nzzll(aj Si|x/a|< 1 ¥ 1 1- (x/a)

OxO]-R,R[,y(x)=ag+ alaL et ceciimplique R &
a- X

Dominique Millet Corrigé d#ATHS 1 du CCS 2010 filiere TSI page 1/15



c) La démarche du cours intitulée « recherche designtud’une Equation Différentielle Linéaire qui
sont développables en séries entieres en 0 v@oue

Les solutions de (E ) quisont DS.E.en Osur] 4 santles
X
a- X

Yau:Xe=>A+p ol (A, ) est danR 2

|1(x—a)+pa:)\_wrua 1 —a+B 1
a-— X a- x a- X

Remarque: OxUO]-a,a[, Y, p(x)=A+

lLA.2)
(E ;) estune Equation Différentielle Linéaire Scal&li@mogene d’ordre 2 et sur l'intervalle

|, =]—-, al[ le coefficient devanty” ne s’annule pas . Le cours a montré que I'ensehdxs
solutions de(E ;) sur 14 (notéici S(E,) (11) ) estun espace vectoriel de dimension 2 Rur.

Essayons les fonction¥ 1 :x —>1 et Y, X > ;
a- X

OxOly,Y 4 (x)=0etY (x)=0 donc Y, veérifie bien (E;) .
1 2
OxOlqg,Y 5 (X)) =———etY ' (x) =——— dou
PO @2 T @ x)?
-2 2
+
(a-x)?  (a- x)?
Donc S (I1) contient Vectr (Y1,Y>2) .

OxOlqg,(x—a)Yo"'(x)+2Y 5 (x)= =0 .DoncY , verifie (E;) .

De plus si on suppose queY ; + Y , =0 R alors on obtient les phrases et implicationsasnties :
1
a-x
OxO]-w,af,a(@a-x*B=0 (gxg]-w,a[,a(a- x)=0 a=C
= =
X—a-1

OxO]-c,al,a+

=0=0x0]-o,a[,a(a- x)+B= 0=

Lim a(a-x)+B=0 B=0 B=0

X s a
<
Donc le systeme(Y 1, Y ,) estlibre surR donc c’est une base dﬁ(Ea) (1) et
S(e,) (11) = Vectg (Y1,Y3) .
Le raisonnement est le méme pour étudi&ry) sur |, =]a, +oo[ .

L’ensemble des solutions dgE ;) sur chacun des intervallels; =] -, a[ , 1, =]a, +oo[ est

YG:B: IJ N R
X B a+p(a- x)

_q tellesque & B )]]Rz} :

Remarque : on peut aussi traitéE ;) comme un Equation Différentielle Linéaire Scal&i@mogéne

d'ordre 1 en linconnuez = y' et retrouver le résultat en utilisant uniquemertours del ©¢ année .

Etude de(E,) sur R :
ANALYSE : supposons que y soit solution ¢& ;) sur R .

D’apres ce qui précéde on doit posérx J]-o, a[, y(x)=a4, + B et

a— X
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1
a-x
Cependant y doit étre continue en a .

Orsi 3, (respectivemenf, ) estnon nul alors on voit queim y(x) (resp. Lim y(x) ) est
X - a X - a
< >

OxOJa,+oo[,y(x)=0a,+PB;

infinie . Donc nécessairemerf; =3, =0 . De plus la continuité de y en a imposeiausg=0a , .
SYNTHESE : posonsd x DR, y(x) =a ( constante réelle) .
On constate que y est bien solution @&,) sur R .

Les seules solutions deE ;) sur R sont les applications constantes .

ax +f3
I.B-0O =
n poseg(x) Y+
.B.1)
OxOR\{-5/y} ,g'(x):Lsz
(yx +9)

Donc pour que g soit constante il est nécesgaieead — yf =0 .
Réciproquement supposoresd — y3 =0 . LeThéoréme deAccroissementBinis a pour conséquence
que g est constante sur chacun des intervdljes] -, =&/y , 1, =]1-0/y, +oof
. - : . ) ax _a
Orsi a #0 alorslalimite de g erc mais aussi entoo est donnée pag(x) ~ —=— .
X - +0 YX Y
Donc la constante sul; égale celle sul , et g est partout constante .

B

Si a =0 alorsonconstate qug(x) ~ — - 0 etlaencore g estconstante .
X - o0 VX X - oo

Une Condition Nécessaire et Suffisante pour qusoit constante estid — yB =0 .

.B.2)
a o ad -ad
QX+E (x+y)+$—2 L’ 5
a) Pour x dansR \{-38/y} onag(x)= y 5y: 5 Y :E+V—6
X +— X +— V' ox+2
Y Y Y
Donc on poss§ u=g et v=L2a6 et W:§
Y Y Y
b) Il en résulterDIR\{—é/y},g'(x)=—ﬁ lequel est du signe dev donc aussi du
X +w

signe dead - By .

Siad-By>0(resp< 0) alors g est strictement croissafriesp. décroissante

sur tout intervalle inclus danB  {\-3 y}

Remarque: j'ai beaucoup de mal a percevoir I'intérét ddeguestion aprés avoir traité 1.B.1) !'!

[.B.3) Notons (O,i ,j ) lerepéere évoqué par I'’énoncé et notons M Ietpe coordonnées
(géneriques )(x , y) dans ce repere .
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a) L'équation de (D) se met sous la forme—— =1 x'y'=1 etennotantM' le point de

W

coordonnées — —j dans(O,i_>,j ) onaléquivalenceM O(D) <« M'0O(C) Or M’
Nl

est I'image de M par 'homothétie de centre Cdeerapporti .

Jv

(D) estlimage de(C) par I’'homothétie de centre O et de rappdﬁ .

b) De méme I'équation d€I") se met sous la forme

= (y-u)(x+w)=ve y'x"=v etennotantM" le point de coordonnées

y-u=
X+ W

(X+w,y-u) dans(O,?’,T’) on a I'équivalenceM O(I') = M" O(D) .Or M" est
. . -
'image de M par la translation de vectewri —u j . On peut donc conclure

(I') estlimage de(D) par la translation de vecteur? - Wi+

. — —
On peut notett la translation de vecteun | — wi i

c) L'application h est affine associée a I’homothétie vectoridﬂeﬁ et I'applicationt est affine

associée a l'identité du plan vectoriel c’'est &dit; . Donc t - h est une application affine associée
aH ;g eHy=H  .Siv=1alorsteh=t estune translation . Sinon montrons dqueh

admet un point invariant | . La définition an&yte deto h est (x,y) (X\/_ -w, yﬁ +U)
donc on a les équivalences h(M) =M = (x,y) =(XV —w, yV +u) =

x:\/_W
(x(x/V—l)—w,y(\/T/—l)+ u):(0,0)«:» V;1

YT -
En notant | le point de coordonneE\/_ 1 \/_ J onatoh(l)=1 et

itoh(M)  =toh(l) to (M)~ =H (M~ )=/
En conclusion

Si v#1 (etseulement dans ces cas ) albesh est I'homothétie de centre | (ayant
w -u .
, pour coordonnées ) et de rappaﬁ .
( W-1"Jv-1 J
1.B.4)
. ) : o : ; .y
D’apres les résultats de 1.A.2) il faut posex = _V . Par ailleurs le résultat 1.B.2) ( comparé lice

de 1.A.2) ) montre qu'alors g est effectivemsolution de (E,) sur]—e,a[ ,etsurla,+oof .
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Partiell - Fractions continues

L’énoncé a défini la fonction f paf: x > % ol E désigne la « fonction partie entiére » .
x — E(X

[I.LA - Etude de f

I.A.1)

Soit x un réel . De deux choses l'une :
— ou bien x estun entier ( relatif ) et alorseorxx = E(x) et f(x) n’existe pas;

- 0u bien x n’est pas entier et par conséqueiat &(x) < x < E(x)+ 1 c’est a dire
0<x-E(x)<1 etle nombrex - E(x) existe et est non nul . Dans ce dasx) existe dansR .

Ensemble de définition de E R %X

Soit x un réel quelconque . En notamt= E(x) onan<x<n+1doncn+1l<x+1<n+ 1+ 1
De plus n +1 estencore danZ. .Donc n+1=E(x+ 1) .

Enrésuméd OxOR ,E(x+1)= E(x)+ 1

Soit x un réel non entier . Alorg +1 reste réel et non entier et il vient

1 = 1 = 1 =f (X)
x+1-E(x+1) x+1- (E(x)+1) x+ 1- E(xr 1
De méme six +1 est réel non entier alors x I'est aussi cecgaipléte C.Q.F.D. .
II.A.2)

f(x +1) =

Ox0Olk, k +1[, f(x) =——— d oa-Oeth-1
X : , f(x) =——— donc
[.A.3)

Ox0Jk, k +1[, f(x) = ———— <0 donc

(x - k)

f est strictement décroissante sur tout intéevik , k +1[ avec k dansZ .
Remarque
On peut prolonger f par continuité a gauche emjab n deZ car on observe que

Lim _t :—1:1 .SionposélnOZ ,f(n)=1 alors f estcontinue suR \ Z et

continue a gauche en tout point @ . De plus , ainsi prolongée , f coincide parswt]n =1, n]

. : 1
avec la fonction rationnellex — P donc elle est de clas€e” sur [n -1, n] eten
X=n

particulier la pente de la demie tangente a sabeotgprésentative en le point d’abscisse n edéég
1

_1—2=_1 .
SionposeIn0Z ,f(n)=1alors On0OZ ,f'y(n)=-1.
Par ailleurs avec n dan€  Lim 1 s donc| OkOZ , Lim f(x) =+
n;n—lx—n+1 ng k

Le T.V.l. et la stricte monotonie de f syk , k +1[ donne Ok OZ ,f(]k, k +1[) =]1, +oo[

donc| f(R)=]1, +oof
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Le dessin ci-dessous a été obtenu avec MATHEMATICA :

f[X]'—;'
=7 x-Foor [x]’

Dessnl =Plot [f [X], {X -4545 },PoRange - {{-46,46 1}, {-02,8 }},
AspectRatio - Automatic ]
8,

-4 -2 2 4

RemarqueTl n° 2:
Si vous voulez obtenir un « bon » tracé avdé@9 ( ou Voyage 200) alors il vous faut
1) sélectionner le mode graphique « fonction » : darienétre MODE , sélectionnér. FUNCTION
2) entrer 1/ (x — floor(x)) comme yl(x) dans la fenétre Y=;
3) paramétrer I'écran de sortie graphique dans laifen@/INDOW ;
4) a partir de la fenétre WINDOW accéder au « Zoosh sélectionner 5 : ZoomSqr ;
pour obtenir un aspect « repére orthonormé » .
Ceci a le bon golt de lancer immédiatement le tsacé passer pa¥ Graph .
II.A.4)

Soit x un nombre rationnel non entier . On po&;E ou p estdanZ* et q estdandN* mais
q

ne divise pas p .Ona,enposant n E#£x) quotient division euclidienne de pap q,

1 : : " .
f(x) = =4 dans lequelp — nqg est un entier strictement positif et g aussi .
X=-n p-nq

Donc f(x) estun rationnel. % C.Q.F.D. .

Soit x un nombre irrationnel . Le nombfd x) existe puisque X n’est pas entier . Supposaes q

f(x) soit un rationnel . On peut alors posigx) :g avec p dansZ et g dansIN* .

En posantn = E(x) on a les phrases et implications suivantes :

1 np+ -
:ij—nzgjx:n+_q:>)(:p—q = M
X=-n (g p Y P sip<O - P

sont des entiers et p odp est un entier strictement positif donc x daie&ationnel : c’est absurde .

Ainsi par I'absurde nous montrons quié€x) estirrationnel . C.Q.F.D. .

. np+q et—-(np+q)

[I.B - Une suite récurrente
L’énoncé a donnéx ; dans R ** et a défini la suite ( éventuellement interrompugx ,,) , N Par

OnON, xps1=F(xp) .

11.B.1)
Soit x o unirrationnel ( strictement positif suivant l@rcé mais ce n’est pas utile ici ) .
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(1) Pour n dandN jappelle (P,,) laphrase «x, existedansR \ Q »
(2) La phrase(Pg) est vraie par définition méme deg .
(3) Pour n donné daniN , supposons(P,,) . Alors d’'aprés 1l.A.4) ,f(x ) existe et est irrationnel
.Dou (Pnh+1) -
C.Q.F.D. par le &héoreme de récurrence» .
I1.B.2)
0

Ici x0=u— estdansQQ (avecu, dansZ et v, dans IN* ).
Vo

a) Soit n dansIN* .Onax, =f(x,_4) donc x, >1 (propriété de f ).
De plus le 1.A4) a démontré l'implicatiox , _, 0Q et f (x ,_ 1) existe= f(x,- 1)0Q .
Donc un raisonnement par récurrence immédiat démope 0 n 0 IN* |, x,, 0Q . Le cas dex
est traité par hypothése . C.Q.F.D. .

b) (1) Pour n dandN jappelle (P,) laphrase «, >0et x, = Yn

Vi

(2) La phrase(Pg) est vraie par définition méme deg et v .
(3) Supposons , pour un n donné ddNs, que (P ) estvraie . Alors on peut poser
Uy=Qg,Vp*+ Vpe1 avecq, dansZ et v,,q dans[O,v,[ .Donc

u AnVn*Vns1 Vil . Vn+1 .
h = —= =qgp t+ et ( par construction >——=0[0, 1] . Ceci
H.R.Vp Vi Vi Vi

démontre queE (x,) = q,, . L’énoncé a supposé que tous beg existent, donc

X

Vin+l

p: . Vint+1
# 0 et necessairement—— >0 = Va+1>0 .
Vi Vn H.R.donne v, > 0

Xn—0n=

1 \' Un+1 .
=10 = . Ceci prouve(Pp41) -
Xn~=0np Vnp+qdéfinitiondeu,+1 V pt 1

Deplus Xp,+1=f(xp) =

C.Q.F.D. par le &héoreme de récurrence» .

c) Dans le b) on a prouvé que pour n ddNs , f(x ,) = Vn_ gonc —N_>1 et donc ( sachant
Vin+l Vin+1

Vh+1>0 ) v, >V, Cequiprouve que la suite des, est strictement décroissante .

La suite desv |, est strictement décroissante des le rang O pliBetous lesv,, sont minorés par 0
donc, pour N quelconque daflS* ona O< vy <Vpy_1<Vp-2<..< Vi< Vg doncles
nombresvg,Vvq, ..., vy sont N +1 entiers distincts situés daf® , vg] . En prenant

N =vy +1 on obtient une absurdité . L’hypothéhe [1.B.2) estimpossible.

: u
Si xg=—Y avecugy dansZ et v, dansIN*

Vo
alors la suite des<, n’est définie que pour (au plusy)y termes

1.B.3)
D’aprés ce qui précéde on peut conclure :

Pour que la suite deg , soit définie sur toutN il faut et il suffit que x o soit irrationnel

REMARQUE : I'hypothése sur le signe de x0 est totalenmautile !
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[I.C - Le cas irrationnel
I.C.1)
Voici une solution MATHEMATICA :
FractionCortinue XO,n_ 1:=

FractionContinue Xo,n =

If [n=0, {x0,Foor [x0]}, Modue [{V,x },v = FractionContinue X0,n -11[[111;
X = FulSimplify [V—Fb;'[V]L {x Foor [x]}]]

(«ATTENTION en rédité le résuliat de cetle fonction est {XnA n}*)
N.B. jai utilisé FullSimplify pour obtenir des résultats plus « compacts aagiter les calculs
ultérieurs mais ce n’est pas indispensable .

Voici une solution surTl 89 (ouTIl 92+ ouVoyage 200) :
Ouvrir I'éditeur de programme avec la touche « SBP
Demander la création d’une nouvelle fonction eetdps lignes suivantes :

( Les mots réservés sontgras sauf certains signes comme qui est atteint paf STO) | .)

: fraconti(xx , nn)

- Func

: Local ii, a0, r0, x0, list

:Floor (xx) - a0:xx —a0 - r0:{x0} - list
:While ii <nnand rO#z 0

:1/r0 - x0: Floor (x0) - a0: x0 —a0 - r0
: Augment (list ,{ a0}) - list

I S N |

: EndWhile

 list

: EndFunc

1.C.2)
a) Avec MATHEMATICA :

Rl= Table [FacionConinue  [v2,n], {n,0,4 }]

R2= Teble [FracionConinue  [v'2,n ][[21], {n,0,4 }]

(N2, 1}, {1+V2, 2}, {1+V2, 2}, {1++2, 2}, {1+V2, 2}}

1, 2, 2, 2, 2

Avec Voyage 200 ( depuis I'écran « Home » )

fraconti (v (2) ,4) ENTER

donne le résultafl 2 2 2 2}
ce qui signifie queag = 1 et que lesa; pour i allantde 1 a 4 valent 2 .
On peut donc conjecturer que , dans le caxgp= J2,
«la suite des a, est stationnaire a partir du rang 1et de valeur 2 » .
b) xg = J2 donc apg=E(1,414...F donc

_ 1 J2+1 2+ _ _ .
Xl_f(ﬁ)_ﬁ—l_(ﬁ—l)(ﬁ+ 1)— 2_1—ﬁ+1 2,41< donc a; = 2 etil vient
X, =f(1++/2) = f(v2)=1+2 .

f est - périodique
Si on suppose que , =1+ J2 alors Xpn+1=F(xp) =f(x 9 =1+ V2 = x n - Ceci établit que
la suite desx ,, est stationnaire a partir du rang 1 et dorsulte desa,, I'estaussi. C.Q.F.D. .
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c) Cette question ne s’adresse qu’aux candidats dgient une calculatrice non formelle car pour une
calculatrice formelle en mode « exact » il n'y did@te que la patience ou la durée de vie despile
fraconti (v (2) ,30) ENTER

ne prend que 5 secondes et donne le rés{ilta& 2 2 2 ... 2} de longueur 31 évidemment !

Par contre si on remplace@ par la ( assez bonne ) valeur approcthé4142135623723 alors

effectivement on constate une dérive car on obfiagbnditiondetravailleren« exact»
{12222222222222222221212623121541

Par contre en mode approché on obtient rigoureusdmenéme liste que ci-dessus avde en
exact ! Ceci prouve que méme les utilisateurs tulzdrices non formelles pourraient ne pas voir
«les limites de la calculatrice ! !
d) On obtient ( d’abord avec MATHEMATICA )
R3= Teble [FracionConnue  [v'3,n ], (n,0,4 }]
R4= Teble [FracionConinue  [v/3,n ][[211, {n,0,4 }]
_ 1 _ _
{3, 1}, {_1+v§’ 1}, {143, 2}, {_1+v§’ 1}, {1+V3, 2}}
1, 1, 2, 1, 23
Avec Voyage 200
fraconti (v (3) ,4) ENTER
{11212}

On peut supposer que
Si Xg = /3 alorsla suite des a, (etcelledesx, ) est« périodique a partir durangl1».
On obtient successivemerty = E(1,732...F

1 J3+1 _J3+1 2,732 _
Xq = = = = =1,37 donca; =1 .
J3-1 (f3-1)3+1) 2
X o ! 1 2 =2f(v3)=+/3+1 . Il en résulte quea, = 2 puis que

T x1-1 (V3-1)/2 J3-1
x3=f(~2 +1)=f(~2) = x, donc a = a; . Partant de 1a il est clair que, = f (x ;) =x , et
a, = a, .Supposons que pour p donné daNS on ait établi quex 2p-1=X1 €t Xpp =X .
OnaalorsXpp4+1=f(X o) =X 3=X 5 €t Xpp4+ 2 =F(X 254+ 9 =f(X 9 =X ; donc on a prouvé
( par récurrence ) que , pour p quelconque diis , on a x 2p-1=X1 €t Xpy =X donc
azp-1=a;=letaz;=a,=2.C.QFD.

1.C.3)

Po=a0.00=1,p1=apay+ 1,q;=2a; .

Pour n dans[ 2% ,pp=apnPp-1* Pp-z € 0p =@ 0n-1+ dp-; -

Remarquepréliminaire: D n0OIN* , a, = E(x,, )= E(f(x,,_1)) ettoutes lesf (x ,_;) sontdans

1, +eo[ donc OnOIN*,a, OIN*

a) Preuve par récurrence faible :

(1) Pour n dandN* jappelle (P,,) laphrase ¢, et q, sontdansIN* ».
(2) Par définitionqq, = a; OIN* donc q4 estdansIN* .
Par définition encorep; = aga;+ 1 et ag = E(Xg) estunentierxy >0 donc ag estdans
IN . Donc apa; estdansIN et p; estdansIN* . Laphrase(P;) estdonc vraie .
(3) Soit n dansIN* .
Supposons toutes les phragd®; ), (P> ), ..., (P, vraies (Hypothese d&®écurrence) .
Dans le cas particulierodn =1 onap, =a, p;+ pg -a, et p; sontdansIN* donc
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a,p; aussi.ag = E(xq) ilestdansIN car x; estdansR ** . Donc p, estdansIN* .

De mémeq, =a, g+ (og= ap, y+ restedansN* (etmémedan§ 2+ ).

Ph+1=8n+1Pn+ Ppe1-Or a 41 et p, sontdansIN* donc a,,qp, aussietdaprés

H.R. p,_; estdansIN* . Donc p, ., reste dansiN* (plus précisémentdang 2e[ ).

Qn+1=an+19n+ 9n 4 donc un raisonnement identique montre gue, ; reste dansiN* .
C.Q.F.D..

b) Pour n dansIN* on lit qn+1:an+1+ An-1 \emesin=1 onagn,-1=1letq,=!
On On
d On-1 —_ On+1 On+1
onc >0 etil vient >ap4+1>1 donc >1 donc qn+1>9, -C.Q.F.D..
Un Un Un

A Pn+1 . A
Remarque: on a de méme—— = a, 1 > 1 donc la conclusion est la méme po, ) ,oN* -
Pn

On raisonne encore par récurrence sur n:
(1) Pour n dandN on appelle(P,) laphrase «q, >=n »

(2) Supposons établie la phrag®,,) pour un certain n déN .
Si n=0 alorson étudie(P;) = gq;= 1< a;>  etcette phrase est vraie .
Sinononaq,+1>q, etsachantque, et q,.; sontentiers ceci donne

n+120n+1 = n+1dod (P,,;) C.QFD..
HR.

Remarque onade mémexy >0=0On0OIN ,p,=n et xo<0=0n0ON,p,<-n.
c) On raisonne la encore par récurrence :(IBi, ) = Pndn-1— Pn-19n= € 1)“'1 )
Etudede(P;): p1Go - Pod1= (agay+ 1¥ + a a= & 1y .Cest OK.

Supposons que P, ) est vraie (avec un n darly™ )
Etudions (P +1) :

Pn+19n = Pndn+ 1n+i>2(an+ 1Pnt P 1)dn Pn(@n 104 da 17

=

an+1Pndn* Pn-10n~ Pnan 19~ Pndn £ Pa 107 PnOn 3= = fyt=

(-1)("*Y-1 ‘ponc (P, 1) estvraie.C.Q.F.D..

_ PntPn+1Xn+2

d) On raisonne encore par récurrence : (81, ) = Xg = = o(n) .

On * dp+1Xn+ 2 notation locale

Etude de (Pg) :

(Po) = xg=Po*P1Xa  _30* (apa+ 1)xp X o= X2

= 0 agt ———— <
Qo * d1X2 1+ a3 x3 I+ a3 X3
X 1 X 1+ a;x
Xg—ap= 2 = = 2 < X1:¥© X1X2:1+a1X2®
1+ ag Xo f(Xo) 1+ aq Xo X9
1 . .
Xo(Xg—a1)=1le Xo=———— = X,=f(x4) etceciestvrai. Don¢P,) est vérifice .
X1~ay

Supposons que , pour un n dabé donné , la phraséP,, ) est vraie .

+ X + X
Ona¢(n+1)—¢(n)=pn+l Pn+2Xn+3_ Pn™ P X 2_ 0

avec
On+1tdn+2Xne3 Ontdm 1 X 2 A ¢

On=(Pn+1+Pns2X e 3@+t dp X D= (Pt P Xn 2(0p T A X ¥F
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Pn+19n—Pnlnsr1t (Pt 19 1= A 1Pr DXa 2 (Pr A7 dw 2P )X B

- X X =
(Ps+2Gne 1™ Gne 2P e DX e 3X o 2II.C.S)C) et définitionsdes p ,{

(_1)n+(Qn(an+2pn+1+ pn)_ Pn (an+ 2 Op 1t qn))xﬁ gt '6 1|j+1 Xp 3Xsq 7

(_1)n(1+ An+2 Xn+ 37 Xp+ 2X 3)= (_1)n( 1- X 3(Xr+ - Agx 2)) = (
def.de X + 3

Ceci déemontre quep(n +1)=¢ (n) dou (P,+1) . C.Q.F.D..
11.C.4)

L’énoncé a posé (pour n dafy ) r, =Pn .
On
_q\yn-1
a) Pour n dansIN* onar, -r,_ 1_p__I0n L_Poln-17 Po-afn 0 () - :
Qn CIn—l Qndn-1 I)C3)d) AnQn- 1
b) Pour n dansIN* on peut poser, -r,_;=U ,, eton observe que

(1)2n 1__ 1

1) OnON*, (-1)" U,
On-19n On-19n

<0: z U, estalternéedeslerang 1 .

(2 OnOIN* | Un|:; et d'aprés 11.C.3) b) ( deuxiéme résultat JponLim q, = +o
On-19n n— +o
donc Lim qn_;=+c dol Lim gn_1q,=+0x+0 =+ et Lim |U,|=0
n - +oo n - +oo n - +o

|Un| ann+1 Un+1
|Une1| Gn-20n dn-1

On+1

(3) OnOIN™, et d’apres II. C. 3) b) ( premier résultat )

On+1>0p> 0n-1> 0 donc >1 . Donc lasuite de$U | est décroissante .

Un-1
Ainsi z U, Vérifie les hypotheses dwcritére spécial des séries alternées, donc elle converge .

Remarque:

OnO[2,+el ,0<| Uy|=—— < 12 S ; 2. _12
OnOn-11.C3)b)gp_1° I.C3)b) (N =1)" n~+ n

De plus la série de terme geneF(aJi) est de méme nature que la sériecRIEMANN z
n-1

laguelle est convergente{a O R , z —G CV = a>1).Le«théoréme de convergence par
n

majoration pour les séries» montre qued_ |U ,| est convergente . Don, U, est absolument
convergente donc convergente .
c) La série de terme général,, — r ,_, est convergente donc le théorenlier canonique entre suite

et série» montre que la suite dess,, est convergente et sa limite est donnée par
+0o

r= Lim ro-ro+rg=rg+ > ry—ry_q.Posonss, = > ry-rg_g=r,-r
n - +oo
k=1
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+ 00

d) Le théoréme qui vient d'étre utilisé stipule quE rg —rg-1 estcomprisentres, et s,
k=1

donc r estcomprisentreg +s, =r, et ro+s,+1="rp+1 - De plus 'amplitude de cet

donc|r—rn|<; < L.C.Q.F.D..

encadrementes‘trnﬂ—rn‘_ qnq II.C.3)b) q 2
nYn+1!-%. n

UnQn+1
e) Avec MATHEMATICA :

ATTENTION le programme ci-dessous est destiné anioy pour chaque entier n , la liste

{Xn’an +Pn » Un ’rn}

ApproxRationelle [X0,0 ]1:=Module [{a0},a0 = FHoor [x0]; {X0, a0, a0,1,a0 ;

ApproxRationelle [X0_,1 1:=Modue [{al,x1, b,pl 1}, b =ApproxRationele x0,0 1;

. 1 pl
x1 = Sm ;al = Hoor [x11;pl =b[[2]] *al+ 1, {x1,al, pl, al, —171;
P L brras - brezi ] P wal+l {dalp ar 1]
ApproxRationelle xXo,n 1:=
ApproxRationelle xo,n =
if [n> 1, Modue [{bl, b2, xn, an, pn, gn }, bl = ApproxRationele o,n -11;
. _— 1
b2 = ApproxRationelle X0,n -21;x =Sm ;an = Hoor [xn7;
Plly [bl[[1]]—b1[[2]]]

n
pn=an*bl[[3]] +b2[[3]];an =an=bl[[4]] +b2[[4]]; {xn,an, pn, gn, %}]]

A l'aide de TI 89 (N.B. ma calculatrice réserve le nom de variable ? ! ) :
: Approxra(x0, n)

: Func

: Local a0,ii,al, aa, p0,q0, pl,qq,tab,i,pn,gn

: Floor (x0) - a0: Floor (1/ (x0—a0) - al

:If n=0 Then

: Return { a0}

: Else

:If n=1 Then

:Return {a0,a0+1/a%}
. Else

: fraconti ( xO,n) » aa

a0 - p0:1 - g0:a0gal+1- pl:al - qq
:{p0,q0,p1,qq} - tab: 2 - i

:While i<n

raa[i+1] Otab[ 2i —1] +tab[ 2i - 3] - pn
caa[i+1] Otab[ 2i | +tab[ 2i — 2] - gn

: Augment (tab, { pn,gn}) - tab

N I O

: EndWhile

:seq (tab[ 2k —1]/tab[ 2k ],1,1,n+1)

: EndIf

: Endlf

: Endfunc

Application:
Avec MATHEMATICA

R1= Teble [AppoxRaonele  [v2,n 11511, {n0,6 }]
N[R1]
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3 7 17 41 99 239
{1 )

"2 5 12’ 29" 70’ 169 {1., 1.5, 1.4, 1.41667, 1.41379, 1.41429, 1.4142;

Avec TI 89
Approxra (v (2), 6) ENTER
Approxra (v (2), 6) 0ENTER

{1 3/2 7/517/12 41/29 99/7%} puis {1. 1.51.41,4166 1,41379 1,41428 1,414}1

Il est trés probable que r soit égak/é .

' . . . . 1
N.B. I'’énoncé masque un peu la construction des qui valent en faitrg =ag,r; =ag+—,
az

1
rp=ag+—— etc.r;=ap+

a; +— a, +
1a2 1

. On peut montrer que st est

ot —
an

rationnel alors il est égal au dernier des qui existe et six o estirrationnel alors la suite des,
converge ( trés rapidement ) veks, : voir «Annexe» en fin de texte .

1.D -

I1.D.1)

ax+ado+1 1
- =0+

X +0 X +0
et donc g(xo) existe dansR . Sion suppose qug(xy) est rationnel alors on a les phrases et

implications suivantesg(xq) = P_,PUq. 1 -4
avec p et q danZ q Xp+td p-aq
a-0(p-aq) =Xg=>Xg= q-0p+oagq et étant donné qué. est stable par + et ceci
p-aq p-aq
montrerait quex o est rationnel . C'est FAUX dong(xg) estirrationnel . C.Q.F.D. .
11.D.2)

Etant donné quex est un entier et que f est périodique de périddon obtient déja

~ 1
f(yo) _f(xo+6j

18" @sxo+6>1:alorsX 1+6D]0,1[ donc by =0 etilvient y; =f(yg) =x g+ et
— 0

puisque d est un entier on obtieny , =f(y ;) =f(x o) =X 1 et plus généralement
OnO[2,+0f , Yy, = X,-1 donc effectivementI n [ 2 ,+c[ , b, = a3-1 -

Ici g: x>

. X estirrationnel donc il n’est pas entier dorg + 6 # 0

=Xp+0=

28M€ cas x o + 5010, 1] : alors nécessaireme® = —a, et on obtientf (y o) =f (f(x ) cesta

direquey, =X, etilvient OnO[1,+o[ ,y, = X,+1 €tdans ce cas I'énoncé est mis en défaut !
Les autres cas sont encore plus pénibles maisdieqe montre que les suitdy ,) ,oN €t
(Xn)noN Se ressemblent effectivement beaucoup .

Cependanténoncé mentprobablement par omission :
au début ddl.D- et a la place de «... un nombre irrationxgj ... » il aurait fallu lire «... un nombre

irrationnel et positifxg ... »
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II.E - Le cas quadratique
Ici o et & sontdansIN* et on poseA = (& + 0()2 +4 .

B=1+0d ety=1 doncg:x—a+

X + 0
II.E.1)
Supposons qued soit le carré d’'un entier n . On pose dofiG n 2 avec n dandN
(3+0)2+4=n°=4=n°-3+0)°= 4= (n+d+a )(n-8-a .Or n+d+a et
n-90-a sontdes entiers et du fait que le premier esitibet que leur produit I'est aussi ils sont dans
IN* . De plus leur écart vau2 (3 + a) qui est pair , donc ils sont tous les deux pairsous les deux

impairs . Ce dernier cas est interdit car un prod@inombres impairs reste impair . Donc ils sonstes

. . n+d+an-%6-a . .
deux pairs et on litl = > 5 ou les deux facteurs sont dafi$* . Ceci impose

n+d+a _n-90-a
2 2
II.E.2)

Le discriminant de I'équatiorx 2+ (0-a)x—-ad-1=0 s’écrit
(3-0)?+4(08+1)=3°+0a2-250+ 408+ 4=A> (I+ 1f + 4= & ||

=1 dou n+d+a=n-0-a doncd+a =0 cequiestfaux.

Donc les solutions sont réelles et s'écrivent = %(a -0- \/Z) et zg = %(a -0+ \/Z) .

Supposons que; (ou z( ) estrationnel. On a

z;:0Q = 2z,0Q = 2z, +0-a0Q = JAOQ et
Q est stable pouk Q eststable potir Q est stable pour
et pour-—

cette derniére est fausse . Domg est irrationnel . Preuve analogue paug .
Le produit des racinegz,z vaut —ad —1< 0 donc les deux racines sont de signes opposes et
évidemment la plus grande , a savaip , est strictement positive .

I.E.3)
On a les équivalences suivantes :

Zp=09(zg)= zp=0a+ = Zg(zp+d )=a (zp+ 0 }+ 1=

Zg+02z00Q

Zo 2 4 (0-a)zg—ad—-1= 0 . Or cette derniére phrase est vraie par daimitie z5 . C.Q.F.D. .

I.E.4)
Nous sommes dans les conditions d’applicationldd.2) en remplagantx ; par zo donc yo par

g(zg) laphrasedn[2,+[ , b, = a,-1 donne (vuquezy =9(zqg) )
UnO[2,+f ,a, = a,-1 -

Le développement en fraction continue g est stationnaire a partir du rang 1 .

Il.E.5)
2 _ 2 _ A — 5=
Observons que\/p +1 —\/4p + 4 /2—\/ (pt+ p)2+ 4 /. etposonsa =d=p .Alors

\ p2 +1 estlaracine positive de I’équatiom2 +(0-a)x-ad-1=0 etle I.E.4) s’applique

Le développement en fraction continue g;lqe)2 +1 est stationnaire a partir du rang 1
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Annexe: Pour dansIN on obtient

« ' _ PntPn+1Xn+2 pnp_PnOnt P 19X 22 Pnldi Pnlda 1Xa 2
0 'n g - = =
N.C.3)d)dn * dn+1Xn+2 Un (An* dpr 12X 2)0 n
(Pn+19n=PnOn+ )X 2 _ (_1)nxn+ 2
(dn *An+1Xn+2)dn  1.C3)c) (Apn*t A 1X 1 2)0 ¢
_ Xn+2 Xn+ 2
Donc [xg =] = <
Xn+2>1>0 (An *An+1Xn+2)dnan=0 (A 1X  2)d p
tousles g, sontdarfs %o
0<|xg-rp|s—b— < iz . 0. Lim r,=xq parle «héoréme des gendarmes.
OnQn+111.C.3)b) n- +o (Nt
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