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I - Série de Fourier à deux variables

1. Pour tout eniter relatif m, on a :

∀y ∈ R, um(y) =
1

2π

∫ 2π

0

u(x, y) e−imx dx.

• Puisque u est doublement 2π-périodique, elle est 2π-périodique par rapport à sa deuxième

variable, don


um est 2π-périodique.

• La fon
tion um est une intégrale à paramètre sur un segment telle que :

♦ ∀y ∈ R, x 7→ u(x, y) e−imx
est 
ontinue et intégrable sur le segment [0, 2π] ;

♦ ∀x ∈ [0, 2π], y ∈ R 7→ u(x, y) e−imx
est 
ontinue.

Don
, d'après le théorème de 
ontinuité des intégrales à paramètres sur un segment,

um est 
ontinue sur R.

• De la même manière :

♦ ∀y ∈ R, x 7→ u(x, y) e−imx
est 
ontinue et intégrable sur le segment [0, 2π] ;

♦ ∀x ∈ [0, 2π], y ∈ R 7→
∂u

∂y
(x, y) e−imx

est 
ontinue ;

♦ ∀y ∈ R, x ∈ R 7→
∂u

∂y
(x, y) e−imx

est 
ontinue et intégrale sur le segment [0, 2π].

Don
, d'après le théorème de dérivation des intégrales à paramètres sur un segment,

um est de 
lasse C 1
, don
 dérivable, sur R.

On en déduit don
 que la série de Fourier de um est normalement 
onvergente sur R vers um :

∀y ∈ R, um(y) =
∑

n∈Z

cm,n e
−iny,

ave
 : ∀n ∈ Z, cm,n =
1

2π

∫ 2π

0

um(y) e−iny dy =
1

2π

∫ 2π

0

(

1

2π

∫ 2π

0

u(x, y) e−imx dx

)

e−iny dy

=
1

4π2

∫ 2π

0

∫ 2π

0

u(x, y) e−imx e−iny dxdy d'après le théorème de Fubini

On obtient don
 :

∀m,n ∈ Z, cm,n = am,n(u).

On peut don
 
on
lure, d'après l'égalité de Parseval :

∫ 2π

0

∣

∣um(y)
∣

∣

2
dy = 2π

∑

n∈Z

∣

∣am,n(u)
∣

∣

2
.
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2. De la même manière, si on se �xe y ∈ R, alors la fon
tion uy : x 7→ u(x, y) est 2π-périodique et
de 
lasse C 1

sur R, don
 la série de Fourier de uy 
onverge normalement vers uy sur R :

∀x ∈ R, uy(x) =
∑

m∈Z

cm e−imx,

ave
 : ∀m ∈ Z, cm =
1

2π

∫ 2π

0

uy(x) e
−imx dx = um(y).

On peut don
 
on
lure, d'après l'égalité de Parseval :

1

2π

∫ 2π

0

∣

∣uy(x)
∣

∣

2
dx =

∑

m∈Z

∣

∣um(y)
∣

∣

2
,

soit :

1

2π

∫ 2π

0

∣

∣u(x, y)
∣

∣

2
dx =

∑

m∈Z

∣

∣um(y)
∣

∣

2
.

3. D'après 1., on sait que

∑

n∈Z

∣

∣am,n(u)
∣

∣

2

onverge et que sa somme est :

1

2π

∫ 2π

0

∣

∣um(y)
∣

∣

2
dy. On

a don
, pour tout M ∈ N :

M
∑

m=0

(

∑

n∈Z

∣

∣am,n(u)
∣

∣

2

)

=
1

2π

∫ 2π

0

(

M
∑

m=0

∣

∣um(y)
∣

∣

2

)

dy par linarité de l'intégrale

6
1

2π

∫ 2π

0

(

∑

m∈Z

∣

∣um(y)
∣

∣

2

)

dy par 
roissan
e de l'intégrale

6
1

2π

∫ 2π

0

(

1

2π

∫ 2π

0

∣

∣u(x, y)
∣

∣

2
dx

)

dy d'après 2.

On en déduit que la série à termes positifs

+∞
∑

m=0

(

∑

n∈Z

∣

∣am,n(u)
∣

∣

2

)

est majorée ; elle est don
 
onver-

gente. On fait de même pour la série

+∞
∑

m=1

(

∑

n∈Z

∣

∣a−m,n(u)
∣

∣

2

)

et don
, d'après les dé�nitions données :

la série double

∑

m∈Z

∑

n∈Z

∣

∣am,n(u)
∣

∣

2

onverge.

On a don
, d'après 1. :

∑

m∈Z

(

∑

n∈Z

∣

∣am,n(u)
∣

∣

2

)

=
∑

m∈Z

(

1

2π

∫ 2π

0

∣

∣um(y)
∣

∣

2
dy

)

.

Or, les fon
tions um sont 
ontinues sur R et intégrables sur [0, 2π], don
 il en est de même des

fon
tions |um|2. De plus, la série

∑

m∈Z

|um|2 
onverge en tout point de [0, 2π]. On peut don
 intégrer

terme à terme, 
e qui donne l'égalité :

∑

m∈Z

∑

n∈Z

∣

∣am,n(u)
∣

∣

2
=

1

2π

∫ 2π

0

(

∑

m∈Z

∣

∣um(y)
∣

∣

2

)

dy =
1

2π

∫ 2π

0

(

1

2π

∫ 2π

0

∣

∣u(x, y)
∣

∣

2
dx

)

dy,

et don
 :

∑

m∈Z

∑

n∈Z

∣

∣am,n(u)
∣

∣

2
=

1

4π2

∫ 2π

0

∫ 2π

0

∣

∣u(x, y)
∣

∣

2
dxdy.
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4. D'après l'hypothèse, il existe A ∈ R+ :

∀(m,n) ∈ Z
2,

∣

∣am,n(u) e
imx+iny

∣

∣ =
∣

∣am,n(u)
∣

∣ 6
A

(1 + |m|)2(1 + |n|)2
.

Or, la série

∑

n∈Z

1

(1 + |n|)2

onverge : 
'est une série de Riemann (pour n ∈ N et −n ∈ N) ; notons

α sa somme. On en déduit que la série à termes positifs

∑

n∈Z

∣

∣am,n(u)
∣

∣


onverge et est majorée par

A

α

1

(1 + |m|)2
. Or, la série

∑

m∈Z

1

(1 + |m|)2

onverge (vers α puisque 
'est la même série que pré
édem-

ment). On en déduit don
 que :

la série double

∑

m∈Z

∑

n∈Z

am,n(u) e
imx+iny


onverge absolument, don
 est sommable.

5. • Soit m ∈ Z et 
onsidérons vm : (x, y) 7→
∑

n∈Z

am,n(u) e
imx+iny

. Alors, pour tout n ∈ Z,

l'appli
ation (x, y) 7→ am,n(u) e
imx+iny

est 
ontinue sur R2
, et la série

∑

n∈Z

am,n(u) e
imx+iny


onverge

normalement d'après 4. D'après le théorème 1. donné dans l'énon
é, vm est 
ontinue sur R
2
.

• Mais de même, pour tout m ∈ Z, vm est 
ontinue sur R2
et la série

∑

m∈Z

vm(x, y) 
onverge

normalement don
 :

la fon
tion v est dé�nie et 
ontinue sur R2
.

6. Pour tous entiers m et n, l'appli
ation vm,n : (x, y) 7→ am,n(u) e
imx+iny

est de 
lasse C∞
sur

R2
et :

∀(k, l) ∈ N
2,

∂k+lvm,n

∂xk∂yl
(x, y) = (im)k(in)lam,n(u) e

imx+iny .

Don
, d'après l'hypothèse, il existe A ∈ R+ tel que :

∣

∣

∣

∣

∣

∂k+lvm,n

∂xk∂yl
(x, y)

∣

∣

∣

∣

∣

6
A|m|k |n|l

∣

∣am,n(u)
∣

∣

(1 + |m|)k+2(1 + |n|)l+2
.

Or, de même qu'en 4., la série double

∑

m∈Z

∑

n∈Z

A|m|k |n|l
∣

∣am,n(u)
∣

∣

(1 + |m|)k+2(1 + |n|)l+2

onverge, don
 la série :

∑

m∈Z

∑

n∈Z

∂k+lvm,n

∂xk∂yl
(x, y) 
onverge normalement sur tout 
ompa
t de R2

. Don
 :

v est de 
lasse C
∞

sur R
2
et : ∀(k, l) ∈ N

2,
∂k+lv

∂xk∂yl
(x, y) =

∑

m∈Z

∑

n∈Z

(im)k(in)lam,n(u) e
imx+iny

.

7. Puisque la série

∑

m∈Z

∑

n∈Z

vm,n(x, y) 
onverge normalement sur [0, 2π], on peut é
rire pour tout

y ∈ R et tout k ∈ Z :

1

2π

∫ 2π

0

v(x, y) e−ikx dx =
1

2π

∫ 2π

0

(

∑

m∈Z

∑

n∈Z

am,n(u) e
imx+iny

)

e−ikx dx

=
∑

m∈Z

∑

n∈Z

am,n(u) e
iny

(

1

2π

∫ 2π

0

eimx e−ikx dx

)

Or, sur l'espa
e ve
toriel E des fon
tions 2π-périodiques à valeurs 
omplexes, la famille des εk :
x 7→ eikx forment une base orthonormée pour la forme hermitienne positive :

∀(f, g) ∈ E2, 〈f | g〉 =
1

2π

∫ 2π

0

f(x) g(x) dx.
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On a don
 :

∀(m, k) ∈ Z
2,

1

2π

∫ 2π

0

eimx e−ikx dx = δm,k symbole de Krone
ker)

On en tire :

1

2π

∫ 2π

0

v(x, y) e−ikx dx =
∑

n∈Z

ak,n(u) e
iny .

8. De même que pré
édemment, on a pour tout 
ouple (k, l) ∈ Z2
:

ak,l(v) =
1

4π2

∫ 2π

0

∫ 2π

0

v(x, y) e−ikx e−ily dxdy

=
1

4π2

∫ 2π

0

∫ 2π

0

∑

m∈Z

∑

n∈Z

am,n(u) e
imx einy e−ikx e−ily dxdy

=
∑

m∈Z

∑

n∈Z

am,n(u)

(

1

2π

∫ 2π

0

eimx e−ikx dx

)(

1

2π

∫ 2π

0

einy e−ily dy

)

=
∑

m∈Z

∑

n∈Z

am,n(u) δm,k δn,l

Don
 :

∀(k, l) ∈ Z
2, ak,l(v) = ak,l(u).

9. Ainsi, puisque u et v sont de 
lasse C 1
sur R2

et qu'elles ont les mêmes 
oe�
ients de Fourier,

on en déduit que :

u = v.

II - Appli
ation

10. Puisque u0 est de 
lasse C∞
sur R2

, on a pour tout 
ouple (m,n) ∈ Z2
:

am,n

(

∂u0

∂x

)

=
1

4π2

∫ 2π

0

∫ 2π

0

∂u0

∂x
(x, y) e−imx e−iny dxdy

=
1

4π2

∫ 2π

0

(∫ 2π

0

∂u0

∂x
(x, y) e−imx dx

)

e−iny dy

ave
, à l'aide d'une intégration par parties :

∫ 2π

0

∂u0

∂x
(x, y) e−imx dx =

[

u0(x, y) e
−imx

]2π

0
−

∫ 2π

0

u0(x, y)(−im) e−imx dx = im

∫ 2π

0

u0(x, y) e
−imx dx.

On obtient don
 :

am,n

(

∂u0

∂x

)

= im×
1

4π2

∫ 2π

0

∫ 2π

0

u0(x, y) e
−imx e−iny dxdy,

soit :

∀(m,n) ∈ Z
2, am,n

(

∂u0

∂x

)

= imam,n(u0).

11. Soit (k, l) ∈ N2
. Puisque u0 est de 
lasse C∞

sur R2
, on a d'après 10. :

∣

∣am,n(u0)
∣

∣ =
1

|m|

∣

∣

∣

∣

∣

am,n

(

∂u0

∂x

)

∣

∣

∣

∣

∣

= . . . =
1

|m|k

∣

∣

∣

∣

∣

am,n

(

∂ku0

∂xk

)

∣

∣

∣

∣

∣

,
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et don
, de la même manière :

∣

∣am,n(u0)
∣

∣ =
1

|m|k|n|l

∣

∣

∣

∣

∣

am,n

(

∂k+lu0

∂xk∂yl

)

∣

∣

∣

∣

∣

.

Don
 :

∣

∣am,n(u0)
∣

∣

(

1 + |m|
)k(

1 + |n|
)l

=

(

1 + |m|
)k

|m|k

(

1 + |n|
)l

|n|l

∣

∣

∣

∣

∣

am,n

(

∂k+lu0

∂xk∂yl

)

∣

∣

∣

∣

∣

.

Or, d'une part :

lim
|m|→+∞

(

1 + |m|
)k

|m|k
= 1 et : lim

|n|→+∞

(

1 + |n|
)l

|n|l
= 1.

Et, d'autre part, la série double

∑

m∈Z

∑

n∈Z

∣

∣

∣

∣

∣

am,n

(

∂k+lu0

∂xk∂yl

)

∣

∣

∣

∣

∣

2


onverge d'après 3., don
 la suite

double

(

am,n

(

∂k+lu0

∂xk∂yl

))

(m,n)∈Z2


onverge vers 0 (lorsque m ou/et n tendent vers ±∞) et est don


bornée. Finalement :

la suite double

∣

∣am,n(u0)
∣

∣

(

1 + |m|
)k(

1 + |n|
)l

est bornée.

12. Cher
hons u de la forme :

u(t, x, y) =
∑

m∈Z

∑

n∈Z

ϕm,n(t)αm,n e
imx+iny .

• Alors, u doit véri�er l'égalité (4), 
'est-à-dire : ∀(t, x, y) ∈ R
∗
+ ×R

2
,

∂u

∂t
(t, x, y)−

∂2u

∂x2
(t, x, y)−

∂2u

∂y2
(t, x, y) =

∑

m∈Z

∑

n∈Z

αm,n e
imx+iny

[

ϕ′
m,n(t) + (m2 + n2)ϕm,n(t)

]

= 0.

On en déduit que : ϕ′
m,n(t)+ (m2 +n2)ϕm,n(t) = 0, et don
 : ϕm,n(t) = K e−(m2+n2)t

. On obtient

don
 :

u(t, x, y) =
∑

m∈Z

∑

n∈Z

K e−(m2+n2)t αm,n e
imx+iny .

• u doit aussi véri�er l'égalité (3), 
'est-à-dire : ∀(x, y) ∈ R2, u(0, x, y) = u0(x, y). Or, puisque
u0 ∈ C∞(R2,C) est doublement 2π-périodique par hypothèse, elle véri�e l'hypothèse démontrée en

11. et on peut don
 utiliser les résultats de la partie I. :

∀(x, y) ∈ R
2, u0(x, y) =

∑

m∈Z

∑

n∈Z

am,n(u0) e
imx+iny .

Ainsi : ∀(m,n) ∈ Z
2,Kαm,n = am,n(u0).

• Les autres 
onditions étant respe
tées de manière évidente, on obtient �nalement,

u(t, x, y) =
∑

m∈Z

∑

n∈Z

e−(m2+n2)t am,n(u0) e
imx+iny

est une solution au problème posé.

13. On 
onsidère dans 
ette question les deux fon
tions :

Au : t 7→

∫ 2π

0

∫ 2π

0

∣

∣u(t, x, y)
∣

∣

2
dxdy et : Bu =

∫ t

0





∫ 2π

0

∫ 2π

0

∣

∣

∣

∣

∣

∂u

∂x
(s, x, y)

∣

∣

∣

∣

∣

2

+

∣

∣

∣

∣

∣

∂u

∂y
(s, x, y)

∣

∣

∣

∣

∣

2

dxdy



 ds.

• Continuité :

- ∀(x, y) ∈ R
2, t 7→

∣

∣u(t, x, y)
∣

∣

2
est 
ontinue sur [0,+∞[ ;
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- ∀t ∈ R∗
+, (x, y) ∈ R

2 7→
∣

∣u(t, x, y)
∣

∣

2
est 
ontinue et intégrable sur [0, 2π]2 ;

- pour a ∈ R∗
+, il existe r > 0 tel que [a− r, a+ r] ⊂ R∗

+ et alors u est 
ontinue sur le 
ompa
t

[a− r, a+ r]× [0, 2π]2 et y est don
 bornée : l'hypothèse de domination est don
 véri�ée. De même si

a = 0 ave
 l'intervalle [0, a+ r].

Ainsi, Au est 
ontinue en tout a ∈ R+ et don
 sur R+. De plus, par dé�nition, Bu est une

primitive d'une fon
tion 
ontinue, don
 elle est 
ontinue. Ainsi :

Eu est 
ontinue sur R+.

• Dérivabilité :

- ∀t ∈ R∗
+, (x, y) ∈ R

2 7→
∣

∣u(t, x, y)
∣

∣

2
est 
ontinue et intégrable sur [0, 2π]2 ;

- ∀(x, y) ∈ R
2, t 7→

∂|u|2

∂t
(t, x, y) =

(

u
∂u

∂t
+ u

∂u

∂t

)

(t, x, y) est 
ontinue sur [0,+∞[ ;

- ∀t ∈ R∗
+, (x, y) ∈ R

2 7→

(

u
∂u

∂t
+ u

∂u

∂t

)

(t, x, y) est 
ontinue et intégrable sur [0, 2π]2 ;

- de même que pré
édemment, pour a ∈ R∗
+, il existe r > 0 tel que [a− r, a+ r] ⊂ R∗

+ et alors

(

u∂u
∂t

+ u∂u
∂t

)

est 
ontinue sur le 
ompa
t [a− r, a+ r]× [0, 2π]2 et y est don
 bornée : l'hypothèse de

domination est don
 véri�ée.

Ainsi, Au est dérivable en tout a ∈ R∗
+ et don
 sur R∗

+. De plus, par dé�nition, Bu est une

primitive d'une fon
tion 
ontinue, don
 elle est dérivable. Ainsi :

Eu est dérivable sur R∗
+.

On peut alors é
rire, pour tout (t, x, y) ∈ R∗
+ :

E′
u(t) =

1

2

∫ 2π

0

∫ 2π

0

(

u
∂u

∂t
+ u

∂u

∂t

)

(t, x, y) dxdy +

∫ 2π

0

∫ 2π

0

∣

∣

∣

∣

∣

∂u

∂x
(t, x, y)

∣

∣

∣

∣

∣

2

+

∣

∣

∣

∣

∣

∂u

∂y
(t, x, y)

∣

∣

∣

∣

∣

2

dxdy,

don
 :

E′
u(t) =

∫ 2π

0

∫ 2π

0

1

2

(

u
∂u

∂t
+ u

∂u

∂t

)

(t, x, y) +

∣

∣

∣

∣

∣

∂u

∂x
(t, x, y)

∣

∣

∣

∣

∣

2

+

∣

∣

∣

∣

∣

∂u

∂y
(t, x, y)

∣

∣

∣

∣

∣

2

dxdy.

14. Pour tout (t, x, y) ∈ R∗
+ ×R2

, on peut é
rire :

1

2

(

∂

∂x

(

u
∂u

∂x
+ u

∂u

∂x

)

+
∂

∂y

(

u
∂u

∂y
+ u

∂u

∂y

))

(t, x, y)

=
1

2

(

∂u

∂x

∂u

∂x
+ u

∂2u

∂x2
+

∂u

∂x

∂u

∂x
+ u

∂2u

∂x2
+

∂u

∂y

∂u

∂y
+ u

∂2u

∂y2
+

∂u

∂y

∂u

∂y
+ u

∂2u

∂y2

)

(t, x, y)

=

(

∂u

∂x

∂u

∂x
+

∂u

∂y

∂u

∂y
+

u

2

(

∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2

)

+
u

2

(

∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2

))

(t, x, y)

Or u, et don
 u, véri�ent (4) don
 on obtient :

1

2

(

∂

∂x

(

u
∂u

∂x
+ u

∂u

∂x

)

+
∂

∂y

(

u
∂u

∂y
+ u

∂u

∂y

))

(t, x, y) =

(

∂u

∂x

∂u

∂x
+

∂u

∂y

∂u

∂y
+

u

2

∂u

∂t
+

u

2

∂u

∂t

)

(t, x, y).

15. On a bien sûr, pour tout (t, x, y) ∈ R∗
+ ×R2

:

∣

∣

∣

∣

∣

∂u

∂x
(t, x, y)

∣

∣

∣

∣

∣

2

=

(

∂u

∂x

)(

∂u

∂x

)

(t, x, y) =
∂u

∂x

∂u

∂x
(t, x, y),

et de même ave
 les dérivées partielles par rapport à y. La formule obtenue en 13. devient don
 :

E′
u(t) =

∫ 2π

0

∫ 2π

0

(

u

2

∂u

∂t
+

u

2

∂u

∂t

)

(t, x, y) +
∂u

∂x

∂u

∂x
(t, x, y) +

∂u

∂y

∂u

∂y
(t, x, y) dxdy.
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Don
, en utilisant la formule obtenue en 14. :

E′
u(t) =

∫ 2π

0

∫ 2π

0

1

2

(

∂

∂x

(

u
∂u

∂x
+ u

∂u

∂x

)

+
∂

∂y

(

u
∂u

∂y
+ u

∂u

∂y

))

(t, x, y) dxdy.

Ainsi :

E′
u(t) =

1

2

∫ 2π

0

[∫ 2π

0

∂

∂x

(

u
∂u

∂x
+ u

∂u

∂x

)

dx

]

dy +

∫ 2π

0

[∫ 2π

0

∂

∂y

(

u
∂u

∂y
+ u

∂u

∂y

)

(t, x, y) dy

]

dx

=
1

2

∫ 2π

0

[

u
∂u

∂x
+ u

∂u

∂x

]2π

0

dy +
1

2

∫ 2π

0

[

u
∂u

∂y
+ u

∂u

∂y

]2π

0

dx = 0


ar u et u sont doublement 2π-périodiques. Don
, puisque Eu est 
ontinue sur R+, on en déduit qu'elle

est 
onstante sur R+, 
'est-à-dire :

∀t ∈ R+, Eu(t) = Eu(0).

16. Soient u et v deux solutions au problème posé, et 
onsidérons la fon
tion u− v. Celle-
i véri�e

alors les 
onditions a), b), 
) et d) du problème et de plus :

∀(x, y) ∈ R
2, (u − v)(0, x, y) = 0,

et :

∀(t, x, y) ∈ R
∗
+ ×R

2,
∂(u− v)

∂t
(t, x, y)−

∂2(u− v)

∂x2
(t, x, y)−

∂2(u− v)

∂y2
(t, x, y) = 0.

Don
, u− v est solution du problème posé dans le 
as parti
ulier où u0 est la fon
tion nulle. On a

don
 :

∀t ∈ R+, Eu−v(t) = Eu−v(0) =
1

2

∫ 2π

0

∫ 2π

0

|0|2 dxdy = 0.

D'où :

∀t ∈ R+,

∫ t

0





∫ 2π

0

∫ 2π

0

∣

∣

∣

∣

∣

∂(u− v)

∂x
(s, x, y)

∣

∣

∣

∣

∣

2

+

∣

∣

∣

∣

∣

∂(u− v)

∂y
(s, x, y)

∣

∣

∣

∣

∣

2

dxdy



 = 0.

Tous les termes étant potitifs, et les fon
tions intégrées étant 
ontinues, on en déduit que :

∀(s, x, y) ∈ R+ ×R
2,

∂(u− v)

∂x
(s, x, y) =

∂(u− v)

∂y
(s, x, y) = 0.

On en déduit que u − v est 
onstante vis-à-vis des variables x et y et don
, puisque u − v véri�e

aussi l'égalité (4), vis-à-vis de la varaible t. Don
, u − v est 
onstante. En parti
ulier, pour s = 0 on

obtient : u− v = 0. Finalement, u = v et don
 :

le problème posé possède au plus une solution.
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