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I - Série de Fourier a deux variables

1. Pour tout eniter relatif m, on a :

1

T

27
Yy eR, um(y) / u(z,y) e~ (g
0

e Puisque u est doublement 27-périodique, elle est 2m-périodique par rapport a sa deuxiéme
variable, donc

‘ U, est 2m-périodique. ‘

e La fonction w,, est une intégrale & parameétre sur un segment telle que :

O Vy € R, x> u(x,y) e "™ est continue et intégrable sur le segment [0, 27];
O Vr €[0,27], y € R u(x,y)e” ™ est continue.

Donc, d’aprés le théoréme de continuité des intégrales & paramétres sur un segment,

‘ U est continue sur R.

e De la méme maniére :

O Vy € R, x> u(x,y) e "™ est continue et intégrable sur le segment [0, 27];

O Ve (0,27, yE]RH%
dy
du

OVyeR, zeR— 3 (z,y) e~ "™ est continue et intégrale sur le segment [0, 27].
Y

(x,y)e”"™" est continue;

Donc, d’aprés le théoréme de dérivation des intégrales & paramétres sur un segment,

‘um est de classe €, donc dérivable, sur R.

On en déduit donc que la série de Fourier de u,, est normalement convergente sur R vers wu,, :

VyER, um(y) =) cmne ",
nez

1 27 . 1 27 1
um(y)e "™ dy = <—
27

2
/ u(z,y)e "M da:> e " dy
0

avec: VYne€Z, cpn

“2r o 27 Jo

1 27 2 ) )
=13 / / u(z,y)e” "™ e drdy d’aprés le théoréme de Fubini
™ Jo Jo

On obtient donc :
Vm,n € Z, cmp = amn(w).

On peut donc conclure, d’aprés 1’égalité de Parseval :

2
/0 ‘um(y)‘zdy =27 Z|am7n(u)‘2.

nez
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2. De la méme maniére, si on se fixe y € R, alors la fonction u, : © — u(x,y) est 2w-périodique et
de classe ¢! sur R, donc la série de Fourier de u,, converge normalement vers u,, sur R :

Ve e R, wuy(z)= Z Cm e M7,

meZ

1 2 ]
%/0 uy(x) e dz = up (y).

On peut donc conclure, d’aprés 1’égalité de Parseval :

avec: VYm e Z, ¢y =

1
2m Jo

27
uy (@) de = Y Jum(y)|,

meZ

soit :

1 27
- ; ‘u(aj,y)fdxz Z|um(y)|2

2w
meZ

1 21
3. D’aprés 1., on sait que z:}CL,717,l(1L)}2 converge et que sa somme est : 2—/ |um(y)|2dy. On
T™Jo
nez
a donc, pour tout M € IN :

M , 1o (M ,
Z <Z‘amn(u)‘ ) =5 < ‘um(y)’ ) dy par linarité de 'intégrale
m=0 \nez 0 m=0
1 2 2
<= Z lum (y)|” | dy par croissance de l'intégrale
2 0
meEZ
1 27 1 27 2 , .
<3 ; (%/0 ‘u(x,y)’ d:v) dy d’apres 2.

m=0

—+o0
On en déduit que la série & termes positifs Z <Z ‘am)n(u) |2> est majorée; elle est donc conver-
neZ

m=1

“+o0
gente. On fait de méme pour la série Z (Z |am,n(U)‘2> et donc, d’aprés les définitions données :
nez

la série double Z Z|am7n(u)}2 converge.
mMEZ nNEZ

On a donc, d’apreés 1. :

> (Zlamm(u)f) =3 (5 [ ) a0)

meZ \n€Z meZ

Or, les fonctions u,, sont continues sur R et intégrables sur [0, 2], donc il en est de méme des

fonctions |u,,|?. De plus, la série Z |um|? converge en tout point de [0,27]. On peut donc intégrer

meZ
terme & terme, ce qui donne ’égalité :

27 2w 27
5 Sfonatf = 55 [ (Shon) ar= o [ (5 [utenfar) a
meZ

meZnez

et donc :

9 1 2m 2m 9
Z Z|am1n(u)| _m/o /0 |u(z,y)|” dz dy.

meEZnez
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4. D’aprés ’hypothése, il existe A € Ry :
A
< .
[amn )] < A

V(m,n) € Z2, |amqn(u)e™ | =

1
Or, la série Z THV converge : c’est une série de Riemann (pour n € IN et —n € IN) ; notons
n

a sa somme. On en déduit que la série a termes positifs E ’am,n(u)‘ converge et est majorée par
nez

A
. Or, la série
o L+ [m])? |m|> 21

ment). On en déduit donc que :

T | 5 converge (vers o puisque c’est la méme série que précédem-

la série double E E Amn(w) €™ T converge absolument, donc est sommable.
meZnel

5. e Soit m € Z et considérons vy, : (x,y) — Z Am (1) €T - Alors, pour tout n € Z,
nez
Papplication (z,y) = am n(u) €™ est continue sur R?, et la série Z Am (1) €Y converge
nez
normalement d’aprés 4. D’aprés le théoréme 1. donné dans I’énoncé, v,, est continue sur R2.

e Mais de méme, pour tout m € Z, v,, est continue sur R? et la série Z U (z,y) converge

meZ
normalement donc :

la fonction v est définie et continue sur R2. ‘

6. Pour tous entiers m et n, Papplication vy, , : (z,y) = Gm.n(u) T est de classe € sur
R2 et :

6k+lvm” ; ; imz+in
V(k, l) € ]N27 W(xay) = (Zm)k(ln)lam,n(u) etmerIny.

Donc, d’aprés I’hypothese, il existe A € R tel que :

Alm|* n]' |a n (u)]
S (L m)ER (4

akJrl

Um,n

W(%@/)

Alm[* |n]' |am n(u)]
(14 m)*+2(1 + [n[)!+2

Or, de méme qu’en 4., la série double Z Z converge, donc la série :

meEZneZ
o, n 2
Z Z T (z,y) converge normalement sur tout compact de R*. Donc :
mEZ neZ Oz Yy
oF+ly . .
v est de classe € sur R? et : V(k,1) € IN?, 9oy - ( Z Z im)* (in) @y (w) TN
meZ nez

7. Puisque la série Z Z Um,n(,y) converge normalement sur [0, 27], on peut écrire pour tout

MmeEZ neZ
yeRettout keZ:

1 27 ) . .
% i ’U(I,y) efikz dx (Z Z amn zmz+zny> efzkm dx

meZ neZ

=3 S et (o [T )
0

Or, sur ’espace vectoriel F des fonctions 27-périodiques a valeurs complexes, la famille des ¢y, :
x — e*® forment une base orthonormée pour la forme hermitienne positive :
2T

V(o) € B (Fle) =5 [ F@)glds

0

3/7



On a donc :

1 2m . .
V(m, k) € 72, o / ™M =T dp = 5, g symbole de Kronecker)
T Jo

On en tire :

1 27

v(x,y)e”* dr = Z agn(u)e™ .
nez

2 Jo

8. De méme que précédemment, on a pour tout couple (k,1) € Z2 :

1 27 27 ] ]
ag(v) = m/0 /0 v(x,y) e dy

1 2m 27 ] ] ] ]
— H/O A Z Z am,n(u) eime oiny efzkx eley dx dy

meZnez

1 2w . . 1 27 . .
— am n(u) el elma efikz dz - einy eley dy
’ 2
™ Jo 2 0

meZ nez
= § E am,n(u) ém,k (Sn,l
meZ neZ

Donc :

V(k,l) S ZQ, akyl(v) = ak_,l(u).

9. Ainsi, puisque u et v sont de classe €' sur R? et qu’elles ont les mémes coefficients de Fourier,
on en déduit que :

u ="v.

II - Application

10. Puisque ug est de classe > sur R?, on a pour tout couple (m,n) € Z? :

6’11,0 1 2 2 6’11,0 . iny
mn | — - —(z, —imz (—iny 4., q
Gm, (817) 471'2/0 o Oz (z,y)e ¢ v

1 o o 8u0 —imx —in
P ( —x(x,y)e dx) e "™ dy
0 0

avec, a ’aide d’une intégration par parties :

2 ) . 2
/0 %(z, y)e "M dx = [uo(a:, Y) eﬂmx}

On obtient donc :

2m ‘ o ‘
_/ uo(x,y)(—zm) eflmx d.I = Zm/ uo(x7y) e*lmx d.I
0 0 0

o 1 2w p2m ) )
Am.n <£> =1im X ype) / uo(x,y)e” " e dx dy,
o Jo

soit :

ou .
Y(m,n) € Z2, Amn (8—;> = M Qi (U0)-

11. Soit (k,1) € IN2. Puisque ug est de classe 4> sur R?, on a d’aprés 10. :

i [ 280 i (L0
™\ ox N Qxk )|
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et donc, de la méme maniére :

0] = i (S0
m,n %0 - |m|k|n|l m,mn 8:10’“83/1 .
Donc :
" L (Lt Im)" (L ) 9"+
}amm(uo)’(l + |m|) (1 + |n|) = |m|k |n|l am,n (3xkayl> :
Or, d’une part :
N (R ) A (L+[n)"
o m ¥ boets n|!

Et, d’autre part, la série double Z Z
meZneZ

8’“+lu0 y N .
Om,n W converge d’aprés 3., donc la suite

okt
double | amn | 75— converge vers 0 (lorsque m ou/et n tendent vers +00) et est donc
) axkayl m,n)€Z?

bornée. Finalement :

la suite double |am n(uo)|(1 + |m|)k(1 + |n|)l est bornée.

12. Cherchons u de la forme :

ult,2,y) = > P (t) o p Y

mEZneZ
e Alors, u doit vérifier I'égalité (4), c’est-a-dire : V(¢,z,y) € R x R?,

ou 0%u 0%u imatin
0 9) = Gt y) = oty = D2 D amn o™ [l (1) + (m 4 0?)omn(6)] = 0.

meEZ nez

On en déduit que : ¢, ,, (t) + (m* +1°)@mn(t) = 0, et donc : @, (t) = K e~ (m* 41 On obtient
donc :
ta:y ZZKG (m?4n?) neimm-i-iny.
meZneZ

e u doit aussi vérifier Pégalité (3), c’est-a-dire : V(z,y) € R?, u(0,z,y) = uo(z,y). Or, puisque
up € €°(R?,C) est doublement 27-périodique par hypothése, elle vérifie 'hypothése démontrée en
11. et on peut donc utiliser les résultats de la partie I. :

V(I, y) S R2, uo(;zj, y) = Z Z am,n(uo) eimm-{-iny ]

MmeEZ nel

Ainsi : V(m,n) € Z%, Kam n = am.n(uo)-

e Les autres conditions étant respectées de maniére évidente, on obtient finalement,

2.2 ; ; . N .
u(t,z,y) = E E e (M Hnt 4 () €™ est une solution au probléme posé.
meZnel

13. On considére dans cette question les deux fonctions :

27 2m 9 t 2T 2m au
Au1f>—>/ / ‘u(t,w,y)] dzdy et: Bu:/ / / —
0 0 0 0 0

ax(s,w,y) +

ou
8_y(87$7y)

e Continuité : )
-V(z,y) €R?, t |u(t,z,y)|” est continue sur [0, +o0(;
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-VteR:, (7,y) eR?— ‘u(t,x,y)|2 est continue et intégrable sur [0, 27]?;

- pour a € R, il existe r > 0 tel que [a—r,a+7r] C R% et alors u est continue sur le compact
a—r,a+r] X m]* et y est donc bornée : 'hypothése de domination est donc vérifiee. De méme si
+ 0,27]% et y est donc bornée : Phypothése de dominati t d érifice. De méme si

a = 0 avec l'intervalle [0,a + r].

Ainsi, A, est continue en tout a € R4 et donc sur R;. De plus, par définition, B, est une

primitive d’une fonction continue, donc elle est continue. Ainsi :

‘ E,, est continue sur R. ‘

e Dérivabilité : )
-Vte Ry, (z,y) € R* = |u(t,z,y)|” est continue et intégrable sur [0, 27]?;

Olul? ou _0
-V(z,y) € R?, t— %(t z,y) = (u—u —i—ﬂ—u) (t,x,y) est continue sur [0, +o0l;

ou 0
-VteRY, (z,y) €R*— <ua—1; + Eﬁ_ltL) (t,x,7) est continue et intégrable sur [0, 27]?;

- de méme que précédemment, pour a € R, il existe 7 > 0 tel que [a —7,a+ 7] C R% et alors

(ug a“ + u%;) est continue sur le compact [a — 7,a + 7] X [0, 27]? et y est donc bornée : ’hypothése de

dormnatlon est donc vérifiée.

Ainsi, A, est dérivable en tout a € R} et donc sur R7. De plus, par définition, B, est une

primitive d’une fonction continue, donc elle est dérivable. Ainsi :

‘ E, est dérivable sur R} . ‘

On peut alors écrire, pour tout (¢, z,y) € RY :

2
2m 2 U 27 27 ” 811,
v t drd (¢ i ded
/ / (u —I—uat)(,ﬂ?,y) T y+/0 /0 8:5(’I’y) + ay(,:z:,y) zdy,
donc :
o Jdu ou ou ’ ou 2
o) = 2 \"ar T ) 32t ——(t dady.

14. Pour tout (¢, z,y) € R x R?, on peut écrire :

l g u@—l—ﬂ@ +£ u@—l-ﬂ@ (tx )
2\ 0z \ Ox Ox oy \ Oy Oy Y

= l @@4_ @4_@@4_—&4_@@4_ @4_@@4_—& (t )
= 2\0r0r " “022 T 9z 0z " “Ba2 Ay dy u8y2 Ay dy ”ay2 Y

(o owmm w(on # w0 Pa)y
N 2 \ 922 Oy? (t2,y

oz o9z oy oy 022 T oy

Or u, et donc w, vérifient (4) donc on obtient :

1 3 @ Ou +£ @4_—@ (t )— %@_’_%@J’_E@_’_E% (t
“ “ OY) =\ Bz 0 Ay 0y 20t 20t 5 Y-

or \ oz tu oz dy \ Oy Jy

15. On a bien sfr, pour tout (¢,z,y) € R} x R?:

ou t )| = ou ou t )= Ou Ju U
o1 y Ly Y — O Oz , T, Y 6xa T,y
et de méme avec les dérivées partielles par rapport & y. La formule obtenue en 13. devient donc
27 27 - .
wou = wou Ou 0u Ou 0
o)\ 9 9z o= (t,z,y) dz dy.
/ / (zat 2at>(’w’yHaxax(,x,y)+ayay(,x,y) zdy
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Donc, en utilisant la formule obtenue en 14. :

/27r /277 1 6’11, au + 2 u@ + ﬂ% (t X )dl‘d
oz Yo 9y \ 9y 9y Y ”
Ainsi :

1 (7 /(%™ 9 [/ Ou _Ou Tty du _du
/ _— = —_— —_— —_— —_
B =3 [/o ax( ax*“@w)“] we [ [/0 ay< Yoy T ay)“’“”y)dy} d

car u et w sont doublement 27-périodiques. Donc, puisque F,, est continue sur R, on en déduit qu’elle
est constante sur Ry, c’est-a-dire :

(VtE€Ry, Eu(t) = E,(0).|

16. Soient u et v deux solutions au probléme posé, et considérons la fonction u — v. Celle-ci vérifie
alors les conditions a), b), ¢) et d) du probléme et de plus :

Y(z,y) € R?, (u—v)(0,2,9) =0,

et :

0%(u —v) 0%(u —v)

olu —v
g(t,%y) - W(t/ﬁ,y) - Tyz(taxay) =0.

V(ta,y) €RY xR S

Donc, u — v est solution du probléme posé dans le cas particulier ou ug est la fonction nulle. On a

donc : | g o

vt € Ry, Eu_v(t):Eu_U(O):§/0 /O 0> dz dy = 0.

D’ou :
2
t 2m 2
A(u —v) O(u —v)

t —_— —_— dzdy | =0.
weke [ [ [R5 e +| 2| dedy | =0

Tous les termes étant potitifs, et les fonctions intégrées étant continues, on en déduit que :

O(u —v)

M(vavy) = Ty(svxvy) =0.

v R, x R?
(S,(E,y) € + X 3 8$

On en déduit que u — v est constante vis-a-vis des variables x et y et donc, puisque u — v vérifie
aussi I’égalité (4), vis-a-vis de la varaible t. Donc, u — v est constante. En particulier, pour s = 0 on
obtient : w — v = 0. Finalement, © = v et donc :

‘ le probléme posé posséde au plus une solution.
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