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CCP-2015 — filiére TSI

Un corrigé

I Probléme — Approximations de 7w
Partie A — Questions préliminaires
I.A.1. Somme géométrique si g # 1 :
Sig=1 alors :
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I.A.2. Somme de Riemann :
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I.A.3. Arctan est définie sur R, y est C**° et sa fonction dérivée est : x> 172
x
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Son tableau de variation est : f /
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Partie B — Etude de la série Z
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de Riemann), la série > % n’est pas absolument convergente.
n>0

I.B.1. Comme
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(1) linterversion de la sommation et de I'intégrale ne pose aucun probléme car la somme est finie et de
fonctions continues.

I.B.4. Pour tout ¢t € [0;1] : 1 < 1+ #* < 2 donc (par passage a I'inverse, et multiplication par t?"*2 qui est
positif) :
t2n+2 t2n+2 t2n+2
< <
2 T 1+27 1
donc (par positivité de l'intégrale) :

1 1 1 t2n+2 1
0< = / 22 < / dt < / 22 q¢

1 ,2n+2 1 1
og/ dt < -
o 1+1¢2 2n+2+1 2n+3

Vit € [0;1]

2n+2

1+t2dt

1
On peut donc conclure, par le théoréme des gendarmes, que la limite quand n — +oo de /
0

existe et vaut 0.

I.B.5. Or d’aprés les questions précédentes :

1 1 1 t2n+2
Sn — / ——dt| = / ——dt — 0
0 1 + t2 0 1 + t2 n—+00

1
1
Donc (S,,) est convergente et de limite / — _dt="_.
, 1+220 1

Partie C — Un procédé élémentaire d’approximation de =

I.C.1. A Paide des questions 3 et 4 de la partie précédente, on affirme que :
1 1 ,2n+2
t t 1
S, — / U / dt <
o 1+12 o 1+1t2 2n+3

[4S,, — 7| <

En multipliant par 4 :

2n+ 3

4 3
I.C.2. <1076 <2N+3 & 2-10°~ > <N
N3 =0 T e tew 5 =
Donc cette inégalité est vraie pour tout entier N & partir de 1999 999.

I.C.3. Il est donc certain que la distance entre 4570s et 7 est inférieure & 1079, ce qui procure I’approximation
demandée.

Partie D — Un procédé procédé d’approximation de 7

I.D.1. On sait que :
1
——=>¢" Vgel-11]

l—q n>0
A l'aide du changement de variable ¢ = —x2 ott « €] — 1;1[, on obtient :
1 n n n
T = 2= (0
n>0 n>0

de rayon de convergence 1. Par le théoréme d’intégration d’une fonction développable en série entiére :
Si f:R — R est la somme d’un série entiére de terme général (a,,) avec un rayon de convergence R > 0
alors, en notant F' la primitive de F' s’annulant en O :
a.
F(x) = Z n gt Vz €] — R; R]

n20n+1

Comme Arctan est la primitive de z — Hl? s’annulant en 0, on en déduit que :

(=" 2np1
Arctan(z) = Z —— ¥t Ve el - 1;1]
o 2n +1
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3 3
I.D.2. Comme tan (E) = %, donc Arctan <£> g ainsi :

[=p}

I.D.3. On peut implémenter ['algorithme suivant :

#4# initialisation
N <+ 0
P+ 3
U < 2v3/((2N +3) x P)
€+ 1076
#4 traitement
tant que U > ¢ faire :
N+N+1
P+ Px3
U + 2v3/((2N +3) x P)

#+ sortie
Afficher N

On constate que ce plus entier est 10. L’efficacité, par rapport a la partie précédente est évidente.
I1.D.4. Tyo = 0,850215435 x 1076

II Probléme — Localisation des valeurs propres

Partie A — Le théoréme d’Hadamard dans M;(C)

IT.A.1.a) A est évidemment & diagonale strictement dominante, B ne lest pas. En observant que |34 4i| =5, C est
aussi a diagonale strictement dominante.

IT.A.1.b) Le rang d’une matrice est invariant par combinaison linéaire sur les colonnes, or :

14 -1 -1
les opérations G201+ Cs sur Adonne: | 0 —3 1 | quiestderang 3 donc A est inversible;
Cy « 3C1 + Cy 0 0 -9
0 0 1
les opérations G C = Cs sur Bdonne: | 0 4 —1| quiestderang 3 donc B est inversible;
Cl < 401 — 302
12 0 -2
0 0 1
L. Cl(—Cl—(1+i)C3 . .
les opérations { Oy Oy — 20y sur C donne : 0 2 0 qui est de rang 3 donc C' est

1—61 1 3+4i
inversible ;

IT.A.1.c) Le contre exemple de la matrice B, justifie que la réciproque du théoréme d’Hadamard est fausse.

IT.A.2.a) Si M est non inversible alors son noyau n’est pas réduit a 0, il contient donc un vecteur non nul X. Ce
qui montre la question.

ILA.2.b)
0 my,121 + My 2T2 +mp 323 =0 m1,1T1 = —M12T2 — M1 3T3
MX = 0 =4 m2 171 + ma 22 + M2 373 = 0 =4 M2 2T2 = —M2,1T1 — M2 313
0 m3, 121 + m3,2T2 +m33x3 =0 M3,3T3 = —M3,1T1 — M3,2T2
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IT.A.2.c) X étant non nul, il posséde (au moins) une coordonnées non nulle, donc le maximum, en valeur absolue,
de ses coordonnées est non nul.

. L o Z2 L3
I1.A.2.d) Si|z1] = Max{|x1|, |z2]|,|z2|} alors 1 # 0 ainsi, par division : mq1 1 = —my2— — m13—
1 T
T . . .
Comme |—| < 1 pour ¢ = 2 ou ¢ = 3, on obtient :
1
T2 Z3
|m1_’1| = |—Mmi2— —M13—
T Ty
T2 L3
< |mio—|+ |mi3—
T T

< |ma 2l

X i

—2’ + [ma 3| ‘—3
X1 T
< |maa| + [ma ]

Si k =2 alors on en déduira que |mo 2| < |ma1| + |me3|; et si k = 3 alors on en déduira que
Im3 3| < |[mz1| +|m3 2]

II.A.2.e) Conclusion, si M n’est pas inversible alors une des trois inégalités précédentes est vrai, ce qui est en
contradiction avec ’hypothése : "M est a diagonale strictement dominante".
Donc une matrice ne peut étre a la fois "a diagonale strictement dominante" et "non inversible", ce qui
prouve le théoréme d’Hadamard.

Partie B — Localisation des valeurs propres

II.B.1.a) Disques de Gerschgorin :

de F : de I :

II.B.I.b) Dy UDy;UD3 = D3
I1.B.1.c) Polynome caractéristique de E : Pp(X) =det(X.3—E) = X x[(X = 1) x X =2x (=1)] = X (X% - X +2)

Dont les racines sont Ay =0; Xy = % + i77 7 A3 = % — 14. (Donc E est diagonalisable sur C)

S

I1.B.1.d) Comme |\o| = [A3] = v/2, qui est inférieur & 2, donc Ay et A3 sont dans Ds, tout comme \;.

X+1-i 1 1-2
I1.B.2.a) Pp(X) = —2 X -2-i —143i |=(X-1)x
0 0 X-1

X+1-1i 1
—2 X—-2-i
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I1.B.2.b)

I1.B.2.c)
I1.B.2.d)

I1.B.3.a)
11.B.3.b)

I1.B.3.c)

I1.B.3.d)

Donc :
PpX) =X -D[X+1-)(X -2-1) = (=2)]
=X -D(X*+(1-i-2-D)X+(1-i)(-2-1)—(-2)
=(X-1)(X*+(-1-2)X -2-i+21—1+2)
(X-1)(X*=(1+20)X+i-1)

Les valeurs propres de F' sont puq =1 et :
on résout X2 — (1 +2i)X +i—1=0, de discriminant : A = (1+2i)?) —4(i—1) =1, d’ou :
po=...=iet u3=...=1+1i (Donc F est diagonalisable dans C)
(voir plus haut : par exemple D; = D(—1+1i,1++/5))
Pour démontrer que py € Dy U Dy U D3 (pour tout k € {1,2,3}), il suffit de démontrer qu’ils sont dans
D¢. Comme :

|u1—m1,1|= |2—1| :\/5< 1+\/5

g —maa] = 1] <1+V5

lus —maa] =12 <1+ V5

Ce qui montre la question.

A est une valeur propre de M & il existe X € C3 non nul tel que MX = AX.

mii1— A mi2 mi,3
La matrice M — A3 est de coefficients : ma,1 Mmoo — A ma 3
ms, 1 ms.o ms3 — A

Si A € Sp(M) alors M — A3 n’est pas inversible donc, d’aprés le théoréme d’Hadamard, au moins un de
ses coefficients diagonaux n’est pas dominant, c¢’est-a-dire :

Imi1— Al < maaf +[ma sl
|ma2— Al < |mai| + |maes]
Imaz— Al < |maa|+|mszl

On peut en déduire que A est dans un des disque de Gerschgorin et donc : A € Dy U Dy U Ds
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