
OPTION M - ZEME EPREUVE DE MATHEMATIQUES 
( D U R E E  : 4 HEURES)  

t 'énoncé da c e t t e  épreuve, spéc i f ique  aux cand ida t s  d e - l ' o p t i o n  M, comporte 4 pages. 
, ----- 

I l  es t  demandé express6rnent aux cand ida t s  de donner des  d e m n s t r a t i o n s  p r é c i s e s  e t  
rigoureuses.  Aucun ra i sonnecent  vague ou i n s u f f i s a n t  ne sera p r i s  en cons id6ra t ion  pa r  
l e  co r rec t eu r .  ----- 
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Toutes les fonc t ions  cons iderées  dans  ce problème s o n t  v a l e u r s  réelles. 

So ien t  a ,  b deux nombres r g e l s  tels que a < b. On d i t  qu'une fonc t ion  f d e f i n i e  s u r  [a,b] 

e s t  dé r ivab le  s u r  [ a ,b ]  s i  e l l e  es t  dd r ivab le  en t o u t  p o i n t  de [a ,b]  e t  admet en a (cesp. en b) 

une dé r ivée  d droite ( resp .  a gauche). 

On note  E 

Un e n t i e r  k > 1 est f i x e  une f o i s  pour tou te s .  

l ' e space  d e s  fonc t ions  indef in iment  de r ivab le s  s u r  [a,b]. 
a,b 

O 
o .  

O 

- NOTA : Ce probleme comporte q u a t r e  p a r t i e s .  Les p a r t i e s  If e t  III s o n t  indépendantes de la p a r t i e  1. 

PARTIE 1 

On cons idère  dans le p lan  IRz muni de sa s t r u c t u r e  euc l id i enne  h a b i t u e l l e  une courbe fermge r r  
paramétrée par une a p p l i c a t i o n  s e  M ( s )  d e  IR dans 07'. On suppose l ' a p p l i c a t i o n  S* N [ s )  

de c l a s s e  C 
m 

e t  per iodique  de pér iode  1 de  sorte que M ( s +  1) = M ( s ) .  On pose M(s)  = ( x ( s ) , y ( s ) ) .  

dM d'M e t  3 sont,  pour t o u t  s rBe1, dM On suppose en o u t r e  que 11-11 = 1 e t  que les vec teu r s  - ds ds 

indépendants ( l a  courbe r ne p ré sen te  donc pas  de  p o i n t  d ' i n f l e x i o n ) .  

f - 1") S o i t  R ( s )  le rayon de courbure de r au  p o i n t  M ( s ) .  Montrer que R ( s )  est  f i n i ,  que l  que 

soit s. 

On no te ra  C ( s )  le  c e n t r e  de courbure de r au  p o i n t  M ( s )  e t  D ("développante" de  r) 
l a  courbe dec r i t e  p a r  C[s)  . 

P A t o u t  p o i n t  F du p lan  IR', d e  coordonnées (u,@ , on associe l a  fonc t ion  p6riodique. E 

dEf in i e  s u r  R par : 
1 -  E ( 5 )  = - I I  PM(s)  11' . P 2 

1 - 2 " )  S o i t  sO&R ; montrer les équiva lences  : 

a )  E ' p ( S ~ )  = O .c3 P a p p a r t i e n t ' à  l a  normale a r au  p o i n t  M ( s 0 )  

b) E l p ( s O )  = O e t  E " p ( ~ o )  = O 6--) P = C ( s o ) .  

. . ./. . . 



- 54- 

- 2- 

I - 30) Soit sa E R  e t  soi t  P = C ( S O )  ; montrer les  équiva lences  : 

a) E"' ( s o l  # O R ' ( s o )  # O f--+ P es t  un p o i n t  r é g u l i e r  de  D. 

b) E 1 l l p ( ~ ~ )  = O e t  E(p4) ( S O )  

P 
# O R'(s0) = O e t  R " ( s 0 )  # O 

P est  un p o i n t  de  rebroussement de  
premiere espece de  D. 

dC = ( s o l  # O ; c(so) est un p o i n t  de rebroussernent de Rappel : C ( s o )  e s t  regulier 
dC d2C d'C 

ds d s  ' ds premiere espece  si e t  seulement si -(so) = O e t  s i  les vec teu r s  ~ ( s g )  e t  - (SO) 

s o n t  independants. 

1 - 4 O )  On f a i t  maintenant s u r  r l 'hypothese  su ivan te  : R' (s) = O 4 R"(s) # O . 
Montrer que D ne  possede qu'un nombre f i n i  de p o i n t s  de rebroussements. 

PARTIE II 

II - 1') S o i t  n un e n t i e r  > O  e t  s o i t  t un nombre reel > O. Montrer que l ' i n t e g r a l e  
-x 

Jn(t )  = f e x" dx  
& O  

n+ 1 e s t  convergente e t  vau t  n! t . (On pose pa r  convention O! = 1) .  

Soit a un nombre réel > O. MOntrcr que : 

II - 2') S o i t  a un nombre réel > O e t  soi t  h€Eo,a .  On d é f i n i t  s u r  l ' i n t e r v a l l e  [ O , * [  

une fonc t ion  1 en posant  : X 1 
e h(x )  dx si t > O 

O s i t = O  

a) Montrer que la fonc t ion  Il admet un developpement limite A l ' o r d r e  k au  p o i n t  O à d r o i t e ,  

de  la  forme : 

k I l ( t )  = a i t  + ... + a tk + t E ( t )  , k 

oil E ( t )  t end  v e r s  O quan t  t t end  v e r s  O. Ca lcu le r  les c o e f f i c i e n t s  a l ,  ..., ak en fonc t ion  d e s  

v a l e u r s  a l ' o r i g i n e  de la fonc t ion  h e t  de  ses dé r ivées .  

I n d i c a t i o n  : Considerer  d'abord le cas OÙ h es t  l a  r e s t r i c t i o n  à [O,a] d'un polyndrne pu i s ,  

pour l e  cas gén6ra1, u t i l i s e r  l'une des formules de Taylor. 

b) Montrer, s u r  un exemple simple,  que  la fonc t ion  t-1 ( t )  n ' e s t  p a s  en géné ra l  dCveloppable 1 
en serie e n t i e r e  dans  un vo i s inage  de O.  

II - 3') Soien t  f e t  g deux é léments  d e  E - 
a,b 

a) On suppose : -f (a) = O , f '  (x) > O V x  € [ a , b ]  
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S o i t  I2 la fonc t ion  d é f i n i e  Far  : 

Montrer que la fonc t ion  1 admet un développement l imi te  a l ' c r d r e  k 6 l ' o r i g i n e  de 2 
l a  forme : 

k k  12(t) = b t + ... + bkt  

013 E ( t )  tend ve r s  O quand t tend  v e r s  O. Montrer : 

les a u t r e s  c o e f f i c i e n t s ) .  

+ t E ( t )  

b~ = f ' ( a ) '  

1 

(On ne cherchera  pas  I c a l c u l e r  

b) Montrer que s i  l 'on  suppose seulement f ( a )  O,  f s t r i c t e m e n t  p o s i t i v e  su r  ]a,b] e t  

f ' ( a )  > O, l e  meme r e s u l t a t  es t  encore  va lab le .  

PARTIE III 

111 - 1') S o i t  n un e n t i e r  a O e t  s o i t  t > - O .  Montrer que l ' f n t f g r a l e  : 

e s t  convergente e t  que sa v a l e u r  es t  0 si n es t  impair,  G si n = O, (n - 1) (n - 3) ... I(:?'*G 

s i  n es t  p a i r  2. Supposer connu : 

J:-" dx = 6 . 
III  - 2 O 1  Soien t  a ,b  deux nombres r ë e l s  te ls  que a < O C b e t  soit h E E d t b .  

S o i t  1, l a  fonc t ion  d é f i n i e  par : 

13(t) = 1 'a O si t = O  

L k Montrer : 13(t) = fi ( C O  + c l t  + ... + C,tk + t E ( t ) )  

où C O ,  c l ,  ..., c s o n t  des  cons t an te s  e t  c ( t )  une fonc t ion  q u i  tend  v e r s  O quand t tend  v e r s  O. 

Montrer : CO = h ( 0 )  , c1 = 4 h"(o) .  (Le c a l c u l  d e s  a u t r e s  c o e f f i c i e n t s  n ' e s t  pas  demandé). 

III - 3 O ;  Soien t  a e t  b deux nombres réels te l s  que a < O < b e t  so i t  f b E  

que : €(O) = O ; f ( x )  > O si xG[a ,b ]  e t  x # O  

k 

une fonc t ion  te l le  
a,b 

f " (0 )  > O  . 
S o i t  0 l a  fonc t ion  d é f i n i e  s u r  [a,b] p a r  : 

f s i  O 4 x 4 b  

a )  Montrer que 6 e s t  continûment d é r i v a b l e  ; p r é c i s e r  @'(O). Nous admettrons l e  r ë s u l t a t  : 

* . ./. . . 
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Montrer qu'il e x i s t e  deux r é e l s  a l  e t  b '  t e l s  c_ue : 

0,j d a , d l ,  ..., d k 

Montrer : do = g ( 0 )  & - 
s o n t  d e s  cons t an te s  e t  où E ( t )  t end  v e r s  O quand t tend  v e r s  O. 

b) Soi t  g € ; nous cons iderons  d e  nouveau la fonc t ion  1, d e f i n i e  par : 

I p  = 

en supposant maintenant a < 

admet le neme aeveloppement 

III  - 4') S o i t  f E E a , b .  s o i t  m la 

4 

f ( X I  -- 
g(xJ dx si t > O 

s i t = O  

t 

b' f ( x )  
O < b ; dédu i re  de l a  ques t ion  précëdente  que I,(t) - 

gix)  dx au  vois inage  de O. 

va l eu r  minimale de f .  Nous supposerons : 

Montrer q u e  f n e  prend sa va leu r  minimale qu'en un nombre f i n i  de p o i n t s  x ~ , x ~ , . . . , x  n . 

quand t tend v e r s  O. 

PARTIE IV 

NOUS revenons aux hypothèses de la p a r t i e  1 e t  nous cons idérons  pour un p o i n t  P. de R Z  

l a  fonc t ion  €3 d é f i n i e  p a r  : 
1 JIZCS) IL2 

0 ( P , t )  = - 1 l e -  t ds . 
2nt 

Montrer que si P n ' e s t  pas confondu avec un p o i n t c e n t r e  de courbure de r, il v i e n t  : 

, 

. c e s t  une cons t an te  ne dependant que de P e t  de  r . 

. d(P,T) = Inf IjTM (s) l i  . 4 

O<& 1 

. 


