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Opérateurs a noyaux de type positif

I. Préliminaires

1. Pour X € M,1(R) et A € M,(R), X' € Mi,(R) et la « régle des dominos » assure que le produit X T AX
est bien défini et donne un résultat réel (1,n) x (n,n) x (n,1) — (1,1), M 1(R) étant identifié & R. Par ailleurs, la
formule du produit matriciel donne

XTAX = Z XT|17Z' X A|i,j X Xj71 = Z Ti; Ty = Z Q; jTiT;.

1<i,j<n 1<i,j<n 1<i,j<n

2. Soit A € S,(R). Alors, le théoréme spectral indique que Sp(A) C R. Soient alors A € Sp(A4) et X € E)(4) C R".
Alors, XTAX = XT(AX) = AX "X = \||X]|]%. Si A € S (R) (a ne pas confondre avec S,(Ry)), alors X "AX > 0,
donc A > 0.

3. Soient f: [a,b] X [¢,d] — R une fonction continue et ¢: [a,b] x [¢,d] — R définie par ¢(x,t) = /m f(u,t)du.
L’application partielle t — @(z,t) est continue sur son domaine de définition [c,d] par une applicatio(rll immeédiate
du théoréme de continuité des intégrales & parameétre :

i) pour tout t € [c,d], la fonction u — f(u,t) est continue, donc continue par morceaux, sur [a, ] ;

i) pour tout u € [a,z] C [a,b], la fonction t — f(u,t) est continue sur [c,d];

iii) f est une fonction continue sur le fermé-borné [a, b] X [c, d] donc bornée et dominée par la fonction constante
| f]|__, intégrable sur le segment [a, z].

d
4. Pour z € [a, b], on pose ¥(z) = / o(z,t) dt. Appliquons le théoréme de dérivation des intégrales & paramétre :
Cc

i) pour tout = € [a, b], 'application ¢t — ¢(z,t) est continue sur le segment [c, d] d’aprés la question précédente,
donc intégrable sur ce segment ;

i) pour tout t € [¢,d], la fonction 2 — @(,t) est de classe C! sur [a, b] par continuité de u — f(u,t) (primitive
d’une fonction continue) ;

0
iii) pour tout = € [a,b], Papplication ¢t — —So(m,t) = f(z,t) est continue, donc continue par morceaux et

dominée par la constante || f||_, intégrable sur le segment [c, d].

d d
La fonction ¢ est donc de classe C! sur [a,b] et ¢/ (z) = ggo(m,t) dt = / f(z,t)dt
x (&

C

d
5. Notons que ¢(a,t) = 0 pour tout t € [¢,d], d’ou (a) = / o(z,t)dt = 0. En utilisant la question 4, il vient
C

/Cd [/jf(u,t)du} dt—/cdSO(x,t)dt—?/J(x)—w(x)—w(a)—/:w’(u)du_/ax Ucdf(u,t>dt] .

b d
6. Notons [ = / {/ f(u,t) dt] du. Alors,

I—S,(f) :/ab [/cdf(u,t)dt} du— S,(f) & f/;” Mdf(u,t)dt] du — S,(f)

k=0

Up41 [T 1 to4q Uk+1 Lot
(1)2/ [ / f(u,t)d ]du— i Z / / f(u,t)dtdu — S,(f)
ty

0<k,l<n

Uk +1 tﬁ+1
/ / (u,t) f(wk,uz)] dt du,
174

1

~—

0<k d<n



par (1) : relation de Chasles, (2) : linéarité de l'intégrale et (3) : /
(6]
la différence (en valeur absolue) en utilisant ’hypothése £, qui exprime que f est lipschitzienne.

Uk41 te+1 Uk41 te+1
I-Su(Hl< D> / / F@, ue) \dtdu "M > / / (u—ug) + (t —to)] dtdu
U ty

B ré
/ dtdu = (8—a)(d—7y). On majore maintenant
v

0<k,l<n 0<k l<n Uk
Ukl fle dfc (3) b+d—a—c b—a d-c
<M Z / / [ ] dtdu < M Z X X
o<k, b<n ¥ Uk te " o<k, t<n n " "
< Mb+d—a—>b)(b—a)(d—rc) 0.
n n—oo

II. Noyaux de type positif

Soit 2 un ensemble quelconque. Une application K: Q x Q — R est un NTP (noyau de type positif) si
Vn € N* V(z1, x2,..., x5) € Q": Cov, (z1, T2, ..., Tp) = (K(acz, :Ej))lgi,jgn € SH(R).

Notons que 'hypotheése (i) donnée dans I’énoncé est redondante, puisque trivialement contenue dans (ii).

7. Soient (H, (- | -)) un espace préhilbertien réel et K: H> — R donné par K(z,y) = (z | y),. La matrice
Cov, (z1, x2, ..., Ty) est symétrique par symétrie du produit scalaire. Si T' = (¢, t2, ..., tn)T € R", par bilinéarité
de K, puis par sa positivité,

TTCOVK(.Tl, xo, ooy y)T (@) Z K(z,z5)tit; = thmz,Zt zj| =0

1<i,5<n

8. Suposons qu'une application K définie sur Q2 vérifie la propriété (R). Soient (H , (] >) un espace préhilbertien
réel et @: Q — H tels que K(x,y) = (p(z) | ©(y)), pour tout (z,y) € Q> Alors, K = K7 o ¢, ou Ky est I'ap-
plication définie a la question 7. Le fait que K7 soit un NTP entraine immédiatement que c’est également le cas de K.

9. Soient 2 = {z1, 2, ..., Ty} et K: 0? — R un NTP. Par hypothése, la matrice Cov, (z1,x2, ..., xy,) est symétrique
positive, donc, d’aprés le théoréme spectral et la question 2, il existe P € O(n) et (A1, A2, ..., Ay) € R} tels que

Cov, (21,22, ...,2,) = P diag(\1, Aa, ..., \y)P = PTA?P = (AP)TAP,

ou A = diag (\/ AL, VA2, oo, VA ) Considérons 'espace euclidien H = R", muni de son produit scalaire canonique
et ¢: @ — R" définie par p(z;) = C;(AP) pour tout i € [1,n] (C;(AP) demgnant la iéme colonne de AP). Alors,

<50(5L'z) | gO({L‘j» = Cl(AP)TCJ(AP) = (AP)TAP|Z‘J' = COVK (ZL‘1,$2, Ce ,xn)|i,j = K(l‘i, ilj‘j),

ce qui montre que K vérifie la propriété (R). En d’autres termes (un peu hors programme), on a montré que toute
matrice symétrique positive est une matrice de Gram.

10. Ici, H est I'ensemble des fonctions s’annulant en 0, continues et de classe C' par morceaux sur [0,1]. La notion
étant hors programme, « rappelons » qu’une fonction f est continue et de classe C' par morceaux sur [0, 1] si elle est
continue (bon, logique) et s’il existe une subdivision 0 = zg < 1 < -+ < x, = 1 telle que, pour tout i € [0,n — 1],
la restriction f|;, z,,,) soit de classe C 1 Autrement dit, f est continue, dérivable partout sauf éventuellement en un
nombre fini de points, ot elle admet toutefois des dérivées a droite et & gauche (quand cela a un sens, donc uniquement
a droite en 0, et uniquement & gauche en 1).

Puisque f’ et ¢’ ne sont pas définies en tout point de I'intervalle ot on les intégre, il faut, pour montrer qu’elle
1

définit un produit scalaire, donner d’abord un sens a lapplication (f,g) — / f'(t)g'(t)dt... Ce n'est pas trés

0
difficile : on prend une subdivision 0 = x1 < x5 < --- < 1, = 1 adaptée au produit f'¢g’ (par exemple, 'ensemble des
points oil f ou g n’est pas dérivable). Sur les intervalles ]z;, z;11[, la fonction f’¢’ est continue et bien définie et elle
est prolongeable par continuité a [x;, z;11] par les valeurs fj(x)gy(x:) et f(ziy1)gy(wiy1) respectivement. On pose
2



1 n—1 Tit1
alors / flgd = E / f'd’. De maniére presque identique, on peut affecter des valeurs arbitraires a f’ aux points
0 ; T;
=0 v

ou elle n’existe pas, par exemple 0. On a alors une fonction f’ , définie en tout point de [0, 1], qui coincide avec la

fonction dérivée de f aux points o f est dérivable et qui est continue par morceaux sur [0, 1]. On a alors f’;’ = fg.
L’avantage de cette variante est que 1’on peut alors utiliser la théorie de I'intégration des fonctions continues par
morceaux et ses propriétés. Montrons maintenant que I'application ci-dessus définit un produit scalaire sur H.

i) L’application (f,g) — (f | g) est symétriqgue par commutativité de la multiplication réelle.

ii) Elle est bilinéaire par linéarité de U'intégrale.

1
i11) Elle est positive : / 2 >o.
0

1
iv) Elle est enfin définie : si / f? =0, alors, pour une subdivision 0 = z; < 3 < --- < z, = 1 adaptée a f’,
0

Tit1
on a / f"* = 0 pour tout i € [0,n — 1]. Ainsi, les restrictions b [ sont constantes, donc f est en
xT

T4, Ti+1

escalier,l donc f est constante puisqu’elle est continue et enfin nulle car f(0) = 0.

11. On utilise I'indication. L’espace préhilibertien est bien stir celui introduit & la question 10. La fonction K, définie
sur Pintervalle [0,1] par K;(y) = min(z,y) = ylj,(y) + x1j1)(y) est clairement continue et de classe C! par
morceaux avec K, non dérivable en x et K, = L, sur [0,1] \ {z}. Alors,

1 1 1
(K, | K,) = /0 K (K1) dt = /0 Lg.a((8) X Lio.y(() dt = /0 Lo minen(() dt = min(z, ) = K (2, y).

III. Opérateurs a noyau

On note I = [a,b] et E =C(I, R), sur lequel on définit le produit scalaire (f | g) = /fg et la norme associée |||,
I

(norme de la convergence en moyenne quadratique. A K: T 2 R symeétrique, on associe les applications partielles
K, (t) = K(z,t) = K(t,x) et opérateur ug défini par

b
Vf €, Vme[:uK(f)(m):/ Ko, ) f(1) dt = (K, | f).

12. Si ug = ug, alors, pour tout x € I, on a (K, — K., | f) = (Ky | f) — (K. | f) = ux(f)(x) —ug:(f)(x) = 0 pour
tout f € E. Ainsi, K, — K., € E*+ = {0}, donc K, = K. pour tout z, soit K = K'.

13. La linéarité de ug procéde directement de celle de 'intégrale. Pour montrer que ux € L(E), il faut donc vérifier
que, pour tout f € E, ug(f) € E. Il est évident que ug(f) est une fonction de I dans R et il suffit donc de montrer
que ug (f) est continue, ce qui se fait par application du théoréme de continuité des intégrales a parameétre, dont les
hypothéses sont vérifiées ci-dessous :

i) pour tout = € I, la fonction ¢t — K (z,t) f(t) est continue, donc continue par morceaux, sur I par continuité

de K et de f;
ii) pour tout ¢ € I, la fonction x — K (z,t)f(t) est continue sur I par continuité de K ;

ii) la fonction (x,t) — K (z,t)f(t) est continue sur le fermé-borné I?, donc majorée en valeur absolue par une
constante C, trivialement intégrable sur le segment I.

L’inégalité de Cauchy-Schwarz donne

b b 2 b
= [ [ K oswat] as< [Cil2ing a =2 ff K oravar

ce qui montre, en prenant la racine carrée de I'inégalité, que uy est lipschitzienne, donc continue.

3



14. En utilisant le théoréme de Fubini (question 5) et la symétrie de K, il vient

(wr) 1) = [ b | " K70 ] oo as = | f0 Ji ' K(ta)g(a) da| at =5 (o)),

ce qui montre que ug est symétrique. La notion d’endomorphisme symétrique (ou auto-adjoint) n’est au programme
qu’en dimension finie, ot elle admet une traduction matricielle. En dimension infinie, la seule caractérisation qui
reste est celle utilisée ict.

L’orthogonalité des sous-espaces propres est elle aussi connue uniquement en dimension finie. Comme sa démons-
tration ne fait pas usage de la dimension, les correcteurs accepteront peut-étre avec magnanimité les solutions rapides
ne faisant pas mention de dimension. Deux solutions sont inattaquables : 1) redémontrer cette propriété en écrivant

</\f/\7fu> - )‘<f/\afu>
(Px [ ur (fu)) = p{fxs fu)

ou 2) noter que P = Vect(fy, f.) est un plan de E stable par ug, espace euclidien sur lequel ug induit trivialement
un endomorphisme auto-adjoint dont fy et f, sont des vecteurs propres associés a des valeurs propres distinctes,
donc orthogonaux.

(urc (f) | fu) = { (fx fu) =0,

15. Pour i € [0,n], formons la subdivision réguliére a =z < x1 < 22 < - < xp = b, ie. x;, =a+1 — a. Notons
n
X = (x0,21,...,%,1)". Pour f € E, notons & la numpy f(X) = (f(zo), f(z1),.. .,f(xn_l))T. Alors,
A (K, f) = Z K (x4, 25) f(x:) f(x;) (@ F(X) " Covy (z0, 1, ..., n—1) F(X) 20 car K est un NTP
0<i,j<n—1
b b Q6) .. (b _ a)?
)| )= [1| [ K@oswa) s@a= [ Keororeara ) i S0 >0

Stug (f) = Af avec f # 0, alors (ur (f) | f) = Af | f) = AIf]l,, dou A =0

16. On revient au cas I = [0, 1] et K(z,t) = min(z,?). On a montré a la question 11 que K vérifie la propriété (R),
ce qui entraine, grace a la question 8, que K est un NTP (il n’était pas explicitement demandé de le vérifier). Soient
f une fonction continue sur [0, 1] et g = ux(f). Alors,

o(z) = /mlnxt )dt—/oxtf(t)dtJr:c/xlf(t)dt
J(@) / F(t)dt—af(a / fOdt & g'@) = —f).

'expression de g montrant que g est de classe C! et celle de ¢ que ¢ est de classe C2. Il est par ailleurs immédiat
au vu des expressions explicites de g et de ¢’ que g(0) = ¢'(1) = 0. Ainsi, g est solution du probléme (P). Si g; et
g2 sont solutions de (P), alors h = g1 — g9 vérifie par différence h” = O, ce qui entraine que h est une fonction af-
fine et A(0) = A'(1) = 0. En reportant dans h(z) = az+b = h'(1)x+h(0), il vient h = 0g, d’ott 'unicité de la solution.

A"+ f=0
A(0) = A1) =0

Le cas A < 0 est exclu par la question 15 (on pourrait aussi procéder directement et vérifier que seule la fonction
nulle vérifie I’équation différentielle avec les conditions aux bornes). Pour A = 0, il vient f = Og, donc 0 n’est pas
valeur propre de ug. Enfin, pour A > 0, les solutions de I’équation différentielle A\f” 4+ f = 0 sont les fonctions de

x x
la forme f(x) = acos| — | + bsin <> La condition f(0) = 0 donne a = 0, puis la condition f/(1) = 0 donne
fla) = acos (52 )+ osin (7 0) b 7)

b 1 1 1
cos <\5 = 0. Ainsi, A > 0 est valeur propre de u si, et seulement si, cos () = 0, donc pour —= € T +7Z,

VA VA VA 2

T -2
soit la suite spectrale décroissante (Ag),cy donnée par \j, = (5 + k:7r> . D’aprés le calcul précédent,

By, (u) = Vect (:1; — sin (fx,)) = Vect (a: > sin [(g + k:7r> xD = Vect(ey).

4

17. D’aprés la question précédente, pour A € R et f € E, ug(f) = \f si, et seulement si, {



1
La formule cos(2a) = 1 —2sin? a et le fait que z — cos ((7r+ 2k7r)x) soit 1-périodique montrent que / e%(m) dr = -.
0

Ainsi, e, = V2 ¢, est un vecteur directeur unitaire de la droite propre associée a la valeur propre \g.

Ainsi, d’apres la question 14, (eg, €1, .. ., €y,) est une famille orthonormale. On note F, le s.e.v. de E qu’elle engendre.

o0 —4 4
. 1 ™ .
18. La somme admise kZ_O (k + 2> =% s’obtient facilement & partir de ((4 Z = 90 en séparant
termes pairs et impairs. Cette derniére somme se calcule classiquement en utilisant les séries de Fourier (formule de
Parseval appliquée a la fonction 27-périodique coincidant avec la valeur absolue sur [—, 7]), mais tout cela est hors
programme. Pour revenir au sujet, on calcule séparément l'intégrale double et la somme de la série pour constater

que leurs valeurs sont égales :
1 :E 1
/ K(z,t)?>dzdt = [ min(z, t)? ] [ t2dt—|—/ x2dt} dz
[0,1]2 0 z

B

19. Comme F}, est de dimension finie, on a £ = F,, ® FnL et 'on peut définir p, le projecteur orthogonal sur F;,. En
utilisant ’expression d’une projection orthogonale sur une BON, il vient

Pn(Kz) = Z( | ex) €k—ZUK 6k—z)\k6k

k=0

Le théoréme de Pythagore, puis 'intégration par rapport a x de 1’égalité, donnent

1K = )12 = K2 = lpn (Ko / K(z,1) dt—ZAkek< )
/1||K — pa(K)|)? dz = / K:Jctdtdx—Z)\z/ z)da = / thdtdx—Z)\Q Q1)
0 ’ S [0,1]2 [0,1]2 n—00

20. L’expression de p,(K,) établie a la question 19, puis l'inégalité de Cauchy-Schwarz, donnent :

—Z)\k<€k | frex = (Kz | f) — <pn(Km) | f> = <Kz — pn(Kz) | f>
k=0

=Y Aelen | e
k=0

On dit que (ex);q est une base hilbertienne de E.

@),
< Ke = pu(Ka)ll, < I, ==

21. Le résultat n’est pas immédiat car, sur un segment, la convergence uniforme entraine la convergence en moyenne
quadratique, mais la réciproque est fausse. Revenons a I’expression du terme général de la série :

Ailer | f)er(x )\k/ \/§sm +k7r> iL'j| f(z)dz x v2sin [(g —i—lmr) x}
21 £1l,
2

lex | ) ena) 2)\k/ F@lde =27, (5 +47) " < =

Ainsi, la série de fonctions de terme général A\i(ex | f)er converge normalement par comparaison avec la série de
Riemann d’exposant 2, donc uniformément, sur [0, 1]. Notons S sa somme. La convergence uniforme sur le segment
5



[0, 1] permet de passer & la limite sous l'intégrale et I'on a

0= lim ur(f) =Y Mler | few|| =llux(H) =S, . S=D Meler|f)ex =ux(f).
k=0 ) k=0
22. Comme suggéré, posons K'(z,y) Z Arex(x ). La série converge normalement sur [0, 1] donc simplement,

puisque |Aeg(2)er(y)| < 2A, et que Z )\k converge (utilisé a la question 21). Pour f € E et x € [0,1], on a

ug (f)(x) = <Z Akex(z)ex f> = ilen | ) en(a) = uk(f)(x),
k=0 k=0

la permutation série-intégrale de I’égalité centrale étant assurée par la convergence uniforme de la série de fonctions
de terme général y — Aper(7)er(y)f(y). La question 12 permet de conclure : K = K.

23. Comme H)\ke%H = 2\, la série de fonctions de terme général )\kei converge normalement, donc uniformément
sur le segment [0, 1] et l'on a, par interversion série-intégrale,

/ K(z,x dx—/ Z)\kek(x)de:Z)\k/ ei(z)dx:Z)\kHekHz:Z)\k
O k=0 k=0 V0 k=0 k=0
e 2

1 -2 [ee) 1 1
<k+> :WQZ)\k:T(’2/ K(:U,x)dxzﬂg/ rdr =2
‘ 2 o 0 0 2

k=



