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DEUXIEME EPREUVE 
OPTION M 

(Durée de L'&preuve : 4 heures) 

- 4 ( R )  désigne l'espace vectoriel des matrices carrses d'ordre n de termes réels ; 

- L'espace vectoriel Uf' sera supposé muni de la norme euclidienne ; c'est-&-dire, en 
n est un entier, n > 1 . 

.. 

designant les vecteurs de Uf' par des matrices-colonnes : 

x =  2 

i =l 

1 
2 
- 

- L'espace vectoriel %(IR) sera muni de la norme d'opérateur associée ; pour A E %(R) : 
Il AX II 

IlAl1 = SUP - 
IlXII . 

X W \ i O )  

- 11 sera admis que pour tout couple de matrices A et B de &((IR) , l'inégalité 
HAaBII < UAll llBU a lieu . 

PARTIE 1 

Ouelaues propriétes de l'exponentielle de matrices 

Soient A et B deux matrices de &((IR) . 

I.1.a. Etablir que la série de matrices de terme général U, défini par : 
1 

u, = 1" ; Uk = -Ak , k = 1, 2 , . . .  est convergente. k !  

Soit exp A la somme de cette serie : 
1 

k !  

00 

exp A = x -Ak . 
k=O 

b. Démontrer l'inégalité : llexp Al1 Q exp IlAll . 
M .  

1 
c. Etablir la relation : B-exp A = - B Ak . k !  k=O 

Quelle conclusion y-a-t-il lieu d'en tirer sur les matrices exp Al et exp A2, lorsque 
A, et A2 sont deux matrices semblables 7 

1.2. 11 sera admis que si deux matrices A et B commutent, alors : 

exp(A+B) = exp A - exp B 
Soient les trois matrices de M3(R) : 

D =  r o o ]  0 2 0  , E=Fi:] , F =  
0 0 3  O 0 3  

': : '1 . 
O 0 0  

Calculer exp D , exp E et exp F ; comparer exp E et le produit exp D - exp F . 
A SUIVRE 
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Xk 
00 

1.3. Soit f, la fonction de W dans %(R) definie par : fA (x)  = - Ak . 
k! k=O 

a. Etablir que f, est continue de R dans %(R) . 

b. Exprimer, en fonction de fA(x) et de In, l'expression A * f,(t) dt oh x est L 
un rdel ; en déduire que la fonction fi, est dérivable et calculer sa dérivée. 
Montrer que f, est indéfiniment dérivable. 

I.4.a. Soit 8 un réel donne et soit Ce la matrice de 4 ( R )  : Ce = [- 80) . 
Calculer exp(C0) . Est-ce que l'application A H exp A de .&(IR) dans %(R) est 
inj ec t ive ? 

b. Soit A une matrice de %(IR). 
Démontrer que la matrice exp(A)  - I n  peut s'écrire A(In -+ S A )  . Etabllr qu'il 
existe un réel a (a > O )  tel que IlAl1 < implique USAU < 1 . 

c. Soit T une matrice de %(W) ; établir que si UTU < 1, la matrice In + T est 
inversible (démontrer par exemple que le seul vecteur X de U?' tel que (In + T)X 
est nul, est le vecteur nul) . 

d. Soit M une matrice appartenant A la boule ouverte B(0,a) de centre la matrice 
nulle O et de rayon cx ; Q est le réel défini A l'alinéa b ; établir que l'égalité 
entre les matrices exp M et In est équivalente A la nullité de M . 

1.5. Soient B et H deux matrices données de .&(IR) et soit k un entier, k 2 1 ; soit gk 

gk(x) = ( B  + x H ) ~  . 
l'application de 03 dans %(IR) definie par : 

Les deux matrices B et H ne sont p a s  s u p p o s e e s  coiiti~iutables. 

a. Etablir que la fonction g, est continûiitent dérivable ; calculer les dérivées des 
fonctions g , ,  g 2 ,  g3 puis de la fonction gk . 

b. En déduire l'inégalité : I I (H t i l ) ,  - BkI I  d k 111111 + (IIBII t lllill)k-l . 

1.6. Soit x un réel, x > O ; soit T(A,x) la matrice définie par la relation : 

1 
T(A,x) = - (exp(xA) - In - xA) . 

.2 

a. Démontrer que la fonction x $ *  T ( A , x )  se prolonge par continuite en O . Donner un 
majorant simple de sa norme en utilisant l'expression de T(A,x) au moyen d'une 
intégrale (par exemple). 

b. Soit k un entier, k 2 1 ; en reinarquant la relation. 
l k  1 k 

(1, + A) - exp(A) = (exp(i A) - --g .(A,;)), - (exp(k A)) et en utilisant 

l'inbgalité établie en I.5., déterinilLer la limite de la suite de matrices de terme 

génBral : (In + FA) , k = 1, 2 ,  . . .  l k  

c. Démontrer que l'application A ++ det A (det A est le déterminant de A) est une 
application continue de J$(IR) dans IR . 

DBterminer le développement limité ( en - k) de det ( In + k A) , contenant les deux 
premiers termes. 
En déduire la valeur du déteriniriant de la matrice exp(A) . 

TOURNEZ S'IL vous PLAIT 
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C.7 .  Soit x un réel, x > O . Soit U(A,B;x) la matrice définie par la relation : 
1 

U(A,B;x) = - lexp(xA) - exp(xB) - In - x(A+B)) . 
X2 

.a . 

b. 

C. 

Démontrer que la fonction x H U(A,B;x) se prolonge par continuité en O ; donner un 
majorant de sa norme. 

Soit k un entier, k 1 ; déterminer, l-orsque k croît indéfiniment, la limite de 

k 
l'expression : 

Pk = (exp(: A) - exp(k B))' - (In + c(A+B)) 1 . 

En déduire, lorsque k croit indéfiniment, la limite de la suite des matrices : 

PARTIE II 

GrouDes à un DaramAtre 

Soit G un sous-groupe de GL,(R) ; G est dit groupe A un parainetre s'il existe un 
ornomorphisme continu et surjectif du groupe additif IR dans G ; G est muni de la distance 
nduite par la norme de %(IR) . 
e but de cette partie est de montrer, après avoir donné l'exemple du sous-groupe f,(R), 
ue tout sous-groupe A un paraiiiètre est Je ce t y l ~ e .  

1.1. Démontrer que, pour une matrice A donnée de %(R), l'application f, est un 
homomorphisme continu du groupe additif (IR, +) dans GL,,(R) ; en déduire que f,(W) 
est un 

11.2. 

11.3. 

groupe A un paramètre. 

Démontrer que le groupe O'(2) des matrices orthogonales de déterminant égal A +1 est 
un groupe A un parambtre. Déterminer une matrice A telle que f,(IR) soit O'(2) . 
Soit a un réel strictement positif ; donner un exemple de fonction g, positive 
continûment dérivable, définie sur O?, nulle en dehors de l'intervalle [-a, +a] et 

Pa 
telle que : g,(u) du = 1 . 

Vérifier bribvement que les fonctions g, et g6 sont uniformément continues sur toute 
la droite réelle. 

J- 

Soit +un homomorphisme du groupe additif IR dans GL,.,(R), continu pour la distance 
induite dans GL,,(R) par la norme de %(R) . Soient M, , et, pour un réel t, *(t) les 
matrices définies par les relations : 

J -a Jt-a 

II.4.a. Soit t, un reel donne (t, > O )  ; démontrer que si t E [-t,, t,] , on a : 

g,(t-u) WU) du . s'" -t,-a 

\L(t) = 

b. Demontrer que la fonction JI : t H +(t) , définie dans IR , est continûment 
derivable. 

c .  Etablir les relations : +(t) = M, - 4(t) = 9(t) - M, . 

A SUIVRE 



Concours conunun MINES-PONTS-TELECOM-...: 
option M - M a t h  2 

page 141 
1991 4/4 

II.5.a. Démontrer que la matrice Ma admet une limite, lorsque le réel a tend vers O . 
b. Montrer qu'il est possible de choisir a de façon que M, soit inversible. 

c. En deduire que l'homomorphisme 9 , de R dans GL,.,(R) , est continûment dérivable. 

II.6.a. Désignons par A la matrice * ' ( O ) .  Calculer *'(t). 

b. En déduire "(t). Justifier le résultat. 

PARTIE III 

blnhbres de Lie 

Une algebre de Lie sur R est un espace vectoriel A réel muni de la loi de composition 
interne, notee [ , 1 , de A X  Adans A : (X,Y) t+ [X,Y] possédant les propriétés P : 

p, : (X,y) H [X,Y] est une application bilinéaire 

P2 

PJ 

: w (X,Y) E A x  A , 

w (X,Y,Z) E A x  A x  A , 

[X,Yl = -[Y,Xl 

: IX,[Y,ZIl + [Y,[Z,XII + [Z,[X,YII = 0 

Le but de cette partie est de donner des exemples d'algèbres de Lie et de montrer 
qu'une algbbre de Lie peut Btre construite A partir d'un groupe. 

111.1. Démontrer que l'espace vectoriel de toutes les matrices JX(R) est une algbbre de 
Lie lorsque la loi de composition interne [ , ] est l'application : 

(A,B) H AB - BA 
1 1 1 . 2 .  Démontrer que l'espace vectoriel E des matrices de trace nulle et l'espace 

vectoriel F des matrices antisymétriques sont des algèbres de Lie pour cette mBme 
loi de composition [ , ] . 

111.3. Soit G un sous-groupe du groupe GL,,(R) , ferme dans %(R) . Soit g l'ensemble des 
matrices A de Y,(R) telles que l'espace image f,(R) soit contenu dans G : 

g = (A I A E Jf(R) , f,(R) c 0) . 
a. Démontrer que l'ensemble g n'est pas vide. 

b .  Démontrer que g est un espace vectoriel réel. 

c. En admettant la propriete : pour tout couple de matrices A et B de %,(IR) , 
exp(AB - BA) est la limite lorsque l'entier k croit indéfiniment.de la suite des 
matrices : 

établir que g est une algèbre de Lie . 

1 1 1 . 4 .  Soit G l'ensemble des matrices carrées d'ordre n de déterminant égal A 1 , (c'est-&-dire SL,, ( R ) )  . 

Démontrer que G est un sous-groupe fermé ; déterminer l'algkbre de Lie g . 

111.5. Soit g l'algèbre de Lie des matrices antisymétriques (question 111.2.) 
que pour toute matrice antisymétrique A. il existe une relation simple entre la 
matrice exp A et sa matrice transposée t(exp A) . En deduire un sous-groupe G fermé 
qui peut servir B construire g comme dans la question 111.3. . 

montrer 

FIN DU PROBLEHE 


