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R~ R
f: szaexp&jsix;to
OQwo-0
I-1) La fonction X o« - )—1( est de classe'@Gur R a valeurs dans R

-2)

1.3)

1.4)

I-5)

et la fonction exponentielle est 6ur R. Par compositiofiest C sur K.
On vérifie de méme queest C sur K.

Par suite,| f est de classe'Gur R|. OxOR', f'(X) = exp{%) x (— ;12) .

lim () =_ lim e =0 =f(0) donc|f est continue & gauche eh 0
X - — —00
(X = 1K)

. fest continue sur Jes, 0] et de classe'Gur -, 0.
lim 169 = lim X2 = 0 et c'est un réel fini.
X - — —00

(X = 1K)
D'aprés le théoréme de prolongement des foreterclasse ¢

|f est dérivable & gauche en 0 afgg6) = 0.

N Iim0+ f(X) = + o doncf n'est pas continue a droite en 0.
X —

L'axe des ordonnées est asympt6te verticalelpaaurbe représentative fle
Par suite| f n'est pas dérivable & droite dn 0

OxOR, f'(x) < 0.
la droite d'équatiog = 1 est asympt6te horizontale

im 106 =1 etx J'Tw f69 =1 donc pour la courbe représentativefden —o et en +eo

X > —00

X
f'(x) - of -

Le trait pointillé indique que la courbe est distinue en 0.

>pl ot ({exp(1/x),1},x=-5..5,y=0..7,discont=true, col or =bl ack) ;
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(€): Xy +y=0

1I-1)

11-2)

11-3)

1I-4)

Surj0, +eof, (€) < ¥ +3y=0
C'est une équation différentielle linéaire dunpiey ordre homogene résolueyn

Si on posea(x) :;1_5 alors AK) = —% est une primitive da(x) sur K.

| La solution générale d&j sur IR est doncy = Ae*” )\DR|

— t/x

1+t
L'intégrale proposée est donc simplement imprepréo.
Pt) - txe™ donc lim 2 () = 0.

— +oo

Pour toutx > 0, la fonctionyy: t«o- est continue sur [0,o4 et est positive

Poure=1, DA >1, Ot=2 A, t?Yt)<1 donc Ot=A, 0< iyt st%

+00
Commej

dt +00
 converge, anrsf Px(t)dt converge.
1 1

o o UX
1+t

—t/x
1+t

+
Par suite,| OxOR*, j dt pourxdR:.

0

dt est convergente On notep(x) = f

Note la positivite dajyet la convergence dﬁm Px(t)dt donnent l'intégrabilité dgy sur R..
0

On utilise le théorégne de Leibniz (théoreme dévd@on sous le signe intégral).
— UX

On poseg(x, t) =

99 1 =
V=157

- [OxOl, « taoo-g(x t) est continue et intégrable suk,R

1+¢ Pour & t)OR: x R+ et on note | le segmefd, b].

— t/x

X;tz pour tout couplex(t) de R- x Rx.

o tuo. %g(x, t) est continue et intégrable suk IIEart Iirp t2 %g(x, t)=0

- [OtOR+, XDDA%Q(X, t) est continue sur I.

1 te™

21t Parll

- O )0 x R+, ‘6 (X, t)‘

La fonction ®,, est continue et intégrable surk Bar elle est positive ett limt® D, (t) = 0.
— +oo

Ce qui donne I'hypothese de domination de levéémpartielle par rapport au parametre.

+00 te t/X

Par suite,| ¢ est de classe'Gur | =, b] et OxOI, ¢'(X) = —ij T

- Dans la question précédente, on a verifié I'hygsgide domination de la dérivée partielle
premiére par rapport au parameétre sur tout segimelus dans R

t/x

+00 te
1+t

Par suite,|¢ est de classe'Gur Ii| et |OxOR:, ¢'(X) = ;zf
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—t/X

~  DxOR:, X0 '(X) + ¢(X) = f (1+t 1e_+tjdt_f e ™t = [ Xe—t/>]t—»+00_xl

Donc| ¢ est solution de€,) sur Ri|.

1I-5) (&) est une équation différentielle linéaire du premardre et€) est I'équation homogéne associée.
Sur R, le coefficient dg/ ne s'annule pas.
On obtient la solution générale d&) sur R- en ajoutant & une solution particuliére @&)(sur R-
la solution générale d&sj sur K.

| La solution générale d&sf) sur R- est doncy = Af(X) + ¢(x), }\DIR|.

1 ( 15I+1 tn+1 1 (_ 1)n+1 tn+1

-1)  Ot=0, OnON, Zn:(—lft 2( t)< =

o T+t 1+t 1+t
n +1n+1
1 K, CTT
Donc Ot = 0, OnCN, 1+t kg (= 1)t + T
g™ _ 2 K ot/ Aty
. * —t/X —X
Par suite, | 0t 2 0, OnON, OXOR:, 173 g (- It e ™+ (- 1) T38|

[1I-2)  Pour tous naturelsetn et pour tout réet strilctement positif,
n+
t/X

les fonctionsBy: t ~n- t*e™ et Wyt oo- 141 €~ sont continues et positives sur.R

Les intégrales a étudier sont donc simplementapres en ¢o.
lim t?6(t) =0 et Iim > Y,(t) = 0 donc, d'aprés la régle de Riemann,
+00

t - +oo

+00 tn+1

—t/x L
1+1° dt sont convergentes

O(k, N)ON?, les intégralesfﬂo t“edt et j
0 0

Par linéarité des intégrales convergentes onitldd la question précédente que:

tn+1
ﬂ( f tk —t/x dt + ( 1)1+1 —t/x dt
0

OnON, OxOR. f“’
0

e 1+t°
n tn+1
soit |OnON, OxOR%, ¢(X) = z (_ 1)kf tKe ™ ot + (- 151+1 Tt e |
0

111-3.1) |o_f e™dt=[-xe" " "=x  [lo=x.

[11-3.2) Soitk[ON, on effectue une intégration par parties dans |
On poseu(t) = t“* et V() =e ™
doil  u(t)=(k+ 1)< eton choisit v(t) = —xe™
Les fonctiona etv sont de classe'Gur R ett Iirp uit)v(t) =0
DonC ki = [UOVO] Zy~ + K+ 1

Ce qui donne:| DkDN, Ik+1 = K+ 1Xly.
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[11-3.3) On raisonne par récurrence gur
~ Pourk=0, b=x et 0K’*'=x donc I'égalité est vraie.
~ Si, pour un naturdddonné k= 0), k=k x**

alors 1= (K + Il = (k + 1kLX = (k+ 1)1 x*? d'ou I'hérédité.

Par suite: | OKON, I, = k! XY].

111-4.1) OnON, [Ri(X)| ={$(X) — i(— 1k X 1+t
k=0

+00 tn+1 B
= f et
0

OtOR:, —=—< 1 doncOnN, [R(X)] < f+°° e gt = |y = (0 + 1)1 X2
1+1 .

Donc |[OnON, |Ry(X)|< (n+ 1)!x™?].

|
1-4.2) OnON, U= (0 + 11X = ”151}50.

: . : Un+1 .
Donc on obtiendra les variations de la swtecﬁnparantl’]—” al.
n

Ues (N+2) 10" n+2
TR b “n+1)" 10

u - .
J—”s 1 « Nn+2<10 = n<8 donc ()0 décroit deuy aus.
n

. u . ) )
Enswte,uL+l > 1 donc la suite devient croissante.
n

On en déduit que} uson est minimale poun = §|.

|
La calculatrice donn€ ug =%1'0= 0.00003629

1o

8
. k! ] 1)\, na s
Par suite, | 3 (- 1) =1 est une valeur approchee@{ ) a 10” pres.
K=o 101 10

S Ug < 10_4.

111-4.3) Rs(%)j = q{%} - fo(— 1)“1—5.!71 et

k =

Il vient: ¢(%)j = 0,0916.

1I-5)  Pour la série entiéred (- 1Ykl t* 1= Y (- 1) (k= 1)1t*  a = (= 1] (k= 1)!# 0 pourkON".
k=0 k21
On peut donc utiliser la regle de d'Alembert plesrséries entieres.

|
J%I:(kf'l)!:k doncklirpmjﬁlz +o00 et R=0.

La série ne converge que pour 0. En particulien, elle diverge pduFl—lo .
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111-6)

La série Y (- 1¥k! X" n'est convergente pour aucune valeux den nulle
k=0
donc on ne peut pas utiliser sa fonction somme gpprochet(Xx).

Par contre, la suite des sommes partielles ggaape dep(x) et on a pu déterminer,
pour une valeur fixée de la meilleure approximation dgXx) par une de ces sommes.

Dans le texte proposé, la somme des premieregecorrespond bien a la notion de somme patrtielle,
notion qui a un sens que la série converge ou pas

IV-1)

IV-2)

IV-3)

On dresse un tableau des valeurs prise& ptur lors de I'exécution du programme.

k u

0.1

-0.01

0.002
—0.0006
0.00024
—0.00012
0.000072

— 0.0000504
0.0000432

DN UR|WIN P

| La valeur affichée pour & la derniére ligne est 0,0000432

En langage Maple;

> u:=0.1:
for K from1l to 8 do u:=-k*u/10 od:
print(u):
0.000040320000(
> u:=0.1:
S: =u:

for k from1l to 8
do u:=-k*u/10:
S: =S+u
od:
print(S):
0.091581920C
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