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I Suites et intégrales

1—cost

I.A- 1.A.1) Vx€[0,+o0[, t— 2 e *! est continue sur 10, +ool.

1—cost _,,; .
Vte€]0,+o0[, x— ————e " est continue sur [0, +ool.

2
l-cost _,, 1l-cost
Vx € [0,+o0l, Vt€]O,+oo[ OsTe ST—(p(t).

Or ¢ est continue sur ]0, +oo[, prolongeable par continuité en 0 donc
intégrable ]0,1] et Vf € [1,+00[ 0 < ¢(f) < rx donc ¢ est intégrable sur

[1,+o0l, alors ¢ est intégrable sur ]0, +ool.

Alors f est continue sur [0, +00l.

1—cost
l»Z

valeur absolue par ¢) sur ]0, +ool.

1—cost
V1 €]0, +oo], x— ————e ! est de classe € sur ]0, +ool.

t2
5 1—cost
VYte€l0,+o0[, Vx€]0,+o0], x o €

Vx€[0,+oo|, t— e~ *! est continue et intégrable (majorée en

—-Xxt
l—2 t 02x t2

-Xt _

—(1—cost) _,; s l—cost
_ e o - P

(1-cost)e ™.
—(1—cost) ot

Vx €]0,+o0l, t — est continue et intégrable (prolon-

*t'sur [1, +oo[) sur ]0, +ool.

~*! est continue sur ]0, +ool.
at

gable en 0 majorée par 2e~
Vx€]0,+oo[, t— (1—cost)e
Ya>0, Yx € [a,+oo[V 1 €]0,+ool, |(1—cost)e | < 2e”
est continue et intégrable sur |0, +ool.

t00 _(1—cost
Donc f est de classe €2 sur 0, +oo[ et Vx €]0, +ool, f(x) :f %e"”
0

ett— e %

dt,

+00
et:f"(x):f (1-cost)e *'dt.
0

(1-cost) (1-cost)
g et
sur ]0,+oo[ (prolongeable en 0 et majorées par 2 sur [1,+o0l[), donc

+00 M +00
3M>0,Vxe]o,+oo[,|f(x)|st e‘“dt:—et|f’(x)|st e “dt=
0 X 0

[.A.2) Les applications ¢t — sont bornées

M : . /
= Alors xllIme(x) = xl_lgloof (x)=0.

- " 1 O ot 1 1
IA.3) Onpeutécrire Vx>0, f'(x)=——Re e dt=——-Re——=
X 0 X xX—1
1 X
x x2+1



Donc3ceR, Vx>0, f'(x)=In +c, or_lim f'(x) =0, alors
— 100

1+ x2 )
=lnx—-=In(x*+1).
2 2

c=0etVx>0, f'(x)=In
+x
[.A.4) D’apres la question précédente I'application x — f(x) — [xInx —

1
Exln(x2 + 1) — arctan(x)] est dérivable de dérivée 0 sur ]0, +oo[, donc
constante.

1 X 1
Orpour xassezgrandona: xInx—-xIn(x*+1)=-=In(1+—) = —+
2 2 x> 2x

1 T
O(=) qui tend vers 0 en +oo et lim arctan(x) = —, or lim f(x) =0,
X X—+00 2 X—+00

1
donc Vx>0, f(x)=xlnx- Exln(x2 +1) —arctan(x) —g et f(0) = g car

continue sur [0, +ool.

[.A.5) Légalité est valable en 0.

+t0 1 —cos(st
Si s > 0, le changement de variable st = u donne f ¥d =

+ 0 2
1 —-cos(u T
sf %dt =sf(0) = SE et I'égalité est vrai pour s > 0, cos est
0 u
paire donc I'égalité est encore vraie pour s < 0.
. 1—(cost)" .
I.B- 1.B.1) L'application t— — est continue sur |0, +ool.
[1-(cost)?| 2 .. n t*
Vt =1, ————— < —. Au voisinage de 0 on a (cost)” = (1 - — +
12 2 2
t? 1-(cost)® n
o))" =1- n; +0(t?), donc %1_{%% =5 alors I'application
1-(cost)”
t— % est prolongeable en 0 donc intégrable sur ]0,1] : La

suite est bien définie pour tout n € N*.
Ona:VreR, VrneN*, (cos’(£)"! < (cos®(1)", doncla suite (¢42,) pery+
est croissante.

1--cos(2t)

T
[.B.2) u; = f(0) = 2 On al-cos’t =sin’t = — alors u, =

1 [t 1-cos2t) =« . .
= ———— = - enutilisant la question 1.A.5).
2Jo t 2
. . 2u n
I.C- I.C.1) Lechangementde variable suivant|/ — = tdonne u,, = ——vy,,
n 2vn

+00 1_ n
o Un:f (cos(v2u/n)) Iy
0 uvu

1.C.2) Soitg(u) = coswz—u n- "(u)=-n cos\/z_u n_lsin,/z_u \/ZL
M g - n yg - n n. nz\/ﬂ

Soit u > 0, du théoréeme des accroissements finis appliqué a g qui est



0
continue sur [0, u] et dérivable sur ]0, u[, 3¢ €]0, u[ tel que g(0) - g(u)
—u

11— (cosv2uln)" | < u(n\/%\/gﬁ) = u
4

tend vers e”“ quand n — +oo.

g' (), alors:

1.C.3) Pour n assez grand, enIn(=5i+0() — g=uto(l) qui

1 (cos(v2uin))"
uvu ’

—-u

uyvu

Sion pose VneN*,Vu>0 f,(u) =

Vn e N, f, est continue sur ]0, +ool.

la suite (f},,) ,>1 converge simplement vers u — qui est conti-
nue sur 0, +oo[.

1
VneN*,Vuel0,1[; | fu(w)] < T question précédente.
u

2
VneN*,Yuel[l,+ool; | fn(u)| < —.

uv/u

2 1
sur [1, +ool, et p(u) = —sur]0, 1[, p est
u u

Soit ¢ définie par ¢ (u) =

continue sur ]0, 1[ et sur ]1, +oo[ admet des limites finies en 1 a gauche
et a droite, donc continues par morceaux et intégrable sur |0, +ool.
Le théoréme de la convergence dominée s’applique eton a:

+00 +00 1 _ e—u
ngrllm | fr(dt = | \/_ du=>¢.
+00 1
Alors hm v,=0= du.
n
I1.C.4) ¢ #0,donc Un -~ LZ.
—400 2\/_
1 _ e—u +00
(\/_ ) = ——=, parune 1ntegrat10n par parties, on obtient 2[ [ \/ﬂ -
u 0
+00 e—u +00 1 —e —-u
f —+f Vudu
0 u 0 u
¢ nm
Donc — = -7+ ¢, alors ¢ =2v/n,donc v, ~ —
2 n—+oo 2

II Autour du pile ou face

ILA- 1I.A.1) Soit neN*, E(X,) =1.P(X,=1)+(-1)P(X,, =-1) =0, donc
E(Sn) =



E(X?)=1%.P(X, =1)+ (-1)%.P(X,, = —1) = 1 Propriété de Transfert.
V(Sw) = El(Sn—ES)1=ES)*=E( Y, XiXp)=2 Y EX)EX)+

1=i,j<n l<i<j=<n

n
Z E (Xiz) car les X; mutuellement indépendantes. Donc V(S,) = n.
II.Aé) Supposons que T(Q) = {x; \i € I}, avec I fini, alors T(Q) = -T(Q)
et E(sinT) = ) _sin(x;)P(T = x;) = )_sin(x;)P(—T = x;) car T et — T ont
méme loi. o o
Alors EsinT) = ) sin(x;)P(T =x;) = — Y _sin(-x;)P(T = —x;) = —E(sin T),
donc E(sinT) = 661 !
Alors E(cos(S + T)) = E(cosScosT) — E(sinSsin T), les variables S et
T sont indépendantes, donc les variables cos S et cos T sont indépen-
dantes aussisinS etsin 7.
Alors E(cos(S+T)) = E(cosS)E(cos T)—E(sinS)E(sin T) = E(cosS)E(cos T).
II.A.3) tX;(Q) = {—t,1t}, donc ¢;(f) = E(cos(X1t)) = cos(H)P(X 1t =1) +
cos(—t)P(X;t = —1t) = cos(t) et I'égalité est vraie pour n = 1.
Soit n € N* et n = 2, supposons qu’elle est vraie a I'ordre n — 1, alors
¢n(t) = E(cos(S, 1)) = E(cos(Sy—1t+ X, 1)) = E(cos(S,-11))E(cos(X, 1))
question précédente, car les variables S,,_; t et X, sont indépendantes
et X, t et — X, t ont méme loi.
Alors ¢, (t) = E(cos(Sy 1)) = E(cos(Sy—1t+X,t)) = E(cos(S,-11))E(cos(X,t)) =
(cos )" Lcos(t) = (cos t)" !, larécurrence s’applique et I’égalité est vraie
pour tout n € N*,
II.A.4) Soit n e N*, posons S, (Q) = {x; /i € I} avec I fini,
E(S,) = Z |xr|P(Sy = xi). Par application de la question I.A.5) a | x|,

kel
on obtient :
2 [t 1—-cos(xi1)
Bs = Y2 [ arps, = n)
ker 0 Jo t
_ 2 f "0 Lker P(Sn = Xk) = R cOSkDP(Sn = xp)
7 Jo r?
2 [t 1—-E(cos(Sut
= — f ( 2( u ))dt propriété de Transfert
T Jo t
2 [t°1—(cost)"
= = f %dt question précédente
T Jo t
2
= —Uuy
/2

2n+2
I.A.5) SoitneN*, onaSy,+2(Q)={2p/-n-1<p<n+l}= { Z € 1€1,.., €242 € {—1, 1}};
k=1

4



2n+1
etS2,+1(Q)=2p+1/-n-1<p=< n}:{ Z € 1€1,..., €204 E{—l,l}},
k=1

on remarque que le 0 ne figure pas dans Sz;,+1(Q).

2n+2
E(IS2n+2l) = > | Y exlP(Xy = €1, ... Xons2 = €2p42)

£1,emE2n+2€{-1,1} k=1

Or les variables X; sont mutuellement indépendantes, donc :

P(X1=¢€1,.., Xopnt2 = €2p42) =

22n+2"
1 2n+2
E(1S2n+2) = 22n+2 Z |Z Ekl
€1,m€2n2€{=L1} k=1

1

22n+2 Z

glv~"r£2n+l€{_1vl}

( 2n+1 2n+1

| Y ex+1+] ) ex—1l
k=1 k=1

2n+1
Or Z €x #0,car2n+ 1 estimpair; donc:
k=1
2n+1 2n+1
2n+1 2n+1 —2 kz: € S1 kz €= -1 2n+1
_ =1 =1 _
| 2 e+ 1+ ) ep—1l|= 2n+1 2n+1 =2| ) &kl
k=1 k=1 2) e si ) e=1 k=1
k=1 k=1
Donc
2 2n+1
E(S2n2) = S5z Y | 2 &
€1,emE2n+1€{-1,1} k=1
1 2n+1

= o2ntl Z | Z €l

£1,emE2n+1€{-1,1} k=1

= E(S2n+10)

Donc uppi2 = Uppe1.

n
LB- ILB.) E(Sp) =E((} Xk)4) =E( ) XiX;XiXp)=2 ) EX)EXH+
k=1 1<i,j,k,f<n l<i<j<n

n
Z E(Xf), car : E(X;Xj X X¢) = 0sil’'un des indices nappartient pas a
i=1

I'ensemble des autres indices.

2 2
n“-—n 4\n“—n
Alors E(Sy) = ZAET +n=

9 +n=3(n2—n)+n:3n2—2n.




I1.B.2) Linégalité de Markov s’applique puisque U,, = 0, alors :

1 3n%-2n 3
P(Unz—)s\/ﬁE(UH)s 1 vVn< 373
n n n
IIB3)Vk€I\I*(U>1) tun évé t,doncVneN*, Z U(U>1
.B. ,| Ui = — | estun événement, donc Vn , = = —
NG St NG
est un événement comme réunion dénombrable d’événements.
Soit n e N*
1
0<P(Z,) = P (Ukz—)
k=n k
+00 1
< P ((Uk > —))
k=n k
_ +Z°° 3
= 32
+00 oo 3
Or kz ) estle reste d'une série convergente, donc n1—1>r-il:loo ]; s =0,
=n =n

alors lim P(Z,) =0.
n—+oo

I1.B.4) Lasuite (P(Z,))en* est décroissante, donc P(Z) = liIP P(Z,) =
n—+oo
0,soitwe Z :

wtZ = we | Z

neN*
= dnpe€ N*; weﬁZno

1
= dngeN*; Yk =ng; 0< Ui(w) < —

vk
S
Alors: lim Up()=0,donc lim 22 o
k—+o00 n—+ n
III D’autres sommes aléatoires
IILA- IILA.1) Ona:
n+1
E(Ty1l) = Y | Y exarlP(Xy = €1, X2 = €2, Xpt1 = €ns1).

E1y.mEn+1€{—1,1} k=1
Les variables sont mutuellement indépendantes, alors P(X; = €1, X> =

1
€2y Xpt1 =Eps1) = W, par conséquent :

|



1 n+1

Y | ) eraxl

E(|Tp+1D)

2n+1
61,...,£y,+1€{—1,1} k=1
1 n n
= omr 2|l X ekt analtl ) exar—ansl
€1,mEn€l-11} \ k=1 k=1

n
OrVa,beR, 2|lal=|la+b+a-b|<|a+b|+|a—Db|. Avec a = Z Eray et
k=1

n 1 n
Y |Zekak|22_n Y | Y exal = E( Tnl).

€1,..w€n€{-1,1} k=1 €1,..€n€{-1,1} k=1
Donc la suite (E(| Ty|) nen+ €St croissante.

Remarque : La suite (1) ,en+ €St croissante.

n 2
2: ay Xy
k=1

b= a,+1, 0on obtient :

E(Tn+1l) =

2n+1

n o n
= Z Z cliXianj.

i=1j=1

IILA.2) |T,% =

n n
Donc E(IT,) =Y a2E(XD)+ Y. aia; EX)DEX) =) a:.

k=1 1<i#j<n k=1
Lapplication t — t? est convexe sur R, par application de I'inégalité
deJensen,ona:

n n
(E(Ta)* < E(T, 1) = kz a, alors E(| Tyl) < /k az:
=1 =1

n +00
o] 2 2 2 .
La série )_ a; est convergente, donc ) a: < Y a; , alors la suite
V =1

k=1 k=1
(E(|Tx1)) 5 qui est croissante et bornée est convergente.
III.LA.3) Soitn=2.0na

1

n
o Yoo 1) exaxl

€1,..€n€f{-1,1} k=1

1 n n
Y > (|01+Z€kak|+|a1—28kak|)
k=2

£9,..,€n€{—1,1} k=2

E(Tx))

n n n
Or—a; <) —ap<) eraps< ) ai<aydonc:
k:2 k:2 k:2

n n
la1+ ) exarl+lai - ) erarl =2a;, donc:
k=2 k=2



1
EIT) = — Y 2a

£2,...£€{—1,1}
= al

= E(TD

DoncVn=1, E(T,)=E(Ti]) =a.
IIL.B- II1.B.1) VkeN*, a; =0.Posons T,(Q) = {x; /i € I} avec I fini, alors

E(Tal) = ) |xklP(Ty=xg)
ke I
2 [t 1—-cos(xit
= —f #dtP(Tn:xk)
ke 170 JO 2
_ Ef+°° ZkEIP(Tn:xk)_Zkelcos(xkt)P(Tn:xk)dt
T Jo 2
2 [T®1-FE T,t
_ _f (cos(Tn)) ..
T Jo 2

En effet : La suite (a; Xi) ren+ €St une suite de variables aléatoires mu-
tuellement indépendantes, a valeurs dans {—ay, ay} et pour tout k € N*,

1
P(ai Xy = ar) = P(ap Xy = —ax) = =.

2
n
On peut appliquer les résultats de la partie I1.A avec ¢(t) = | | (cos ait)
k=1
alors : I )
2 [(T®1-E Tht 2t l-[l;_,(cosait 2
E(|Tn|):—f (cos( n))dt:_f k=1 k di==2 .
T 12 T 12 T

0 0
Dela question I11.A1); (E(ITy1)) nen+ croissante, donc (J5) nen+ €st bien
définie, croissante.
Lasérie Z ai et convergente, donc (E(| T,1)) nen+ €st convergente (Ques-

k=1
tion I11.A.2), donc (J,) nen+ €st convergente.
+0 1 —cos(1) b4
III.B.2) J; = Tdt:ulzz' Onaa;=1letay+az+ay+
0

n
as+ ag + a; = 095, donc Vn € {2,...,7}, a; = Z ay, d’apres la ques-

k=2
tion I11.A.3), Vn € {1,...,7}, E(Tyl) = E(IT1]), ce qui se traduit par :
b4
Vne {]-)---)7}y ]}’l = ]l = E
(Jn)nen+ est croissante. Reste a montrer qu’elle est strictement crois-

sante a partir de 7, question que je laisse au lecteur.
Pour vos remarques ... sadikoulmeki@yahoo.fr



