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Partie |

1. e Soit (a,)n>0 Une suite de nombres complexes qui converge vers [ € C, alors pour

n N-1
> > (a=1)
£>0,3N € N telque Vn > N, |a, — | < &, doncpourn > N, =0 ) = |2=% 4
n+1 n+1
n N-1
dlae=1) D (ar—1)
k=N k=0 n—N+1 | Apifiant -
| < | | + e, d'autre part 3M € N tel que M > N et vérifiant :
n+1 n+1 n+1
N-1
(ag — 1) ,
Vn > M, | h=0 | < e et en tenant compte que no NV e < ¢ il resulte alors que
+1 n+1
n
ay

Yn > M, \k:i T~ l| < 2¢ etainsi (uy)n>0 €st C-convergente.
" >
e La suite ((—1)"),>0 est non convergente mais C-convergente puisque

n

> (-1*

— 1
vn € N, |F=0 < .
" | n+1 |’n—l—l
2. Supposons que (a,),>0 Soit C-convergente alors Vn € N*,m,, = %.mn_l + % par suite
- n n
1
im — —oetdonc lim = 1im - Ftl_y
n—+oo n + 1 n—-+o0o 1 n—-+oo 1 + 1 n
n n n n
2> ar Y _(DFEC D (-DFE = (DB 4+ DT = B+ () (n+ 1) - 1
3. Ona:2m, = =L = k=t k=1 _ k=1
n+1 n+1 n+1

D’autre part Vn € N*, 3¢, € [n,n + 1] tel que (—=1)"[(n + 1)® — (n)®] = (—=1)"a¢?"! et puisque
lim (, = +oo d'une part et d'autre part « — 1 < 0 alors lim (—1)"[(n+ 1) — (n)*] = 0 et

n—-+o00 n—-+o0o
n

D DMk + 1) — k7

on déduit alors que lim *=!
n—+o0 n+1

de plus il est clair, puisque o« — 1 < 0, que

-" H*—-1 . .
lim (=) (n+1) enfin lim m, = 0 etalors la suite ((—1)"n%),>o est C-convergente.
n—-+o0o n+1 n—-+oo =
) . .S , . Sh—
4. (Sn(z0))n>0 €tant C-convergente donc d’apres I)2), lim n(20) = 0 par suite lim Sn-1(z0) =
- n—-+4oo n n—-4oo n
Shp— -1 N § — Sp— A 0
lim == 1(z0) z = 0 dol lim n(#0) = Sn-1(20) — 0 soit lim 0 — ( et donc
n—too n—1 n n—-+oo n n—>+ooc n c
20| < R’ o R’ désigne le rayon de convergence de la série entiere » = —"z", mais »  —z"
n n
n>0 n>0
a méme rayon de convergence que Z cp 2™ par suite |zo| < R.
n>0
1— Zn+l
5. 5.a. e |l estclair que R = 1 d'autre part Vz € C(0,1)\{1},Vn € N, S,,(z) = N donc
—Z
n-+1 2z 1—2"t . . 1
(n+1)op(z) = T, T 1o et puisque |z| = 1 alors ngrfooan(z) =1
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o (n+1)o,(1 ZSk Zkﬂrl):wetdonc hm on(1) = 400 et on
k=0

2 n—> o0
1
conclut alors que F' = C(0,1)\{1} etVz € F, o(z) = 1
-z
5b. ¢Si0<p<1l,alors lim c,p*" = lim ap®™ =0 deplus lLm cgpy1p*" ™ =
n—+oo n—>+oo n—-+00

lim (a+ B)p*"™ =0 d'od lim ¢,p" = 0 par suite R > 1, d’autre part :
n—4o0o n—-4o00
lirf (can+1 — c2n) = [ # 0 donc la suite (¢,)n,>0 N€ converge pas vers 0 ce qui donne

n—-0oo

R=1.
oz e C0,1)\{~1,1},¥n € N, S2,(z Zchz% + Zczk P

1 — 2n+2 1 — 220 O[-i-(Oé—’—ﬁ) az +(a+ﬂ)z »2n
aﬁ (a4 B)z —22 N 1—22 B 1— 22 )
1 — p2n+2 1 — p2n+2

D'autre part So;,11(z ZC%Z + ZC% 127 = a2 (o + ﬁ)zl_izz -
a+(atpf)z a+(a+ﬁ) 242

1—22 1- 22 ’ '

n
a+0)z

Donc (2n + 1)o2,(z ZSk = ZS% + 252k+1 (2n + 1)1(_22@ -
az? + (a+ B)z 2 a+(a+ﬂ)22 ,

(1—22)2 (1=~ T-2e ~ (1—22") par suite, puisque |z| = 1, im0z, (2) =
at(atp)

1—22

2n+1 n
a—+0)z

De méme (2n42)a2,11(2 Z Si(2) = Sa(z +Z Sakt1(z) = 2 n+1)1(_225)—

) 1— 22n+2
2 1 —-
202" + (a4 B)z(1 + 2 )] (1 22)2
En on déduit alors que hm oon(2) = lim og9pt1(2) = atlatf)z et donc

n—-4 n—-4o00 1-— 2’2
at(a+f):

Vz € C(0,1)\{—1,1}, hm on(z) =

1—22
_ Son1(1)  2a+ i
o Soni1(l) = Z Cor + Z ekt = (n+1)(20+F) donc lim =+ = # 0 ainsi
d'apres I)2 la série ) _ ¢, n'est pas C-convergente.
n>0
o De méme S 1(— Zc% - Zczk“ = (n+1)(a—a-p8) = —B(n+1) donc
. Sopa(=1) -8 , :
Jim =S = £ ( et la série T;)cn (—1)" n’est pas C-convergente.
e On conclut alors que F' = C(0,1)\{—1,1} etVz € F,o(z) = W
—Z

5.c. #Si0 < p<lalorsc,p” = p"+a(e?p)et|etp|=p<1

donc lim ¢,p" = 0 ainsi R > 1, d’autre part si hm ¢, = 0 alors lim ae™ = —1 et

n—-+oo ] n—-+ n—-+o0o
donc a = hrf lae™*| = 1 ce qui est absurde car « E]O, 1[ ainsi R = 1.
n—-+0oo
e Supposons A = 0[27] : Alors Vn € N ¢, = 1 + « et donc
1 — : 1 1
Vz € C(0,1)\{1}, Sn(z) = (1 +a)% par suite no,(z) = (n+ 1) rta —(1- Zn+1)(1+a§2z
—Z —Z

ainsi i ()—1+a

Wi, =7

D’autre part S,(1) = (1 + «)(n + 1) par suite lim Snl)

n—-+oo n

=1+ # 0 et alors la série > ¢,
n>0
n’'est pas C-convergente.
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On conclut alors que dans ce cas F' = C(0,1)\{1} etque Vz € C(0,1)\{1}, o(z) = I+a

1 z
e Supposons A # 0[27] : Alors Vn € N,Vz € C(0,1)\{1,e"}, S, (2) = Zz + az (zeM)F =
k=0
1 a L qzeit)ntl
— — — — donc
[ > S g 1— ze N
1 o z 11 aze' Anl .

nO'n(Z) = (n+1)[1_z + 1—Z€i)‘} — (1_2)2(1_271, )—m[l—(zel )TL ] pal’ SUI'[e

. 1 a , 1 — ei(n+1)
nEI—&l:loo on(z) = 1> + T oo d’autre part S, (1) =n+1+ O

. Su(1) — L ,
donc lim =1 # 0 et ainsi la série Z ¢, N'est pas C-convergente
notee  n n>0
. _ o—iA(nt1) (e o _
De méme S, (e_”‘) =a(n+1)+ ——————etdonc lim — = a # 0 et ainsi la série
1—e? n—-+o0 n

> " cale”™)" nest pas C-convergente
n>0
On conclut alors que, dans ce cas, F = C(0,1)\{1,e~"} et que Vz € C(0,1)\{1,e}, o(2) =

1 «
1—2 . zetA

Partie Il

, 1 [ - .
6. 6.a. e |l suffit de montrer que VA € R, lim / e dt est finie. En effet si A € R*,

r——+00 22 —x

Va > 0, / =3 /\(ei)‘x — e %) or Vo > 0, e — e~ < 2 d'ou
xi

1 x
lim / eMdt = 0 de plus  lim 2/ dt = 1.
€T

z——+o00 2X T—+00 2T J_,
e Lalinearité de l'integrale et les opératios sur les limites montre que I'application f — M(f)
est une forme linéaire sur £ d’autre part :
1 [* 1 [* e
Vo >0,|— ()dt\</ |f(t)]dt < — [|fllsodt = || f|lo €1 €N passant a la limite
2z 2 2z J_,

quand z tend vers +o0 et étant donné que l'application ” module ” est continue sur C on
obtient |[M(f)| <||f||- €t ainsi la forme linéaire est continue sur £

6.b. La famille (e)),cr est déja génératrice de &, soit d’autre part Ay, ..., A, des éléments de R*
vérifiant .

Al < ... < A €tag, 01..., ay des complexes tels que ageg + Y _ ages, =0 donc

k=1
n—1

ape_y, + Zake,\k A, = 0 par suite Ot()M(e )\n + Z Oék;M ex,— )\n)) + anM(eo) =0 or
k=1 k=1

6.a. donne M(eg) =1et M(e_y,) = M(ex,—x,) = ... = M(ex, ,—»,) =0d0oUa, =0 et

on répéte le méme raisonnement pour montrer que a; = ... = a1 = 0 et en suite ag = 0

ainsi (ey)aer €st libre de £ par suite base de €.
D’autre part si f € &, alors il existe A partie finie de R*, une famille de complexes (a))aca
eta € Ctelles que f = aeg + »  axey etdonc M(f) = aM(eg) + »_ axM(ey) et d'apres

A€A A€A
6.a. ona M(f) =

6.c. Il suffit de remarquer que VYA, € R on a ey.e, = eyq, d'autre part si f,g € & tels que

4(R) € R* alors Va > o,% _x Ft)g(t)dt| < 2190/_95 F () ]g(t)dt < ”f”°O/_ g(t)dt et le

passage a la limite qund z tend vers +oo donne |M(fg)| < || f|lccM(g)

N N ‘

_ 4] _ 4] B

7.7.a. Ona Ky = j_z_:N(l N+1) i = eo +JZ::1(1 — m)(ej +e_j) donc Vt € R, Kn(t) =
3 N+1-j N

1+;2(1—N+1)Cos(t)_1+z2 Nl cos(t)—l—ka;N 1cos((N+1—]))



N N i it NAL g NEL - /N+1
b . Zei(%—’f)t _ ei%tZe_ikt _ml-e zt(]Y+1) et il Zi > sm(T‘:t)
k=0 k=0 L—emt ez —e "z sin(3)
sin(NHt) N 2N N
2 2
. (ﬁ) = (Z en (1) = Z Z eN—p—q(t) = Z Z en—j(t
2 k=0 3=0 (p,q)€[|0,N|]2, p+q=j =0 (p,9)€[|0,N|]2, p+q=j

oN N
S Y =Y a0 Y 1
J=0 (p,9)€ll0,N |12, p+q=j Jj=—N (p,9)€[|0,N]2, p+q=N—j

D'autre part pour 0 < j < N, il est clair que Card({(p,q) € [|0,N|*/p+q = N — j}) =
N+1-j=N+1-]j| etpour —N < j <0ona:(p,q) € {(p.g) € [0,N[*/p+q =
N-jt=q=N-j-p<N= jépSN:(p,q)6{(p7N—j—p)/—j§pSN}10n

adonc {(p,q) € [|0,N[]*/p+q =N —j} C{(p,N —j—p)/—j < p< N}, réciproquement,
il est clair que {(p, N — j —p)/—J <p<N}cC{pq € [!07N|]2/p+q=N—j}-
Ainsi {(p, N —j —p)/ =3 < p < N} = {(p,q) € [[0,N[]*/p +q = N — j} par suite
Card({(p,q) € [0, N|*/p+q=N —J}) N+1+j=N+1-]j|
sin(Y54)
On conclut alors que ( )2 = Z ej(t) > 1=
N () J==N (p.)€llO,N|]2, p+q=N—j
> (N+1—j])ej(t) = (N + 1) Kn(t).
j=—N
n+1 n+1 n+l N | |
8.8.a e gn(z pl_IlKN Apx+oy) = pl:Il]z_: (Mpz+ay) = 1;[ _Z_: Ni—l ”af’ejkp(x) =
n+1

kil | ke, -
> [T - ﬁ)e 15 )€kt k1 Ans) () €L AINSI
(kt,vonbin 1) E[I-N,N[n L j=1

n+1
kil | ikas
gN = Z [ H(l - ﬁ)ezkjaj ]€(k1A1+...+kn+1An+1)-
(k1,okny1)€[[-N,N[" L j=1
n+1
o D'autre partla famille (A, ..., Any1) st Q-libre donc > " k;A; = 0 (ki, ... kns1) = (0, ..., 0) par
j=1
suite la composante de gy relativement a ey correspond, dans la somme précédente, a l'indice
n+1
(0,...,0) etainsi M(gy) = [J(1) =1
j=1
8.b. e Soit p € [|1,n + 1|] fixé alors
EXpIN = Z [ H(l TN+ 1) ™Y 1€y Ayt (L Ap g 1ns1) €L POUT 1R

(kla"'7k“n+1)e[|_N=N”n+1 j=1
méme raison que ci-dessus la composante de e, gy, relativement a eg, correspond a l'indice

. o , o Lo
(0,...,0,—1,0,...,0) ot —1 est situé a la p"* place et ainsi M(ex,gn) = (1 — N 1)6 P par
n+l ntl1 1 ntl
. . ZOC —toy
su|teM(ng)_M(rOgN—i—jz:la]e)\gN)—ro—i-Jz:lrj i( 1_N—|—1)€ i=r 0+N+1]Z:17“J

e Remarquons que le raisonnement précédent est vallable dans le casou N > 1 maissi N =0
alors gy se réduit a gy = eg et donc M(ey,gn) = M (e, e0) = M(ey,) = 0 car A, # 0 puisque

(A1y .oy Any1) est Q-libre, ainsi la formule M (ey, gn) = (1 — Je~"r reste vallable dans ce

_ N+1
cas aussl.
n+1 n+1 n+1

8.c. Vz € R, |f(x |<r0+2|aj| <er parSUIter||oo<ZTj

D’autre part si t € 27rZ alors 7 a. montre que Kn(t) 2 0 etdonc gy (t) > O etsit ¢ 2nZ alors
7.b. montre que Ky (t) > 0 et donc aussi gn(t) > 0 par suite VN € N, gy > 0 et ainsi 6.c. donne
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n+1

VN € N, |M(fgn)| < ||f|leoM (gn) ou encore VN € N,rg+ er < ||f|l~- €t le passage a

N+1¢4
7=1
n+1
la limite quand N tend vers +oo donne » " r; < || f||o d'oli I'egalité demandée.
=0
9. Sik #jonadonc: [uj+upl+ D> |u| > ur+...tum| > m—e ouencore ju;+ug|+m—2 >
le[|t,m|\{7, k}

m — € par suite |u; + ug| > 2 —e.

e Supposons que |u; — ug| > 24/ alors |u; — ug|*> > 4e soit

2 — 2Re(ujug) = |u;|?® + |ug|® — 2Re(u ) > 4e ou encore 4 — |u;j + ux|? > 4e par suite

2¢/1—¢ > |uj + ug| > 2 — e ainsi 2/1 — > 2 — ¢ que 'on peut écrire 0 > (/1 — e — 1)? ce qui
est absurde et finalement |u; — ug| < 2¢/e.

10. 10.a. D’aprés 8.c.ona||f||cc = n+2alors Vm € N, 3z, € Rtelque n+2— 1 <|f(zm)| < n+2
m

et on a donc construit une suite (z,,)mn>0 d’eléments de R vérifiant liIE |f(zm)| =n+ 2.
m—-1+00
10.b. Soite > 0 alors 3M € N tel que Vm > M, |f(zy,)| > n + 2 — € ou encore
n

Vm > M1+ e 4 e2m| > pn 42 —c etdaprés 9. ona:
j=1
VYm > M,Vj € [|1,n]], |e!eiti®m — 1| < 2 /c et [e??™@m — 1| < 2,/c par suite
lim ™ =1 etVj e [|1,n]], lim '™ — 1 ce qui donne le résultat demandé.
m—-0o0

m—-+o0

10.c. eOna lim e*™m = lim ¢*™» =1donc lim cos(27|ym|) =

m—-+00 m——+00 m—-+00

lir£ cos(2mym) = 1 par suite et puisque Vm € N, 27|y,,| € [0, 7] et la continuité

m—-+00

de " arccos” donne alors lim 27|y,| = lim arccos(cos(27|ym|)) = arccos(1) = 0 et enfin
m——+00 m—+0oo

it Um = 8 lom] =0

e Ona e?ilVm = ¢\@me=iA¥m et en tenant compte que 1irJrrl ym = 0 on obtient le résultat.
m—-+0o0

11. 11.a. Déjasup |f(z)| < n + 2.
zel
Soit d'autre part j € [|1,n|] fixé, si sup|f(x)] = n + 2 alors I(zm)m>o € IV tel que
zel
lir£ |f(xm)| = n + 2 mais une telle suite vérifie d'aprés 10.c, lim e
m—-+00

m—-400
e~ ™ = —1, or I est borné donc il éxiste une sous suite (T (m))m>0 convergente de () m>0
de plus (ym)m>o0 converge alors (y,(m))m>o0 coverge aussi, on en déduit alors que (N () )m>0,
qui est une suite d’entiers, stationne vers | € Z.
On donc lim e?iNer = —1 = ¢l et ainsi 3k € Z tel que \;l + 7 = k27, mais

m—-+00

(A1, -, An, Ant1) €st Q-libre et en se rappellant que dans ce cas \,,1 = 27 on obtient alors

i)\ij, — e—iaj _

k= B (et 1 = 0), ce qui est absure et enfin sup | f(x)] < n + 2
zel
11.b. e La suite (x,,)m>0 €tant celle de 10. , on a IHE ym = 0 donc si (Np,)m>0 est bornée
> g >
alors il éxiste I segment de R tel que (z,,)m>0 € I par suite sup|f(z)| = n + 2 ce qui
xzel
est absurde d’'aprés 11.a., ainsi la suite (N,,),>0 n'est pas majorée ou n’est pas minorée

et alors selon le cas on peut extraire une suite (N],),>0, de la suite (N,,)m>o telle que

lim N;, = +oc.
m——+o0

e Dautre partVj € [|1,nf], lim eXVm = lim MN0Vm =i = 7" = 1,
m—-+00 m——+o0o
. . . . N
e On peut dire que Vj € [|1,n|], lim e2%Vm =1,
m——+00
22N — 1 donc aussi :

12. ¢ Dans la question 11.b. on a vu que Vj € [|1, n|], lirﬂ e
m—-+0Q

Vi € [|1,n]], lim eNVNml = 1 sans oublier que lim 2|N’| = oo, on en déduit donc

m—+00 m——+o00 . .

qu'il éxiste une suite d’entiers (N”.),,>o Vérifiant : Vj € [|1,7]], lim eNiVm = 1 et telle que

- m—--+0Q
lim N/ = +co.
m—-+00
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e Remarquons d’abors que si (A1, ..., A, 7) est Q-libre alors il en est de méme pour (A, ..., Ay, 27).
D'autre part la question 10.c. assure I'existence d’une suite d'entiers (Nm)m>o telle que
Vi€ [|1,n|], lim e?Nm =7 etpuisque lim N” =+4ocoona:
m—-+00 m——+0o
Pour m =0, 3 ¢(0) € N tel que NZ(O) — Ny > 0.
Pourm =1, 3 (1) € N, tel que (1) > ¢(0) et N;’(l) — Ny >1..
On construit ainsi une suite extraite (N;,’(m))mzo de la suite (N}))m>0 Vérifiant :
vm € N, Ng(m) — N,, > m donc en particulier mgrilm(Ng(m) — Np,) = 400, etde plus:
VieLnl], lim e®emNm) = i AN emNNm = 1 60 = ¢ ¢l le théoréme.
m—-+00 m——+00

13. 13.a. e Soit ¢ : N — N une application strictement croissante et € C tel que [ = lir}rl Se(n) (e')
n—-rodo
1 — eiz(e(n)+1)

alors! = lim ——————, d’autre part posons r_Pp € Qavec (p,q) € Z x N* et ainsi
n—+400 1—e® T q
R 4
r=T7T—.
q .
LTy
Orvn € N,3(0,,rn) € Z x[0,2¢—1]], ¢(n)+1=6,2¢+r,doncl= lim ———— donc

' n—+too 1 — el
la suite (e**"),>¢ est convergente; d’'autre part Vn € N, r, € [|0,2¢ — 1|], donc il éxiste
§ : N — N strictement croissante tel que la suite (rs(,))n>0, qui est une suite d’entiers,
soit convergente et alors (r;(,))n>0 Stationne vers r € [|0,2¢ — 1[], on en déduit alors que
1— ei:m“(;(n) 1— eiz'r'

= lim , = —,

n—+oo 1 —eW 1—ew
Réciproquement si r € [|0,2q — 1|] alors I'application ¢ : N — N définie par :

_ _ . 1 — ef(2(n+1)g+r)
n) = 2(n+1)g+r—1 est strictement croissante etona lim S e”) = lim ¢ =
oo DY)

n—-+4o0o n—-4oo 1— ez’z
1— eixr
1—eix
] 1— eixr T
On conclut alors que L(e") = { T s / r€10,2¢ — 1]} dans le cas ou — € Q.
—e ™

e Dans le cas ol — ¢ Q alors (z,7) est Q-libre donc par le théoréme de Kronecker
7T . .
Va € R, 3(Np)m>0 € ZN tel que lim N,, = +oo et lim e®Vm = ¢ soit d'autre

m——+00 m—-+oo

part (¢(m))m>0 une suite extraite de la suite (N,,)m>o telle que ¢ : N — N* soit une ap-
plication strictement croissante alors I'application ¢ : N — N définie par ¢(m) = ¢(m) — 1

. : : 1—eize(m) 1 ¢iza
est strictement croissante etona lim  Sy(y)(e") = lim — = —;0na
m—-+oo m—+oo 1 —e'® 1—e*
d 1 — el [(e T d . 1— e L6
onc Va € R, T o € (e )or; ¢ Q donc z # 0 par suite Vn € R, 1_62.?6 (")
Si maintenant z € C( ! ! ) alors 33 € R tel que ! e et donc
z - - z — — = -
1—ei’ |1 — e q 1—e |1 —ei
. e —1 iy 1 — et(F+7) . i
siy € R tel que 1= om :é alors z = T par suite z € L(e'*).
Réciproquement si [ € L£(e") alors 3 ¢ : N — N strictement croissante telle que :
b S i) i 1 — efle(m)+1) Sy N 1 — eix(e(m)+1) c 1 1
g Sty (€77 = lip = mals Ym €N, S T o))
1 1 1

qui est compactdonc ! € C( [ — e [1 e ) eton conclut alors que £(e™) = C( = [T o] ).

a+ (a+ B)e™”
1 — e2ix

13.b. Remarquons d’abord que z ¢ Qdonne (z,7) Q-libre etdans ce cas o(e*) =
™

ae?® 4 (a + B)e

d’autre part VaN, Sa, (") = o(e™) — ™% par suite :

4 1 — g2tz
Vn € N, Sy, (e™) € C(o(e™), W) =C;.
De méme Vn € N, Sa,11(e) = o(e®) — We%("“)x par suite
— €
la+ (o + B)e'™|

Vn € N, Son11(e®) € C(a(e™), ) = Ca, on en déduit alors que :

‘1_62iz|

6/8



13.c.

vn € N, S, () € C;|JC2 qui est compact et ainsi £(e*) C C; | Co.
Reste a montrer que C; JC2 C L(e®) : Soit v € R alors le théoréme de Kronecker as-
sure |'existence d’une suite (N,,)m>o telle que lim N, = +oo et lim e Nm® — i3 et

m—-+00 m—-+00
i2Nmx _

e” ce qui permet d’extraire une suite strictement croissante

ae2ix+ (Oz—|—ﬁ)6iz
1— eZix

donc aussi lim e

m—-+00

e or la

(¢(m))m=0 & (Nm)m=>o et alors lim Sap(m) (€)= o (e'™) —
suite (2¢(m))m>0 €st strictement croissante donc

2ix T
Wy € R, o) — ae” 4+ (a+ f)e

e € L(e™) ou encore

1 — e2ix
; e’ +a+
V’Y S R, U(elm) + Me 'Y+5 S L‘z( zm) avec
2ix T T
0 € R tel que _ae ;r_(i;i;ﬂ)e = e 1 j:;lj‘ 8l ¢, ce qui permet de conclure que
e 4+ o+ B ;
Clo(e™), W) =C1 C L(e").
De méme il existe une suite (N, ).>o telle que lim N/ = +ooet lim eNm =7 et

m—-+00 m—-+00

soit (¢'(m))m>0 Suite strictement croissante extraite de (IV),).,>o alors A
a+ (a+ f)e”

m1—1>I—EOO (2P (m)+1) — ¢ et donc mlirilm SQ@/(m)Jrl(em) = o(e™) — [ i e or la
suite (2¢'(m) + 1),,>0 est strictement croissante donc Vv € R, o(e'®) — OW@” €
L(e™) ‘ ‘

et si on pose @ +1(i ;g)e” = |a +1(i :22)6216 e avec u € R alors

Vv € R, o(ei) + |a+(c_y;§)| {+1) e £(e) ce qui permet de dire que

Clo(e), 12 +|1(0‘ +2§>| ly 2 ¢, ¢ £(e) et ainsi £(e7) = 1 | Co.

Notons pour finir que C; # Cz; sinon on aura |ae™ + o + 3|2 = |a + (a + B)e*|? et aprés

simplification on obtient Re(aBe’™) = Re(afe "*)) ou encore Re(ﬁe ) = Re(ée_m)) soit
« «

B g

Re(2ié sin(z)) = 0, mais L ¢ Q donc sin(z) # 0 et ainsi Im(—) = 0 ce qui donne — € R
(e m (@ o
d’ou I'absurdité.

.. . . 1 «
Choisissons « €]0, 1] suffisament petit de sorte que 1= e > 1= eila)] et posons
1 a 1
r = T — JepE=y etry = 1= o] + TEEEyE onaalors0<r; <r,.
Soit I € L(e®) alors il existe ¢ : N — N une application strictement croissante telle que
ln_ Sy (€)= 101 Sy (¢7) = — 4 —0____ A aeer Ve
m——+00 p(m)\€ w(m) 1 — el 1 — eil@+X) 1 — et 1 — eil@+X)
- 1 .
avec o(e'*) = o= + e par suite on a :
. . 1 _ .
[Spm) () — a(e™)] < T + = j(erA)' par suite |l — o(e")| < rqg, d'autre part
1 a —_eiz(p(m)+1) ael@+A) (p(m)+1)
= N = : — <
™1 ‘1 _ ez:c‘ ‘1 _ ei(m+)\)| ’ 1 — etz ‘ 1 — eilz+A) H -
_etx(p(m)+1)  eilz+A)(p(m)+1) i e i
T T g = e T) = ()| < Spm)(€) = 1| + 1 — a(e™)] et

ainsi r; < |l — o(e'®)| et on obtient |l — o (e®)| € [r1,72] par suite

L(e™) e {CeC/|C—o(e™)| € [r1,m]}.

Réciproguement (z, A, w) est Q-libre et donc (z,,x + A, m) I'est aussi et le théoreme de
Kronecker montre que V3, € R, 3(Ny)m>0 € ZY tel que lim N, = +oo et vérifiant

m—-+00

lim e®Nm = ¢ et lim e e par suite si ¢ : N — N* est une appli-

m——+oo m—-+00o

cation strictement croissante telle que la suite (¢(m))mn>0 Soit extraite de (N, )m,>o alors

T4+A)Nm, _
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: |
lim S, (%) = o(e®) + —— 4 — 2"
Mmoo~ P(m)—1 eir 1 | gilatN) _ 1

avec (p(m) — 1),>0 une suite stricte-
t croissante ; déduit al Vo € R, o(e®) 4 — act
ment croissante ; on en déduit alors que Vo, u € R, o(e'”) + i eSSy

€ L(e™).

TL+ T2
2

D’autre part et par un raisonnement cité dans 13.b. on a
is
el =1

[o(e) + —— / 6 € R} = C(o(e™) ) = Co(e),
0

§ € R fixé on a de méme {o(e'®) ¢ act /
R s Y

626 « iz (Ei(s ro — T
ez — 1’ |ei(ac+)\)_1‘)_c(o—(e )+eia:_1’ 2
etd e ro —T1
eix_1+ei(x+)\)_1/5’ueR}: U C(z, 9 )=

2€C(o(ein),1E72)

{¢eC, |¢— a(e’:x)\ € [r1,2]} (faire un dessin). On a donc aboutit a A
{CeC, [¢—0a(e™)| € [r1,r]} C L(e™) etenfin L(e") ={( € C, | —a(e™)| € [r1,72]}.

=1 ) de plus et pour chaque
eir _

peR} =

Co(e™) +

), on a ainsi

{o(e™) +
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