Corrigé de la deuxieme épreuve de mathématiques MP 2009

ECOLE NATIONAL DES PONTS ET CHAUSSEES.

Question préliminaire

1) Soit n € N* et (Ag)1<k<n tels que 0 < A < Ag < ... <\, et i)\kqﬁ/\k = 0.
Raisonnons par récurrence. =

On a pour tout x €]0,1], \; + Zn:)\kx*k_M = 0, puis en tendant z vers 0, on obtient que
A = 0. o

Soit m € [[1,n — 1]], supposons que pour tout k € [[1,m]], \p = 0 alors > g, =0
k=m+1

et donc pour tout x €]0,1], A1 + >, Agz™Am+1 = 0, puis en tendant z vers 0, on
k=m-+2
obtient que A, 41 = 0. Ainsi pour tout & € [[1,n]], Ay = 0 puis la famille (¢, )i<k<n est

une famille libre de C([0, 1]).
Enfin la famille (¢,)a>0 est une famille libre de C([0, 1]).

A. Déterminants de Cauchy.

no A
2) On suppose R(X) est de la forme R(X) = 3. ———.
=X + by
On multiplie la derniere colonne C), par A, et on lui ajoute la combinaison linéaire des

n—1
autres colonnes > AiCj .
i=1

On obtient :
1 1
.......... R
a; + bl a; + bg <a1)
ApnD,, =
1 1
ap +b1  an+ by R(an)
1 1
.......... 0
a; + bl a + bg
- : : 0
1 1
R(a,
an + bl an + b2 (CL )

On développe par rapport a la dérniere colonne, on obtient

A.D, = R(a,)D,_1

3)



S’il existe (ki, ko) € [[1,n]] tel que ki # ks et ag, = ay, ou by, = by, alors D,, = 0, et alors

192@(% —a;)(bj — b)
1§1;[§n(ai -+ b])
1<i<n

D, =

Supposons maintenant que les termes de la suite (ag)i<k<, sont deux a deux distincts
ainsi pour la suite (bg)1<k<n -

H, (a; — a;)(b; — bi)

Par récurrence montrons que pour tout n € N*, D,, = 1si<g=n
IT (a; +b;)
1<i<n
1<j<n
1
Pourn=1ona D; = )
a; + b1
: 1Si<g£n—1(aj = ai)(b; — bi)
Soit n > 2, supposons que D,,_; =
H (ai + bj)
1<i<n—1
1<j<n—-1

On a d’apres la question précédente

AnDn = R(a'n)Dn—l

n—1 n—1
n Ay k;ljl(_bn — ) kgl(ak +bn)
Ona R(X) = 35 - done Ay = (Xba) R(X))a=-s, = 1 =
k=1 k I (=b, +b;) 11 (b, — by)
k=1 k=1
n—1
I (a, — ay)
et R(a,) = =1 donc puisque A, # 0
k1;11<an + bk)
TR NOL D
n — n—1 —
An 1§1;[§n(ai + b])
1<j<n
4) Soit

d(z,A)=0<=Ve >0 Ja€ A,||x —a|]| <e <= Ve >0 B(z,e)NA # 0 <= z est adhérent a A.

5) Supposons que (A,,)n>o est une suite croissante de parties de E telle que A = L>J A, .

0

Soit x € E.

Posons pour tout n € N, «,, = d(z, A,)) et § = d(x, A).

Puisque (A,)n,>0 est une suite croissante et A = L>J0An, alors (au,)n>0 est une suite
nz

décroissante minorée par (3, donc la suite (av,)n>o converge vers un réel a, on a # < a.
Soit € > 0, il existe y € A tel que B < ||y —z|| < B +¢

y € A donc il existe n, € N tel que y € A, et alors o,y < |ly —z|| < B+ €.

donc a < B+ e.



On fait tendre € vers 0, on a a < (.

Enfin d(z, A) = lirg d(x, Ayn).

On considere un sous-espace vectoriel V' de dimension finie de E, et on note B = {y € E;
ly =zl < [l=}-

6) On a la partie B est un fermé de E et B C B(0,2||z||) donc B est bornée.

Ainsi B NV fermée bornée de V' qui est de dimension finie, donc B NV est compacte.
Soit x € E,ona BNV C V donc d(z,V) < d(z,BNV).

Soit y € V,

siye Balorsy € BNV et donc d(z, BNV) < d(z,y).

siy ¢ B alors ||y —z|| > ||z|| = ||z —0|| > d(z,BNV) car 0 € BNV

donc pout tout y € V, d(x, BNV) < d(x,y), donc d(x, BNV) < d(x,V).

Ainsi d(z, BNV) =d(x,V).

BNV — R

— |y — |
donc bornée et atteint sa borne inférieure sur B NV, alors il existe y € BNV tel que
d(z,BNV) = [lz =yl
D’apres la question 6) d(z,V) = d(x, BNV) donc d(z,V) = ||z — y|| .

7) On a l'application est continue sur le compact BNV |

C. Distance d’un point a un sous-espce de dimension finie dans un espace
euclidien.

Dans cette partie, on suppose que la norme sur l'espace vectoriel F est définie a partir

d’un produit scalaire (. | .) sur £ : ||z|| = v/(z | x).

8) Soit V' un sous-espace vectoriel de dimension finie de E, et 7 la projection orthogonale
sur V' ( elle existe car V' est de dimension finie donc il admet un supplémentaire orthogonal
)

Soit z € E, ,ona pour tout v € V , ||z —v ||?=| z —7(z) ||* + || 7(z) — v ||* car
r—n(z)eVtetn(z)—veV.

donc pour tout v € V || z — 7(z) [|?<|| z — v ||? et alors || z — 7(z) |< d(z, V)

Comme n(z) € V alors d(z, V) =|| = — w(z) || .

Supposons qu’il existe y € V' tel que d(z, V) = ||z — y|, alors || z — 7 () ||= ||z — ||
Ona [[z—yl|=[lz—n() [+ [y —n(z) |* car & — 7(x) € Vet y — m(x) € V.
donc || y — w(z) ||?= 0 et alors y = 7(z).

D’otu 'unicité.

9) Soient (z1, %2, ...,x,) € E™ et V un sous espce vectoriel de E de dimension n contenant
Vect(xy, Tay ..., Tp).

Notons By = (ey, €, ..., €,) une base orthonormée de Vet M = Matg, (21, x9, ..., x,). la

matrice du systeme de vecteurs (z1, z, ..., x,) dans la base By.
On a M(xq,x9,...,x,) = "M.M .

En effet, posons pour tout j € [[1,n]] , x; = > a; e, ona M = (a;;) € M,(R).
=1
Posons "M.M = (¢; ;) € Mu(R).

On a pour tout (i,7) € [[1,n]]?, ¢;j = > awnian; = (i | z;).
k=1

9



Donc rg(M(x1, o, ..., x,)) = rg(*M.M) = rg(M) = rg(xy, e, ..., T,).
Ainsi G(z1, %3, ..., x,) = 0 si et seulement si la famille (x1, zo, ..., z,,) est liée.

10) On suppose que la famille (21,9, ...,x,) est libre et 'on désigne par V' lespace
vectoriel qu’elle engendre.

Soit x € E.
On a
(w1 | )
G(r1, %9, ..., Ty, T) = M(zy, 72, ..., Tp) :
(xn | z)
(x]a) - (@], Iz|)?

Soit 7 le projecteur orthogonal sur V.

Vie [[L,n]], (x| 2) = (2; | 7(x)) + (z; |  — w(x)) = (2; | 7(x)) car z — 7(z) € VL.
2 2 2

2" = [l = w(2) || + [« ()"

donc

0
G(x1, Ty oy Ty ) = Mz, 22, ., o) 0
(r(@) |21) - (@) |zn |z —7(2)]
(21 | m(x))
M (zy, 9, ..., x,) :
! (@, | 7(2))
(m(z) [21) -+ (w(2) |20 I ()|

= ||z — 7r(a:)|]2 G(z1, T, ..., xn) + G(x1, 22, ..., Tp, T(T))

On a d’apres 9) rg(M(z1, za, ..., Tn, w(x))) = rg(x1, T, ..., T, 7(2))
Donc G(x1, 2, ..., xn, m(x)) =0 car w(z) € V = Vect(xy, xa, ..., xp).
Ainsi

Gz, g, ooy T, ) = ||z — (@) || G, 22, ..., ).

D’autre part d(x, V) = ||z — w(2)|| et G(21, 22, ..., x,) # 0 car la famille (xy, 2, ..., x,) est
libre, donc
G(x1, T2, .oy T, )

2 _
d(x7V) N G(.Tl,.CEQ,...,.CEn)

11) Soit f € C([0,1]), on a

No(f) = ( / 1 |f(:v)!2dx>é < ( / 1 Noo(f)de)% — Naf).



Soit A une partie de C([0,1]) et f € ‘A alors il existe une suite (fn)n>o d’éléments de A
telle que lirJ]rn Noo(fn— f)=0.

—2
Comme 0 < Ny(f, — f) < Noo(fn — f) alors lirf No(fn — f) =0et donc f € A.

—00

-2
Ainsi A C A.
On considere 'ensemble Vy = {f € C([0,1]); f(0) =0}

12) ¢, désigne la fonction constante 1.
On considere la suite de fonctions (f,),>1 de C([0,1]) définie par :

nr si x € [0, ﬂ

Vn>1, fulz) =
1 si ze i 1]

On a pour tout n € N, f, € V.

(Na(fn — ¢0))2 = /On | frn(x) — 1|2d;p = 3i —5 0

n n——4oo

-2
donc ¢4 € V4.

13) Soit g € C(]0,1]) et f la fonction définie sur [0, 1] par f(x) = g(x) — g(0) pour tout
xz €1[0,1], donc f € Vy et g = f + g(0)y.
-2

On a ¢, € V; donc il existe une suite (¢,,)n>0 d’éléments de Vj telle que

HETWN2<90n —¢y) = 0.

donc lim Ny(g(0)e, — g(0)go) = [g(0)] lim Na(e, — ) = 0.
Posons pour tout n € N g, = f+g(0)p,, ,ona g, € Vo et lim Ny(g, — g) = 0.

n—-+00
—2
Donc g € Vj et alors Vj est dense dans C([0, 1]) pour la norme Nj.
— o
On a ¢y ¢ Vy , en effet , sinon il existe une suite de fonctions (f,,)n>0 de Vp qui converge
uniformément vers ¢,.

En particulier (f,,)n>0 converge simplement vers ¢, sur [0, 1] et donc ¢,(0) = liril fn(0) =

0 ce qui est absurde.
Donc Vj n’est pas dense dans C(]0, 1]) pour la norme N.

14) Supposons que V' est un sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel normé.
OnaVcVv doncl_/#g.

Soient z et y deux éléments de Vet )\ e K, il existe deux suites (z)n>0 €t (Yn)n>0
d’éléments de V' qui convergent respectivement vers x et y.
On a la suite (x,, + Ay, )n>0 d’éléments de V' converge vers x + Ay.

Donc x + Ay € V' et alors V' est également un espace vectoriel.

15) Soit V' un sous-espace vectoriel de C'([0, 1]).



On suppose que V est dense dans C([0, 1]) pour la norme N, alors il est clair que pour
tout m >0, ¢,, € V= C([0,1]).

—0Q0
Réciproquement supposons que pour tout m > 0, ¢,, € V et soit f € C([0,1]).
Soit € > 0, on a d’apres le théoreme de Weierstrass, il existe une fonction polynomiale P
définie sur [0, 1] telle que

Noo(P—f) <ce
—0oQ —00 —00
Puisque pour tout m > 0, ¢,, € V et V est un espace vectoriel , on a P € V et alors

—00

f appartient a I’adhérence de v pour la norme N, qui est égal a V.
Ainsi V' est dense dans C(]0, 1]) pour la norme N.

16) Soit V' un sous-espace vectoriel de C([0,1]).
On suppose que V' est dense dans C([0,1]) pour la norme Ny alors il est clair que pour

—2
tout m >0, ¢, € V = C([0,1]).

Réciproquement supposons que pour tout m > 0, ¢,, € V2 et soit f € C([0, 1]).
Soit € > 0, on a d’apres le théoreme de Weierstrass, il existe une fonction polynomiale P
définies sur [0, 1] telle que

Neo(P—[f) <e

D’apres la question 11) on alors
No(P —f) <e

) -2 -2
Puisque pour tout m > 0, ¢,, € V et V est un espace vectoriel , on a P € V et alors f

-2 -2
appartient a ’adhérence de V' pour la norme Ny qui est égal a V.
Ainsi V est dense dans C([0, 1]) pour la norme Ns.

E. Un critere de densité de W pour la norme N.

Pour tout n € N, on note W, 'espace vectoriel engendré par la famille finie (¢,, Jo<r<n-
W est le sous espace vectoriel de C([0,1]) engendré par la famille (¢, )ren-

17) On a la suite (W,,),>0 est une suite croissante de sous-espaces vectoriels de C([0, 1]
et W = L>J0Wn donc d’apres la question 5) pour tout entier g > 0 lirf d(¢,, Wn) =
d(¢p7 W)

Supposons que l'espace W est dense dans C([0, 1]) pour la norme N, et soit ¢, telle que
w entier positif, on a d’apres la question 4) d(¢,, W) = 0 donc liril d(¢,, Wn) = 0.

Réciproquement, supposons que hIE d(¢,, Wr) = 0 pour tout entier ;1 > 0 alors

w

d(¢,, W) = 0 pour tout entier y1 > 0 et donc d’apres la question 4) pour tout entier entier

—2
p >0, ¢, € W I'adhérence de W pour la norme N, et alors d’apres la question 16) W
est dense dans C([0, 1]) pour la norme No.

18) On a d’apres les questions 1) et 10)

)2 _ G((Zﬁ)\ou gb)q; cey gb)\nu Qb'u)
G(¢)\07 ¢)\17 sy ¢An)

rad

(¢, W,



1
Pour tout (o, 3) € N, on a (¢, | ¢5) = fol .27 dr =

a+pB+1
Posons Vk € [[0,n]] O, =M+ 1 et f=pn+1.
On aVk € [[0,n]] \e+ 08, #0et p+ 5 #0.
On a
1 1 1 1
MN+By Xot+B T Ao+ B, Ao+
1 1 1 1
AM+By M+ 5 M+06, AM+p
G<¢A0>¢)\17"'7¢)\n7¢u> = : : : :
1 1 1 1
1 1 1 1
ptbBo  pt B pt B, pt+pB
D’apres la partie A) on a
G(¢ 5 b ¢ ) B ogigjgn()\j - )‘i)(ﬁj - Bz) y Oglggn(’u - )\z)(ﬁ - Bz)
Ao? A oy P Y T ] ] . .
odL, (i + 5;) (B IL (p+6:) IL (i +5)
0<j<n

De méme on a

IL (A —X)(B; = B8;)

0<i<j<n

I (. .

ogign( ' +5]>
0<j<n

G(¢AO7¢>\17 "'7¢>\n) -

donc

IT (= Ae)(B = B)

0<k<n

(b+08) I (n+08;) 1L (A + )

0<k<n 0<i<n

I (= A)?

0<k<n

(2n+1) H(M+M+UOH(M+M+D

0<k<n <i<n

et par suite
1 no |\ —
I | k |

d p—
(B W) V2 Tk=0N, 4+ 1+ 1

19) Soit p > 0. Supposons que la suite (Ag)ren tend vers +o0.
Ak — p

alors il est clair que la suite [ ———
4 ()\k +p+1

> tend vers 1.
keN

A\p —
Réciproquement, supposons que pour tout g > 0, la suite (M> tend vers 1
A+ o+ 1 kEN
Soit p > 0.
. : p—x
Considérons la fonction h(x) = —— pour tout = € |0, pul.
() cipril [0, 4]



1+2
On a h est dérivable sur [0, u] et pour tout = € [0, u] h'(z) = __trew o 0

(@+p+1)* "
"
Donc Vz € [0, 4], 0 < h(z) < ——— = h(0).
onc Va € [0, 4] (x) P (0)

2 1
Soita:L,onaae}L,l{.
2(p+1) w1

Ay —
A= ) tend vers 1 donc il existe kg € N tel que Vk > kg on ait
keN

La suite (—
A +p+1

A — p 241
h(Ar) =
M) = i 1 2 )

donc Vk > ko, A\ > p.
Ainsi la suite (Ag)ren tend vers +oo.

20) D’apres la question 17) Iespace W est dense dans C([0, 1]) pour la norme N si et
seulement si lirf d(¢,, Wn) = 0 pour tout entier y > 0.

Donc il suffit de montrer que : lirf d(¢,, Wy,) = 0 pour tout entier u > 0 <= la série
n—-+0oo

1
> — est divergente.
Ak
On a la suite (Ag)ren est une suite de réels > 0 deux a deux distincts.

Supposons pour tout entier p > 0, hI_P d((ﬁu, W,) = 0 alors en particulier pour p = 0
n )\k

li 11 =0
on A k0 A+ 1 ’

n 1
donc lim > In (1—!—)\—) = 400 .
k

n—+0op—g

D’autre part on sait que : Vx € Rt In(1+x) < x.
n 1 no1 no1
Donc ) In (1 + )\—) < Z)\— et alors lim ) — = +o00.
k

k=0 k=0\k n—-+00; =0 A

1
Ainsi la série Z)\— est divergente.
k Ak

1
Réciproquement supposons la série Z/\— est divergente et soit 4 un entier positif .

k Nk
La suite (d(gbu, W"))neN est une suite décroissante minorée par 0, donc converge , soit
o= ngrfoodwu, Wh).
Onaa=0.

Car sinon a > 0 et

m ——— = 1i —— = 1.
n—+oo N\, + 1+ 1 n~+00d((bu, anl)

D’apres la question 19) on a la suite (Ag)gen tend vers +oo, donc il existe kg € N tel que
Vk > ko A\p > p.
1
Posons Vk > 0, up, = In 1—2) 1+,u—|— )
Ak Ak
2u+1 ( 1 2u+1
+ o
k—+o00

— ) donc uwp, ~ —
Ak Ak k——+00 Ak

Ona u,=—



- 2p+1 X : -
Comme la série ) — a diverge et a termes de signe constant, alors la série » uy
k k k
diverge et vaut —oo

D’autre part, en posant A = kozll (M) on a
o= A+ p+1

In(d(6,, W) = 5 ln(2u +1)+ A+ Zuk
k=ko
et alors lim In(d(¢

W,)) = —o0o, donc av = 0 ce qui est absurde.
n—-+00

lj,?
F. Un critere de densité de W pour la norme N,

21) Supposons que W est dense dans C([0, 1]) pour la norme N, alors d’apres
la question 11) W est dense dans C(]0, 1]) pour la norme N, et donc d’apres la question

20) on a la série Z— est divergente.
Ak

22) Soit ¢ = Zak ¢y, un élément quelconque de W,. On suppose que A\, > 1 pour tout
ke{0,1,.., n} et soit 4 > 1l,0n a :

zH — gakx’“

z€[0,1] =0
S / ,ut“_l - Zak.)\ktAk_l d
0 k=0

D’apres I'inégalité de Cauchy Schwarz on a

Noo(¢, —9) = sup = sup

z€[0,1]

/ tH1dt —Zak.)\k/ M1y
0 om0 0

N

n 2

,ut"fl — Zak.)\kt)\kil
k=0

1 n
Noo(¢, —¥) < /0 dt | = N2 (M%_l - Zak-/\k%k_1>

k=0

23) On suppose que la suite (A\g)ren vérifie les deux conditions suivantes :

{ (i): X=0

(7i) - A > 1 pour tout k > 1.

1
et que la série Z/\— est divergente.
k Ak

On pose Vk > 1, A\, = Az —1,0n a ()\;ﬁ)keN est une suite de réels > 0 deux a deux distincts.

1 1 1
OnaVk >1 " < v donc la série Z— est divergente.
k k k:
Posons W' le sous espace vectoriel de C’([O 1]) engendré par la famille (¢, Jren+, on a

d’apres la question 20) W’ est dense dans C([0, 1]) pour la norme Nj.
Soit p un entier > 1, on a p.¢, ; € C([0,1]) et soit € > 0, il existe g € W’ tel que
No(p-¢,1 —g) <e.



n
Il existe n € N et une suite (ay)o<k<n de réels tels que g = > oy .
k=1

On a dapres la question 22) Ny (¢, — ) < Ny (,ugbu_l — Zakgb%) <e ou ¢ =
k=1

k=1 "k
Il est clair que v € W,, C W.

—00
Ainsi pour tout entier u > 1 ona ¢, € W.

Ona)\ozo,donc%echﬁofo.
D’apres la question 16) W est dense dans C([0, 1]) pour la norme No.

24) Si on remplace la condition (ii) par la condition plus faible :
N L
(i) IlcgflAk >0

A A
Posons o = ]1€r>1§)\k > 0 alors pour tout £ > 1, on a A\x > « et alors 2k >1, 20 _(etla
> « o
«Q
série > — diverge
Ak

A
Posons pour tout k € N, 3, = L Vect(¢g, Jren , on a d’apreés la question 23), V/
o

est dense dans C([0,1]) pour la norme No.

Soit f € C([0,1]) et € > 0, on a la fonction g : . —— f <$E> est un élément de C(]0, 1]),

donc il existe h € V tel que
No(h—g) <e

h €V, donc il exsite n € N et une suite (a; )o<p<n de réels tels que h = Zakqﬁﬁk.
k=0

On a en faisant le changement de variable y = Tw

n n

Neo(h —g) = sup Zakx’g’“ —f (xé) = sup Zakyk’“ —fW)| = Neo(P =)
€01 125 yel0.1] |30
O P = S arpy, € W
k=0
donc

Ainsi W est dense dans C([0,1]) pour la norme N.

1N



