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'A] + A, + * m e +  . * * +  A, = SLl 
Alal + A,a, + . a . +  Anan = SI 

s 2  
A,af+ A2a:+ . S . +  --.+ Anan 2 = 

. 1 1  o n  - S2n-l- 

... ... ... ... ... ... 
A a2n- l  + A2a:n-' + ...+ ...+ A a'"-' - 

CONCOURS COMMUNS POLYTECHNIQUES (E.N.S.I.) 

Mathématiques 1 1/7 

Étant donn6e une suite (So. S , ,  .... S2"-,) de 2n nombres complexes (avec n 2 1). on appelle 
En (So, SI ,  ...... S2*-,) ou plus simplement En le syst2me des 2n Quations : 

A,a: = Sk (pour k = O, 1, .... 2n . 1) 
J=1 

dont les inconnues sont les 2n nombres complexes a,, a2, .... an, A,, A,, ...... 
explicitement les premi8res et la derni8re Quation de ce systkme E& : 

; voici 

Une solution (al ,  .... an . A,, ...... An) est dite dCgknCrt5e si I'un au moius des ~Oartnes 

sont 6gaux ; A, ou A, ..... ou An est nul, ou si deux au moins parmi les nombres al ,%. .... 
dans le cas contraire elle est dite non dCgCnCree. Au syseme En on associe la matrice carde 

d'ordre n 

et le dCterminant Dn de Cn est appel6 le determinant de En ; en cas de ndcessit6, on pourra 
prkciser Dn (So, S I  ..... S2"-2). 

Al)  On suppose que (al ,  .... an, A,, .... An ) est une solution de En ; calculez Dn en 
fonction de a l ,  .... an, Ai ,  .... An. On vous suggi?re de ddcomposer Cn en un produit de deux 
matrices, celle de gauche Ctant : 
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- 
1 1 1 

a, a, a, ... a, 
V n =  af a: a: ... a: 

1 ... 

. . .  ... . , . . . . . . . l 
151 

Vous pouvez considCrer comme bien connu, ou sinon admettre sans dCmonstration, le fait 
que le déterminant de cette matrice Vn est le produit de toutes les diffkrences (aj - a) 
avec j > h. 

A2) Dkduisez-en que si En admet des solutions, ou bien elles sont toutes dCgCnCrCes, ou 
bien aucune n'est dég6nCrCe. 

Voici maintenant quelques pkcisions sur le langage utilid dans la suite, et sur les objectifs 
des parties suivantes. Si vous connaissez une solution non dCgCnCrCe de En, vous en ddduisez 
n! solutions en effectuant des permutations P la fois sur les nombres aj  et les nombres AJ 

associes ; vous compterez ces n! solutions comme une seule solution il permutation pr2s. Quand 
on vous demande le calcul d'une solution de En, vous dpondrez par une suite de 2n nombres, 
d'abord les n nombres aj, puis les n nombres Aj dans l'ordre correspondant. 

Si Dn f O , le systkme En est dit non dCgCnCrt5 ; sauf dans la dernikre partie F, nous n'Ctudierons 
que des sysemes non dCgCnCrCs. 

La suite se compose de trois Ctudes indkpendantes ; la partie B prCsente une premi&re 
mCthode de rCsolution, seulement dCvelopp6e dans le cas où n = 2, pour limiter les calculs ; les 
parties C, D et E presentent une deuxi2me methode de rCsolution, traitee de façon plus 
approfondie. Enfin, on propose une rapide Ctude des systkmes dCgCnCrCs dans la partie F. 

Nous allons Ctudier, lorsque n = 2, une mCthode' de rCsolution qui pourrait certes 
fonctionner pour tout entier n supCrieur, mais au prix de calculs laborieux ; c'est pourquoi nous 
Ctudierons plus tard une mCthode de rksolution plus performante, mais aussi plus sophistiquk. 

Au systkme E2 (So, S i ,  S2, S3) supposC non dCgCnCrC, on associe le polynôme 
P(x)=po+p1x+p2x2 donnC par le dCterminant que voici : 



P ( x )  = 

Notez que p2 = D2 (So, S i ,  S2) f O. 

so s, 
s, s, s, 
1 x x2 

B 1) DCmontrez les t?galitCs PoS0 +PIS, + P2S2 = 0, 

p s + p  s +p2s,=o. 
O 1  1 2  

B2) Calculez les polynômes P(x) associks aux systkmes Ez (2. 1,  1 ,  1 )  et 
E2 (1, 1, O. O). 

B3) VCrifiez que toute solution (al, a2. A,. A2) de E2 est aussi solution du systkme 

d'Cquations 

P(a,) = P(a,) = O 
A, + A ,  =S,  

Alal + A,a, = S, .  
€ 2 1  

B4) Expliquez comment trouver les solutions (al ,  a7, A,, A2j de E', telles que a, f a?, et 
indiquez selon les cas, le nombre de ces solutions. On ne vous demande ici ni le calcul explicite 
de ces solutions, ni le calcul d'aucune quantitk qui interviendrait dans la discussion de leur 
nombre. 

b A 

B5) Dkmontrez rkciproquement que toute solution (al, a2. A,, A2) de Et2 est une solution 
de E2, On vous suggkre de poser S l  = A,a: + A2a: et de dkmontrer les 6galitks : 

POSk 4- PlSk+1 + p t s k + 2  = O-  

B6) Trouvez explicitement les solutions de E2 (2, 1, 1, 1) et celles de E2 (1, 1, O, O). 
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Les fonctions rationnelles considCrCes ici sont des quotients de polynômes N et M B 
coefficients complexes en une indCterminCe x ; le degr6 d'un polynôme N sera notC doN. Pour 
tout n entier 2 O, on appelle Fn l'ensemble des fonctions rationnelles f qui peuvent s'kcrire 

comme quotient N/M de deux polynômes N et M tels que d o N  < n, doM 5 n et M(0) f O ; pour 
n = O il faut comprendre que Fo est rCduit au seul Clkment O. Si n 2 1, un Clement de Fn est dit 
non dCgknkrC si il n'est pas dans Fn-,, ce qui signifie que les deux polynômes précedents N et M 

doivent être premiers entre eux, et que, ou bien d"N = n-1, ou bien doM = n, ces deux 
Cventualids ne s'excluant pas. 

Cl)  Expliquez pourquoi l'hypothkse M (O) # O, relative aux ddnominateurs des fonctions 
rationnelles dans Fn, entraîne que tout &?ment f de Fn posskde un dkveloppement en &rie 

enti8re au point O ; on ne vous demande pas de calculer cette sCne entikre, mais de rappeler les 
quelques propriCtt?s des fonctions rationnelles et des &ries entikres qui justifient l'existence de ce 
dCveloppement. On vous demande aussi son rayon de convergence ; justifiez votre rCponse. 

C2) Pour tout f dans Fn, on appelle dkveloppement tronquC ii l'ordre k de f au point O, la somme 
des termes d'ordre infkrieur ou Cgal B k dans son dCveloppement en sCrie entikre au 
point O. Ecrivons f = N / M ,  avec M(0) # O, comme ci-dessus, e t  considdrons un polynôme Q de 

degr6 I k ; demontrez que Q est le dCveloppement tronquC A l'ordre k de f au point O, si et 
seulement si le polynôme N - M Q  est divisible par xk+l. 

C3)  Demontrez que deux k1Cments de Fn sont &aux si ils ont même dkveloppement 
tronque B l'ordre (2n-1) au point O. 

C4) On se donne n nombres distincts a , ,  a2. ......, an et n nombres non nuls 
A,, A,, ......., An et l'on pose : 

Demontrez que Q, est un Clement non dCgCnCrk de Fn. Quel est son dCveloppement en &rie 

entikre au point O ? 
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On dira qu'un ClCment de Fn est de type normal si il est Cgal A une telle fonction cp pour un 
choix convenable des a.  et des A,. J 

C5) On suppose qu'un ClCment non dCg6nCd f de Fn a Ctt? &rit comme quotient N / M  de 
deux polynômes premiers entre eux ; quelles conditions doivent satisfaire N et M pour que f soit 
de type normal ? Par exemple, la fonction rationnelle x2/( 1-x2) est-elle de type normal dans F3 ? 

C6) On suppose le sys&me En(S0. Si,  ...... S2n-1) non dCgCnCrC. Expliquez comment 
résoudre En si l'on connaît un ClCment f de Fn dont le dCveloppement tronque A l'ordre (2n-1) au 
point O est so + Six +... + ~2n-lxzn-1. 

On suppose toujours le systkme En (So, Sl, ....., S2n-1) non dCgCnCrk et l'on pose : 
Q(x) = So + Slx + ....... + S2n-lx2n-1 ; 

on cherche l'kventuel ClCment de Fn dont le dkveloppement tronque A l'ordre (2n-1) au point O 
est Q. Tout ClCrnent f de Fn peut s'Ccrire comme quotient de deux polynômes N et M tels que 

ceux-ci : 

N(x) = v0 +Vix + v2x2 + ....... + vn-1 xn-l , 
M(x) = 1 + U 1 X  + U ~ X  2 +........ ........ + UnXn ; 

et si f est non dkgknkrk, ces polynômes N et M sont uniques. 

n 
D1) DCmontrez qu'il existe un unique polynôme M(x) = 1 + c u j x j  tel que le produit MQ 

j=1 

ne contienne aucun monôme de degr6 compris entre n et (2n-1) inclus, c'est-A-dire, tel que MQ 
n-1 311-1 . 

soit de la forme c vjxJ + c w j x J  . 
j=O j=2n 
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D2) Existe-t-il dans Fn un ClCment f dont le dCveloppement tronque a l'ordre (2n-1) au 

point O est Q ? Si oui, comment peut-on le calculer ? Est-il non dCgCnCrC ? 

D3) Utilisez C6 et D2 pour trouver les solutions de E3 (O, O, 1, O, 1, O). 

E) Svstèmes non d é&nérés - sa ns solution 

Après le lemme préliminaire dont la dkmonstration est demandke dans E l ,  on se contentera 
d'étudier dans E2 et E3 des cas où n=3. 

E l )  Soit a un nombre non nul, et soit p un entier 2 1 ; dCmontrez que toute fonction 

, où N est un polynôme de degr6 < p, peut s'&rire : N ( x )  
(1 -a)* 

rationnelle 

A2x + A3x2 ApxP-* +....+ 
(1 - aX)P 

+ 
1 - a ~  (i-=)* 

avec des nombres A,, A,, .... Ap convenablement choisis. 

E2) Soit f un ClCment non dCgCnCd de F3 qui n'est pas du type normal defini dans C4 ; 
ddmontrez que f est Cgal A une fonction de l'un des deux types suivants : 

W(X) = - A, + - + A3x (avec A, # O ,  A, # O, et u, # 4 )  
1 - a,x 1 - a2x (1 - a,x)' 

ou 
A3x2 X ( 4  = - + *2x + (avec A, # O). 

1 - a,x (1 - a,x), (1 - a,x13 

De quel type sont respectivement x2 et x2/( 1 -x) , qui sont deux ClCments non dCgCnCds de F, ? 

E3) Trouvez les ddveloppements en sCrie entikre au point O des fonctions y et x &rites 
ci-dessus. DCduisez-en une description des syst&mes non dCgCnCds E3 (So, SI,  ....., S,) qui n'ont 

pas de solution ; vous devez aboutir un CnoncC du type suivant : pour que ce systkme soit non 
dCgCnCrC et sans solution, il faut et il suffit que S,, SI ,  ...., S, s'expriment au moyen de 4 ou 5 

paramktres que vous pdciserez, selon des formules que vous pdciserez. 
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Soit (al. ......, an, A,, ......, An) une solution de En ; pour tout h = 1. 2, ..., n , on note .4'h la 

somme des Aj correspondant aux indices j tels que aj = ab : par définition le rang r de cette 
solution est le cardinal de l'ensemble formk par les ah tels que A'h # O ; il faut comprendre que 
chaque klément ah de cet ensemble compte pour une unité. même si dans la suite (al, ....... an) il 

apparaît plusieurs fois. Ce rang vaut n si et seulement si la solution est non dkgknCrCe ; il vaut O 
si et seulement si tous les A'h sont nuls. 

F1) Soit r un entier tel que O < r < n ; demontrez que En poss&de une solution dkgCnkrCe 
de rang r si et seulement si le syseme E'n,r forme par les 2n Quations 

LA,aF = S, (pour k =O,  1, .... 2n - 1) 
1=I 

poss&de une solution (al ,  ......, %, A,,  ......, Ar) non dCgCnkrée, c'est-à-dire telle que les 
A, ,  ......, Ar soient non nuls et les al ,  ......, a, distincts. 

F2) On suppose que posskde une solution de rang r (ici O I r 5 n ) ; que pouvez-vous 
dire de Dr = Dr (So. S , .  ......, S2r-2) (lorsque r > O), et des dkterminants Dr+l, D,,,, ....., Dn 
(lorsque r < n) ? Que pouvez-vous dire du rang des autres solutions de En ? 

F3) Utilisez les rksultats de F1 et F2 pour discuter selon les valeurs de S, et S, l'existence 
et le rang des solutions de E3 (1, O, O, O, S,, S5).  

Fin de 1'CnoncC. 


