C.C.P. 2011 TSI Mathématiques 1

Exercice

1-) L'énoncé ne dit pas gdie@st définie sur R.
On pourrait donc considérer quest définie sur R #Z
et, dans ce cafp) etf(m) n'existeraient pas.

Sif est définie sur R, par imparité et périodicité:
~ f(0) =—f(- 0) =—f(0) d'ou &0)=0 eff(0)=0.
o () = —f(—1) = —f(— 10+ 2r) = —f(1) d'olt () =0 et[f(m) =0).

- 13m) _ . (13n _(_3m_ _(3n 13m) _ 3m
Parallleurs,f(Tj—f( 2 —2><2T[)—f(— 4)——f(4) donc f( 4j——1 car - ]o, 1.
2-) > f:=x->signum(x-floor((x+Pi)/(2*Pi))*2*Pi):
plot(f(x),x=-9.4..9.4,discont=true);
1-:—
0.5
3 2 ; i, 3
—ﬂ.ﬁ-;

3-a) - T=2n etco:ZTT[ donc.

~ festimpaire dongOnON, a, = 0|.

. OnON', by =2 f " 10).sinat).ct == [ sin).ct == [_ COS“)TJH = (4]

/g n Jo ntt
* _ _ 4
donc |OnON ', by, =0 etdnON, b2”+1_—(2n+ Il
3-b) - Larestriction dé¢ a ]O,q est la fonction constante égale a 1 sur cetvatter.

Elle est prolongeable par continuité surmilen une fonction de classé.C
Par imparité f est donc de classe ar morceaux sur [ T intervalle d'amplitude &

Commgd est arpériodique sur IRJf est de classe’@ar morceaux sur R

~ fest C par morceaux sur R et est-périodique.
On peut donc utiliser le théoreme de Dirichtediee que

| la série de Fourier deconverge en tout point vers la fonction réguéeis def|.
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- Comme les points de discontinuitéfdeont les éléments d&Z,
OIOR\TZ, §(t) =f(t)
. OOz, () = ft—0) +f(t+0)_1-1
2 2
On en déduit quelf est égale & sa fonction regularisée

= 0 =f(t).

— La série de Fourier deest définie par: $j(t) =ag + 2, [an.cosfiwt) + by.sin(it)].

n=1
Avec les résultats précédents, on obtignit0R, f(t) —% goo ﬂ[é%ﬂ :

3-c) Pourt =%[ 0]o, mq, f(Ej =1 et siE(Zn + 1)%} = sir(g+ nnj =(-1).

Il wentdonc— Z éﬁﬂl 1 dou Z é;—iﬂl al
3-d) La formule de Parseval SECFIHoﬁ"'_ Zl(|an| buf’) = Tf fi(t) .ot

2.5
En tenant compte de la paritéfdeon obtient: nz Z (Zn—il)z i[x T
D'ou Eo(zn—il)z :g :

4-a) OXxORY, :too- e”f(t) est continue par morceaux sur [&[+
+00
L'intégralef e ™ f(t).dt est simplement impropre ero+
0

On va montrer qu'elle est absolument convergente.
OxOR:, OOR:, W) =e™ )| <e™

+00
et on sait quef e™dt converge poux>0 (et vaut ).
0

+o00
Par comparaison en modul§ e™f(t).dt est absolument convergente
0

et, par suite]t a5 e™Xf(t) estintegrable suriﬂi

4-b)  OKON, OtOlkm (k+ 1), f(t) = (-1)
(k+ 1) et (k+ 1) et
OKON, fkn ().t = (1)kf dt = (1)k[
OKON, f(“ "ottt = 1 x (o™ x (1 e
kIt X

‘:‘ (k+ 1)T[ _ ('l)k [e—(k e e—k‘rlx]
X

1-e™

KON, [ eI ety ot = x (e ™K.
kmt
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—TlX

4-c) f e f(t).ct = zf eXit).dt= Y L x (= e ™)

n>0 n=0
Comme [ ™| =e™<1 (car9x < 0),

la série géométrique (—e™)¥ converge et a pour som
n=0

Par suite, fm e ™ f(t).dt = 1
0

+e™"

Donc | [ e (0).dt :%th(%j .
0

gobbobbbuogoogobbbbbdooogobbbbboooooobbobboooad

Exercice 2

1-) [f estdécroissante sur = [ O(x, x)01%, x<x = f(x) =f(x)]|.

1

. €
Note OxOR+, t’]]”x+t

est continue sur [0, 1]

1 ¢ . e
doncj dt est une intégrale définie
o X+t

et, par suitelf est bien définie sur Fll

¢

_

X+ t X+t
Par positivité de l'intégrale définie, on en dédue: f(x) = f(x).

Donc |f est décroissante suri'R

O(x, X)O(RY)?, Otd[0, 1], x<x =

2-a) [OxOR: OxOR: 0OtO[0, 1],

(L € d _ X —Xo).€ 1 |Xx—Xo|€ |x x0|
109 -0 =| [* (55500 =| [ ppesy o = [ papasy o [lea
Donc 1) ~f)| < 2K
2
Si x222>0 alorsxxoz)%>0 et&s%z d'ou DXZE’ F(X) — f(x0)|<—|x—2ﬁ|,

2-b) - OxOR%, f(xo) existe d'aprés la note de la question 1.

lim —|—2—|2€':0‘X° =0

quoxo - o = lim f(x) = f(xo).
DD[ } Fx) — f(X0)|<_IX_2_I e

Par suite, | Ox0R%, f est continue eno|. Autrement dit: |f est continue sur Fll
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3-)

4-a)

4-b)

4-c)

5-a)

5-b)

t 1 1

* € i
OxORs, Ot0[0, 1], 0 <xsx+t<x+1 donc, < - —<—~

Y " 7 * 1 1 t 1 1 I
Par positivité de l'intégrale[IxJR~, <t 1f0 e.dt<f(x) < Xfo e.dt

Soit: | xR+, T 1sf(x) < it
Par suite: OxOR%, " 1 e 1% f(x) < 1 et, comm(;:( él|+r2 1 1,

par encadrement, IirneL xf(x) =1 d'od |f(¥) 7 e; .

X — +00 €—

La fonction exponentielle est continue et dérgatur [0, 1] et:Ot0[0, 1], |€)|=€'<e
L'inégalité des accroissements finis suitf@yvect][0, 1] s'écrit:

OtO[o, 1], F—-€’<eft—0| soit|0t0[0, 1], ' —1|<et| donc| M =e convient.
t

< et
X+ tl‘ X+t

{ 1 1
dt_J et dt J etdt—
0

OxORY, OtO[0, 1],

€ —
X+t

1
d'ou OxOR+, g(x)|sJ
0

Donc |g est bornée sur 111

i
x+t o X+
OxOR, g(X) —f(x) Inx + 1) + Ink)
. ) _ o) , In(1+x)

dou OXI0 1L 100y = In) T ey -

et, commay est bornée sur 10, 1], Ilmlﬂz—% — 1 donc|f(x) 5 — InX)|.
X -

OxOR3, (Relation de Chasles)

dl+t)-dx1_ te
1+1° T (1+1)

Otd[o, 1], h'() = 5 >0 donc|h est croissante sur [0, |1]

1
u, etv, représentent les valeurs approchéef de(t).dt = f(1) par la méthode des rectangles
0

avec une subdivision de [0, 1] eiparties égales (sommes de Riemann).

- Pouru, on s'appui@é gaucheet, commeh est croissante, on obtient une valeur
approchée par défaut.

- Pourv, on s'appuié droiteet, commeh est croissante, on obtient une valeur
approchée par exces.
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5-c)

5-d)

5-e)

OnON", OkO[O, n— 1], DtD[l—( k—l} [0, 1]], h(k) <h(t) < h(k%lj carh est croissante.

k+1 k+1 k+1
Par suite J h(k)dt < J n h(t)dt < J h(k * 1)d
K I kK \n
n n n
k+1
Jn h(t)dt < = h(k+ j .

n

soit: | OnON", CkO[ 0, n—1] %h(%j_

En sommant les encadrements précédentskpraniant de 0 & — 1,
* 1
il vient: OnON", un < f h(t).dt = (1) < V.
0

. s + .
Par suitef(1) appartient a l'intervallauf, v,] de centreunz—vn et d'amplitudes, — up.

1 + 1) _ E: h(lﬁﬂ _h(1) —h(0)

un+vn 1 _i_”‘l (k
<2(V”_U”)_2n kgoh n 2n

Donc (f(1) — par téléscopage.

n + vl _ h(2) —h(0)

2n

OnON', ‘f(l)

th % Y 2 © est une valeur approchéef@e a£ pres des q ad _h 0 <
donc dés quen = 100/h(1) —h(0)].
Or 100p(1) —h(0)] = 50— 2)= 35,9.

2
Uno

% est une valeur approchéef(t) al(r pres pouno = 36.

0°
2

e 72[ 2 h(ske) Z h( 1)} {h(o) Hhid)+ 2325 h(kﬂ: h12o

d'ou |f(1) = 100 avecp=112.
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Exercice 3

1-) . La premiére série est une série géométrique demaiqui converge ssk|| < 1 dond R= 1].
— Pour les deux autres séries on peut utilisexdée de d'Alembert

nlinl l:/—C:1=1 donc et lim %lzl donc.

n — oo

2) OxC]- 1, 1, f(X) = ﬁ .

On sait que la fonction somme d'une série entlera variable réelle est’Gur l'intervalle
ouvert de convergence et que les dérivées g'wigtig par dérivation terme a terme.

OxO}- 1, 11, f'(x)=ﬁ2: > nx'"* done OxT}- 1, 1, h(x)=2”-xnzﬁ2'

nz1 n=1

3-a) Oxd[0, 1[, g(X) = . n.\/l_q.x”‘1 >0 donc|g est strictement croissante sur [0, 1]
n>1

3-b)  OxO[0, 1[, OnON", x"<~/nx" donc|OxO[0, 1[, f(X) < g(x)].

. . 1 .
= T = +oo = .
im0 = lim 7= donc| lim g(x) = +e0

3-0)  g(9) =0 +x+1/25C +9(<).

Donc, poux =0, la courbe passe par 'origine, admet pawgdate la droitg = x
et est localement convexe.

>plot ({sum x*n*sqrt(n),n=1..infinity), x},x=0..1,y=0..3);
3

257
2]
y 15
1
0.5

0 02 04 06 08 1
X
g est continue sur [0, 1[ (fonction somme d'unéesémtiere de la variable réelle)
4-a) g est strictement croissante sur [0, 1[
209([0, 1) = R+
Le théoréme de la bijection permet de dire gadr@et un unique antécédenparg dans [0, 1[.
Autrement dit:| a0, 1], g(a) = 2|.
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4-b) h(0,5) =2 et OxOR+, f(X) <g(x) <h(xX) doncg(0,5)< 2 =g(a).
Commey est strictement croissante sur [0, 1[, on en dépls: .

5 6
4-c)  YA/k(0,6)=191 et 3~k (0,6f=2,03 doufn,=§.
k=1 k=1
6
9(0,6) = X 4/n.(0,6)'2 Y. /k.(0,6)'=2 =g(a) d'oui| 0,5£a<0,6.
k=1

n=1

5-a) OxO1,1[ Y Q/n=an—1X"= Y/nx"= Y /n—1x" car les deux séries sont convergentes.

n>1 n>1 n>1
OxO-1, 1 S @n=yn=1x"= T/nx"= Tanx"*1= T/nx"= T a/nx"*! caryf0x=0.
n=1 n=1 n=0 n=1 n=1
OxO-1, 1, 3 @n=yn=1x"= T /nx"=x 3 A/nx"
n=1 n=1 n=1
Donc |OxO-1, 1, 3 (/n=+/n=1X"= (1 —x).g(¥)|.
n>1

5-b) « OnON, a, :\/Fl —y/n—1>0 donc la série proposée est bien alternée.

an+1_\n+1-/n_an+in-1 . o
OnON, a, _\/l_q—\/nTl_\/l_q+\/nTl<l donc la suiteaf) est décroissante.
1

e Ilim ap= Im ———F———==0
n - 4o n_.+oo—\/F]+ n-1

D'aprés le critére spécial des séries alternéesi/n —/n — 1).(= 1} convergy

n=1

D

On en déduit que le rayon de convergenceZd(s\/ﬁ —+/n—1)X" est au moins égal a 1.

n=1

5-c)  an= L - L o > —}72 diverge
\/F]+\]n_1+oo2\/ﬁ nzln
donc| X, (\/ﬁ —+/n—1).(- 1} n'est pas absolument convergente

n>1
> (/n=+/n=1).1" diverge
n=1

donc le rayon de convergence Ee(\/ﬁ —/n—1)x" est au plus égal & 1.

nz1

Par suite,| le rayon de convergenceﬁe{x/ﬁ —/n—1)X"est égal afl

n>1

5-d) L'intervalle de convergence d@ (\/Fl —/n—1)x" est [-1, 1].
n=1
La fonction somme d'une série entiere de la kbieéelle est continue sur l'intervalle
de convergence doncos- (1 —x).g(x) est continue sur [- 1, 1].

Soit S le réel égal & (\/Fl —/n—1).(- 13, § Iirpl+ 1-x.9x =S

n=1

Par suite| lim g(x) :§D R|.
X —1 2
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