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APPROXIMATION DE LIGNES TRIGONOMETRIQUES
ET DE FONCTIONS CIRCULAIRES

Au Livre T de sa « Composition mathématique » (' Almageste, rédigée au 15° sigcle), Claude Prolémée
entreprend la construction explicite d’une table donnant la longueur d’une corde d’un cercle, dont le diametre
a pour mesure 120 et dont la cirtonférence est partagée en 360 parties $gales, en fonction de I'arc sous-tendu.

La détermination de la fongueur des cordes, puis des lignes trigonoméiriques, donna, au cours des siécles,
matidre & de trés nombreux travaux. Les parties 1 et II proposent d’examiner quelques technigues
d’approximation. Dans la pastie III, on examine quelques résultats citds ou mis i jour par Claude Ptolémée.
Les trois parties sont indépendantes.

Etude de méthodes d’approximation du sinus et du cosinus

Dans cette partie, on suppose que les fonctions circulaires ont €€ introduites au niveau d'un enseignement
de lycée, par exemple par I'image de I'enroulement d’an fil, que le Jien avec la géométrie a été fait (Jes formules
d'addition sont connaes, les éléments de symétrie des courbes représentatives aussi). On admet :

. sinx
lim = | (",
xm i X

I. Montrer que (*) permet d’établir que, pour tout x réel, il existe une fonction € telle que :
,}in}' g(h)y=0 ectpourtouthréel cos (x+ h) wgos x=—hsinx+he(h)

et que les fonctions cosinus et sinus sont dérivables en tout point .

2. Etude d’un schéma d’approximation décentré,
A tout réel ¢ on associe les suites (C, (1) et (S, {)) définies par les relations

Co®) =1, Sg(r)=0 et pourtout entiern= 0 Coa1 (N=C () —185,(t)
Sper ()=t C (1} +S,U5.

a. On s'attend A ce que, pour ! petit, C (¢} et §,(¢) soient des valeurs approchées de  cos (nf)
et sin (af). Pourquoi? (On pourra introduire les suites (U, (1)) et (V,(t)) od U (r)=cosnt et
V,(r) = sin at et les caractériser sous une forme proche de celle de (C, (1)) etde (8,(0)))

b, Calcujer C, (#) et 3;(1).

c. Montrer que, pour tout x £lément de [0 . "g* ]. ona:

X _ e .
x-S SN |~ =X,
6 6 120

d. Vérifier gue, pour tout x £1ément de [{} . % ] .

3
x—w{mésa (»i)ﬂx.
6 3
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¢. Montrer qu’il existe un nombre complexe z{t ) tel que, pour tout entier naturel #, on ait
C, () +i8,(ty={z@)).
Montrer gue pour tout ¢ différentde Oon a:
lim [(C, ) + ((S,(1)F] =+
En quoi ce résultatest-il inquiétant pour la gualité des approximations obtenues?

/. Etudier le comportement de fa suite de fonctions, définies sur [ 0, -g- ] par:

2yn
f,,(x)=(!+!5;).

#

Peut-on espérer que pour » assez grand et x fixé, C, (-,_r_) et 5, (i) soient proches de cos x et
$im x7 n n

g- Donner les valeurs obtenues a ["aide d’une calculatrice programmable pour S, (—éa) et S, (%)

. . A
Comparer avec la valeur fournie par Ia calculatrice pour sin (_3-6)

3, Etude d’un schéma centré.

Dans le schéma précédent, on passe du point de coordonnées (x, cos x) au point de coordonnées
(x+h cos (x+h})., ob cos(x+4) estune valeur approchée de cos (x + A), en suivant fa tangente & la
courbe représentative du cosinus au point de coordonnées (x, cos x). Dans le schéma centsé proposé A
présent, on suit la droite passant par le point de coordonnées {x, cos x) et ayant pour pente la demi-somme
des pentes des tangentes aux points de coordonnées respectives (x, cos x) et (x+ A, cos (x + 4)).

#. En utilisant un encadrement analogue A celui du E2.c., justifier, pour tout x réel, Fexistence d’une
fonction 7 telle que lm‘:} 7 () =@ et que pourtout A réel on ait :
i

cns(x+h)-—casx+§-(sin {x + by + sin x) = b2 m (i),

b. Montrer que, pour tout réel strictement positif £, les relations ;

Loiy=1, Z3(N=0 et, pourtoutentier n =0 | 2T,,,(0+12,,, =20 -3,
i rn+l{f) “2211-1- |(f} ”—rrﬂ{f)_ 2 2,{:)
permettent de définir deux suites (I', (1))} et (X)),

¢, Caleuler I', (1) et I, {1).

d. Montrer que, pour tout ¢ strictement positif, il existe un nombre complexe {(f) tel que pour tout entier
naturef n on ait

L) + 0%, (1) = {L{0)).
¢. Quel estle modulede £{z)?

J. Donner la valeur obtenue a I'aide d’une calculatries pour I, (_!“8%) -



4, Algorithme atilisant la duplication.

La valeur approchée T',(¢) obtenue pour cos s gréce au schéma précédent, pour de trés petites valeurs
de 1, est utilisée dans cet algorithme comme point de départ.

a. Montrer que, pour tout } élément de [ﬂ, mg-] ona:

tZ 2 ;4
l—-z—-ﬁcosrﬁ ] o — =

rz 2 rat

et |-——=lNn=s]oe—z—.
2 2 8

b. Onnote f Papplication x — 2x%~ 1. On pose £ =f et pour tout entier naturel supérieur ou égal
a2 on définit £, par f,=f,. of Justifier que £, {cos )= cos (271).

¢. Calculer, & P'aide de la calculatrice, f| T, (—3—-) . La valeur approchée de cos (f—) obtenue
parait-elle satisfaisante 7 192 | 6

d. Calculer de mémne f, (!", (3%5)) . Comment expliquer ce résultat 7



Appmxiu;aﬁon du sinus comune solution d'une équation. différentielle

Dans cette partie, la fonction sinus est définie comme I'unique solution d’une équation différentielle
du second ordre & coefficients constants satisfaisant deux données mrtaales Une suite est construite sur fe modele
de cette équation.

1. On se propose tout d"abord de reétablir un résultat classique.

On considére I'équation différentielle {E) dont les solutions sont des fonctions f définies sur R et deux
fois dérivables ;
f+f'=0 (E).

Montrer que I'ensemble F des solutions de cette dquation est un espace vectoriel sur IR .
Montrer que les fonctions sin et cos sont des solutions de cette équation.
Montrer que le sous-espace vectoriel de F engendré par sin et cos est de dimension 2,

Pour toute fonction ¢ de IR dans IR deux fois dérivable, montrer qu’on peut trouver deux fonctions
et v, dérivables, telles gue pour tout réel ¢ on ait

u(tdcost+v(t)sinr=¢{)
-u(t)sint+v(t)cost=¢ (1)
e. En déduire que les fonctions sin et cos constituent une base de E
£. En déduire finalement que 1a fonction sin est Ia seule solution de (E) satisfaisani les conditions initiales

fO)=0 et f'/@=1.

AN &P

2. Mise en place d’un schému d’apprfbximatiau. _

a. Si f estune fonction définie sur R et deux fois dérivable, montrer que, pour tout x réel, il existe une
fonction v vérifiant :

’lhin}} v} =0 et pourtout i réel Flx+M-2f+flx-M=KfRO+¥v{p.
b. Pour tont réel 1, on définit la suite (5,{r)}, qu’on notera plus simplement (s,), par:
5,=0, s,=t et pouttoutentier naturel n 2 1, 5,,,— 25, +5,. 1=~ 5,.

Justifier que, comme dans la partie I, on pent s'attendre & ce que s, (-—JE—) soit nne valeur approchée de
; n
sin x.

c. Montrer qu’il existe deux constantes A et B et un nombre complexe z de module 1, dépendant de 7, |
tel que poar ¢ suffisamment petit les termes de la suite {s,) s'écrivent ;
s, = A+B7" .
(On pourra utitiser le fait que I'ensemble des suites réelles (s,) vérifiant 5,, ~ 25,485, =—t'5, est
“un espace vectoriel de dimension 2suriR). '

d. Onnote 8 un argument de z dans imervalle {ﬂ,j—] Exprimer le nombre .f,,( ) en fonction de 8,
puis en fonction de x etde #. 2 n
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La « Table des droites inscrites dans le cercle » de Clande Ptolémée

Dans cette partie, on examine quelques résultats cités ou mis a jour par Claude Ptolémée et qui
interviennent dans la confection de fa table. Le langage utilisé est modeme. Le candidat n’a pas i craindre les
anachronismes, hormis naturellement utilisation prématurée de lignes trigonométriques,., On n’utilisera donc
pas les fonctions sin, cos et tan dans les parties TI.1., HL.2. et TIL3,

L. Détermination de quelques valenrs exactes (exemples),

Dans ta figure ci-dessous, [AB] est le cdté d’un pentagone régulier inscrit dans le cercle de rayon [QA],
[AD]) celui d’un décagone régulier insceit dans Ie méme cercle. (OB) et (AD) se coupent en E.

E

0 A
. Montrer que les triangles OAB, DAB, BOA et BDE sont isocéles.
b. En déduire que ED = QA et que EB = DA. '

c¢. Moatrer que AD = -E-E
OA OE

Montrer que cette égalité permet un calcul explicite de DA en fonction du rayon OA du cercle.
d. En considérant des triangles rectangles de sommet H, montrer que :
AB?=0A?+ AD?.

« Le carré du céré du pentagone est égal & la somme des carvés des cbtés du décagone et de I'hexagone
inscrits dans le méme cercle ».

e. Pour DA, Piolémée fournit la valeur 37" 4! 55, on » indique I'unité (e diamatre est 120”), ke systeme
utilisé étant sexagésimal. Estimer la qualité de 'approximation.
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2. Le théortme de Ptolémée (version moderne). _

m donne quatre points trois i trois non alignés A, B, C, D et la similitude directe o decentre A transformant
- BenC. Onpose: -

o(D)=E.

a. Montrer qu’il existe une unigue similitude directe 7 transformant Ben DetCen Eetque cette similitude
a pour centre A, o E L

b, Endéduireque: AC-BD = AB CE "
puis que :  AC-BD + AD-BC2 AB-CD. _
¢. Montrer finalement que le quadrilatére convexe ACBD est inscriptfbie si ¢t seulement si :
AC-BD+AD'BC=AB~CD; R

3. Une formisle paurles différences d’ares.

b A

a. Montrer gue I'application dans la situation ci-dessus ([AD] est un diamétre donné} du théoréme précédent
permet le calcul explicite de la corde BC lorsque AB et AC sont connues.

b. Dans le cercle de référence (voir introduction), quelle est la longueur de la corde sous-tendant un arc
de 12° 7 On donnera ke résultat dans le systéme sexagésimal utilisé par Prolémée.

Le théoréme précédent permet également d’établir une formule pour les sommes d’arcs. Elle n’est pas
demandée ici.

4. Une formule de dichoiomie.

Dans la figure ci-dessous, {AD] est un diamdtre et les cordes [BC] et [CD] sont de méme mesure. E est
I'image de B dans la réflexion d'axe (AC) et F fe projeté orthogonal de C sur (AD). Exprimer CD en fonction
de BD et de AD,

D FE A

Ptolémée indique qu’il peut, grice & ces résultats, parvenir 2 déterminer la longueur de la corde sous-tendant
un angle de un degré et demi, et méme bien siir de fa moitié de cette valeur, mais qu’il ne parvient pas 2
déterminer exactement la jongueur de la corde sous-tendant un angle de un degré (ce qui se ramenerait a un
probidme de trisection). Il met donc en ceuvre vn procédé d’approximation.

 Tournez la page S.V.P.
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3. Recherche d’une valenr approchée de la corde sous-tendant un angle de un degré.
Des comparaisons fines de rapports d'aires conduisent Ptolémée au résuitat suivant, admis dans ce probléme:

Deux arcs inégaux, AB et BC, dont AB estle plus petit, sont sous-tendus par des cordes croissant en
moindre raison ; B
si AB<BC alors A8 > — {*¥),
\ BC B¢
a. Appliquer le résultat précédent  la corde AB sous-tendant I'arc de 1°, sachant que les mesures trouvées
par Ptolémée pour les cordes AC et AG sous-tendant respectivement les ares de 1930 et 45' sont :

CAC= 17315 et AG=0747 %

b. Estimer ka qualité de 1'approximation.

¢. En étudiant Jes variations de la fonction x — sur un intervalle convenable, et en utilisant

5in x
unt langage moderne, retrouver le résultat (**),



