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Corrigé

Exercice 1

1.

2.1.

2.2,

3.1.
3.2.

3.3.

4.1.

4.1.1.

4.1.2.

4.2,

On rappelle que si 'on identifie .2 (R) a R, alors lapplication (X,Y) — XY définit le produit scalaire

canonique sur ., 1(R). On note || - || la norme euclidienne associée.

e Montrons (1) = (2). SiVX € #,1(R), ’XAX > 0, alors en particulier VX € Sp(A) et X € ., 1(R) non
nul tel AX = AX, on a 'XAX = XXX = )| X|? >0, et donc A\ > 0 puisque || X||?> > 0.

e Montrons (2) = (3). Par théoréme spectral, soit P € O,(R) tel que A = 'PDiag(A1,...,\,)P, ol
A1, ..., A sont les valeurs propres de A. Si ces valeurs propres sont positives, alors on peut poser B =
P Diag(v/A1, - .-, VAP, de sorte que B € .7, (R) et que B? = A.

e Montrons (3) = (1). Si B € %,(R) est tel que B?> = A, alors VX € #,1(R), XAX = XB?X =
X'BBX ={BX)BX = ||BX|* > 0.

L’équivalence des trois propositions est ainsi démontrée.

Classiquement (en considérant le rang et la trace de J), on a Sp(J) = {0,n}, avec Ker(J) I'hyperplan

d’équation >}, xp = 0 et Ker(J — nl,) la droite dirigée par la colonne U € ., (R) dont tous les

coefficients valent 1.

Or pour tous A € R et X € ,1(R), on a manifestement JX = AX <= MX = (a«+1—-X)X. Do

Sp(M) ={a+1,a+1—n}, avec Ker(M — (a+1)1,,) = Ker(J) et Ker(M — (a+1—n)I,) = Ker(J —nl,).

Vu 2.1 et en utilisant la caractérisation (2), on a M € ¥ (R) <= a>n—1.

De plus toujours par 2.1 :

e si a >n — 1, alors 0 n’est pas valeur propre de M, donc rg(M) = n.

e si a =n —1, alors Ker(M) = Ker(J — nl,) est de dimension 1, donc rg(M) =n — 1.

Dans tous les cas, on a donc bien rg(M) > n — 1.

Le théoréme spectral assure que a est diagonalisable en base orthonormale, d’oti 'existence demandée.

Par définition de b, sa matrice dans la base orthonormale Z est symétrique (et méme diagonale), donc b est

un endomorphisme symétrique.

Posons I = {i € [1;n] | A; = 0}.

En décomposant les éléments de E dans la base %, on voit que Ker(a) = Vect({u; | i € I}) = Ker(b).

Remarquons que l'on a a = b?, puisque ces deux endomorphismes coincident sur la base #Z de 3.1. Ainsi

puisque b est symétrique (3.2), on a V (4, 5) € [Lin]?, (i, 2;) = (bles), blej)) = (ei,b%(¢))) = (ei,ale;)) = ai ;.

En particulier si i # j, alors (z;, z;) < 0 par hypothése sur A.

Remarque. Une famille (z1,..., z,) d’éléments d’un espace préhilbertien telle que Vi # j, (2;,2;) < 0 est

dite strictement obtusangle. Les deux questions ci-dessous montrent qu'une telle famille est de rang > n — 1.

Posons IT = {i € [1;n —1] | v = 0} et Iy = {i € [1;n — 1] | v; < 0}, de sorte que I; et I forment une

partition de [1;n — 1] telle que Vi € I1, v; = |y, et que Vi € s, vi = — |74

n—1

Alors l'égalité > viz; = 0p se récrit > |vilzi — > |vilzi = 0g, ou encore > |vilzi = > |vili.
=1 i€l i€ly i€ly i€la

En notant z ce dernier élément, on a (z,2) = (> |vilzi, > |wlzi) = > |vllyl(z, 25)-

el icls (i,j)EIl X 1o
Or (z,z) > 0 et puisque I; et I5 sont disjoints, on a ¥V (4, j) € Iy x Ia, (z;, zj) < 0, donc |v;||7v;](zi, 2j) < 0.

n—1
D’otl nécessairement (z,z) = 0, i.e. z=0pg, et ainsi > |vilzi = > |vilzi + > |vilzi = 2+ 2 = 0.

=1 i€ly i€l
n—1 n—1
On a alors <Z |vilzi, 2n) = (Og, z,) = 0 mais par linéarité, (> |vilzi,2n) = . |7il{(zi, 2n) est une somme
‘ =1 i=1

1=
de termes negatlfs Donc Vi € [1;n — 1], |vil(zi, zn) = 0, i.e. 7; = 0 puisque (z;, z,) < 0.
n—1
On a montré que Y v;z; = 0p = Vi € [1;n — 1], 7, = 0, i.e. que la famille (z1,...,2,-1) est libre.
i=1
On vient de montrer que la famille (b(ey),...,b(e,—1)) est libre, donc que rg(b) = n — 1. Or par 3.3 et le
théoréme du rang, on a rg(b) = rg(a). Donc rg(a) rg(A) > n—1.



Exercice 2

1. e Puisque (Z) est le nombre de parties a k ¢léments dans un ensemble a n éléments, la somme Y, (Z) est
égale au nombre total de parties d'un ensemble a n éléments, c’est-a-dire 2™.
n n
e Par la formule du binome, Y (}) = > (})1F1" % = (14 1)" = 2"
k=0 =
2. Les événements A; ; = [X = i]N[Y = j], pour (,5) € [1;n+ 1]?, forment un systéme complet d’événements,
donc > P(4;;) = 1.
(i.7)€[1;n+1]?

n+1n+1 n+1 n+1
Or par 1, 2. P(Aig) = 22 E af;"y) (] ) =a Z (:21) 2 (jﬁl) = a4". Donc a = .
(i,5)€[Ln+1]? i=1 j= =1 Jj=1
3. e Par formule des probabilités totales sur le systéme complet d’événements ([Y" = j])je[i;n+1], O @
n+1 B ( n ) n+1 (an)

Vie[lin+1], P(X =i) = ZIP([Xzi]ﬂ[Yzj])— sy Zl ;1) = "5~
=

j=
P

e Par symétrie, Vj € [I;n+ 1], P(Y =

o AinsiV(i,5) € [I;n+1]%, P([X =4 N[Y = j])w =P(X =19)PY =j).
Les variables X et Y sont donc indépendantes.

4. La variable Z = X — 1 est a valeurs dans [0;n] et Vk € [0;n], P(Z

suit la loi binomiale de paramétres n et p = 1 En particulier, E(Z

k) = P(X :k—i-l):(Z)%k.DoncZ
) =75 et V(Z) =17
On en déduit par linéarité de I'espérance que E(X ) =E(Z)+1 = 5 +1, et par la formule donnant la variance
d’une transformation affine que V(X) = V(Z) = 7.
5. e Par définition des coefficients binomiaux, les parties de A de cardinal r sont au nombre de (p :fq).
e Partitionnons A en deux parties A; et Ay de cardinal p et ¢ respectivement.
Pour tout k € [0; ], le nombre de parties de A de cardinal r et comportant exactement &k éléments de A;

et donc r — k éléments de As) est égal & (P)( 2,), puisqu’il y a autant de telles parties que de couples
g 2)(,.2,), puisqu’il y p q p
constitués d’une partie de Ay de cardinal k et d’une partie de Ay de cardinal r — k.

T
Ainsi, la somme ) (i) (Tﬁk) est égale au nombre total de parties de A de cardinal r.
k=0
L’égalité demandée résulte de la comparaison des résultats des deux points précédents.

6. Le cas p = ¢ = r = n dans 'égalité de 5 donne i (") = i (2)2 = (2n) puisque (}) = (,",)-
k=0

7.1. Les colonnes de la matrice B sont toutes non nulles et proportionnelles & la colonne des coefficients binomiaux
(;,",) pour 1 <i < n+1, doncrg(B) = 1.
n+1

74, OnaTe(B) = 3 B(X =i [y =i) = &S0 (") = G) par .

Exercice 3

Question de cours : On a dim(.%,) = w et dim(e7,) = n("Q_l).

Partie 1

1. Le sous-espace . de .#5 est de dimension 3 (question de cours) et constitué de matrices diagonalisables
d’aprés le théoréme spectral.

2. On vient de voir que %, contient un sous-espace de .#5 de dimension 3, et il n’en contient pas de dimension
4 puisque le seul sous-espace de .#2 de dimension 4 est .#5, et ce dernier n’est pas inclus dans %y (par
exemple la matrice élémentaire Fy o de .#5 n’est pas diagonalisable, puisqu’elle a pour unique valeur propre
0 sans étre la matrice nulle). Donc la dimension maximale d’une sous-espace de .#5 inclus dans 25 est 3.

3. Méthode 1. En exhibant deux matrices diagonalisables dont la somme ne I'est pas (la question 1 de la partie
2 donne un exemple), on montre que % n’est pas stable par somme, donc n’est pas un sous-espace de .#5.
Méthode 2. Vu 1 et 2, si 95 était un sous-espace de .#5, ce serait un sous-espace strict de .#5 contenant .5,

donc on aurait . = % au vu des dimensions. Or il existe des matrices diagonalisables non symétriques
(par exemple celles données dans la question 1 de la partie 2), d’ott une contradiction.



4.

5.1.

5.2.

5.3.

Un sous-espace de .#5 contenant %, contient strictement .# par 1 et 3, donc est de dimension p telle que
3 < p<4,ie. est de dimension 4. Ainsi le seul sous-espace de .#5 contenant %5 est .#>.

b
d

Ainsi Q) = A_l(Rj_) est I'image réciproque d’un ouvert par une fonction continue donc €2 est un ouvert, et
F = A71(R,) est 'image réciproque d'un fermé par une fonction continue donc F' est un fermé.
Soit M = (a b) € Mo.

c d
Le polynéme caractéristique xys = X2 —(a+d)X + (ad—bc) de M a pour discriminant (a+d)? —4(ad—bc) =
(a — d)? + 4bc = A(M). D’out la discussion suivante :

L’application A : <ch ) + (a—d)? +4bc est polynomiale en les coefficients des matrices, donc est continue.

e Si A(M) >0, alors x»s admet deux racines distinctes dans R, donc M est diagonalisable (son polynome
caractéristique est scindé a racines simples sur R). Donc 2 C %».

e Si M est diagonalisable, alors yjs est scindé sur R, donc admet deux racines réelles, ce qui implique
A(M) > 0 (sinon, xs aurait deux racines complexes conjuguées non réelles). Donc %, C F.

Méthode 1. On utilise la caractérisation séquentielle des ouverts/fermés :

o Les matrices %ELQ ne sont pas diagonalisables (cf. 2) et convergent, quand n tend vers +o0o, vers la matrice
nulle, qui est diagonalisable. Cela montre que %, n’est pas ouvert (la matrice nulle appartient & %5 mais
pas a U'intérieur de ).

e Les matrices %El,l + E1 2 sont diagonalisables (car elles ont deux valeurs propres distinctes % et 0) et
convergent, quand n tend vers 400, vers la matrice E 2, qui n’est pas diagonalisable (cf. 2). Cela montre
que 2 n’est pas fermé (la matrice E; o est adhérente a %, sans appartenir a %).

Méthode 2. On utilise la question précédente :

e On montre que 'adhérence Q de Q est F et que l'intérieur F de F est Q : les inclusions Q C F et Q C F
sont évidentes, et les deux autres résultent de la vérification de ce que toute matrice M telle que A(M) =0
appartient a la fois & 'adhérence de Q2 et de A5 \ F' (...).

o Si Py est fermé, alors on déduit de 5.2 que Q C %, C F, donc que %o = F par le point précédent. C’est
absurde puisque par exemple, 15 € F'\ %s.

e Si 95 est ouvert, alors on déduit de 5.2 que Q C %, C F , donc que %5 = () par le premier point. C’est
absurde puisque par exemple, Iy € % \ .

Partie 2

1.1.

1.2.

Les matrices A et B sont triangulaires, donc leur polynéme caractéristique est scindé et a pour racines leurs
coefficients diagonaux, & savoir —1 et 1 de multiplicité 1 et 0 de multiplicité n — 2.

La dimension du sous-espace propre associé & une valeur propre de multiplicité 1 est nécessairement égale a
cette multiplicité. De plus, les matrices A et B sont de rang 2, donc leur noyau est de dimension n — 2 par
théoréme du rang, soit la multiplicité de la valeur propre 0.

Ainsi A et B ont un polyndme caractéristique scindé et tous leurs sous-espaces propres sont de dimension
égale & la multiplicité de la valeur propre associée, donc A et B sont diagonalisables.

Las matrices A et B sont dans %, mais leur somme A 4+ B = 2E; 5 n’y est pas (puisqu’elle a pour unique
valeur propre 0 sans étre la matrice nulle), donc %, n’est pas stable par somme, donc %, n’est pas un
sous-espace de .#,.

. Soient A € Sp(N) et X € 4, 1(R) non nul tel NX = AX. On aalors XX NX = XX X = \||X||?, et par ailleurs

puisque ‘N = —N, on a 'XNX = - X'NX = —(NX)X = -A'XX = —)|| X||%. Donc A|X||> = =X X||?, et
comme || X||? # 0, on a nécessairement A\ = 0. Cela montre que Sp(N) C {0}.

. e Par 2, une matrice a la fois antisymétrique et diagonalisable est nulle : en effet une telle matrice N est

semblable & la matrice nulle (matrice diagonale de coefficients diagonaux la seule valeur propre possible
de N), donc est égale a la matrice nulle. Ainsi %, N o, = {(0)}, et donc a fortiori SN .7, = {(0)}.

e La formule de Grassmann donne alors dim(S)+dim(7,) = dim(S®.<%,) < dim(.4,), donc nécessairement
dim(S) < dim(.,) — dim(e,) = “0H.
n(n+1)

Ainsi, un sous-espace de .#,, contenu dans %, est nécessairement de dimension d < ——5—, et le sous-espace
-, est un exemple de tel sous-espace (par théoréme spectral) réalisant le cas d’égalité.
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5.2.

5.3.

5.4.

e L’application fp est clairement linéaire (c’est d’ailleurs affirmé dans ’énoncé) de ., dans 4, et telle
que fpo fp-1 = fp-10 fp=1d 4, . Donc fp est un automorphisme de .#, de réciproque (fp)~! = fp-1.

e Ainsi fp induit un isomorphisme de ., sur fp(#,) = #p, et donc par le théoréme du rang appliqué a
cet isomorphisme induit, dim(.*p) = dim(.#7,).

Toute matrice semblable & une matrice diagonalisable est diagonalisable (par transitivité de la relation de

similitude), et on a ., C 2, par théoréme spectral, donc .Sp C Z,.

e Vu4.2 ona.p C %, pour tout P € GL,,(R), autrement dit U “C ..
PEGL,(R)
e Par définition, pour tout M € %, il existe P € GL,(R) et D € ., diagonale telle que M = P~1DP,

donc telle que M € .¥p (puisqu’une matrice diagonale est symétrique). Ainsi &, C U .
PeGL, (R)

Par double inclusion, on a donc bien ’égalité demandée.
La famille %, constituée des matrices E; ; + E;; pour (i,j) € [1; n]? tels que i < j, est une base de .7,.

e Méthode 1. L’interprétation matricielle des opérations élémentaires sur les lignes et colonnes des matrices

montre que la matrice P_leP se déduit de T; ; en multipliant sa j-éme colonne par 2 et sa j-¢éme ligne
par % Donc P_ITZ‘JP = 2(E,‘7j + Ej,i).
Méthode 2 (en suivant lindication). Si ¢ est 'endomorphisme de R™ de matrice 7; ; dans la base canonique
€ = (e1,...,e,) de R" alors P71T; ; P est lamatrice de o dans la base 2 = (e1, ..., €j-1,2€j,€j11,--.,€n).
Or vu Tj;, on a @(er) = Opn si k & {i,7}, p(e;) = 4e; = 2(2e;), et p(ej) = e;, donc p(2e;) = 2¢;, d’or
P7IT ;P = My(p) = 2(Eij + Ej;).

e Comme T;; est semblable a une matrice symétrique (réelle), T; ; est diagonalisable (cf. 4.2).

e Soit M = E >\z',jTi,' € 7.

1<i<j<n
Le coefficient d’indices (ig, jo) € [1;n]? dans M est X, j, si io < jo, ou 4\j, 4, si G0 > jo. Ainsi si M = (0),
ou plus généralement si M € .%},, on a nécessairement \; ; = 4\, ;, i.e. A;; = 0, pour tous 1 <7 < j < n.
On en déduit a la fois que .7 N .7, = {(0)}, et que la famille (7} j)1<i<j<n est libre, donc est une base de
T, de sorte que dim(.7) = @ (cardinal de cette famille).

e Ainsi les sous-espaces .7 et .7, sont en comme directe, et par la formule de Grassmann, dim(.7 @ .%},) =
dim(.7) + dim(.#4,) = @ + w =n? = dim(.4,), donc T & .S, = My,

e Vu 5.1 et les deux points précédents, la famille constituée des matrices T; j, pour 1 <@ < j < n, et des
matrices F; ; + Fj;, pour 1 <1 < j < n, est une base de .#,. Et vu 5.2 et le théoréme spectral, toutes
ces matrices sont diagonalisables.

Si un sous-espace de ., contient Z,, alors il contient une base de ., par 5.3, donc il est égal & .#,,. Ainsi
le seul sous-espace de .#,, contenant %,, est .#,,.

Exercice 4

1.

La fonction suivante retourne le résultat demandé pour toute liste d’entiers naturels non vide :

def maxi(L):
res = L[0]
for k in range(1,len(L)):
if L[k] > res:
res = L[k]
return res

. La fonction suivante retourne le résultat demandé pour toute liste d’entiers naturels :

def ind(L):
res = []
for k in range(len(L)):
if L[kx] != 0:

res.append (k)
return res

. Par exemple (avec la méme restriction qu’en 1) :



4.1.

4.2.

5.1.
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def nb_oc(L):
M = maxi(L)+1
res = [0]*M
for k in range(len(L)):
res[L[k]] += 1
return res

Lors de 'appel nb_oc (L) avec la fonction nb_oc telle que définie en 3, la liste L est parcourue une premiére
fois pour déterminer M, puis une seconde fois pour le remplissage de la liste res. Donc la liste L est parcourue
deux fois en tout.

Le nombre n = 2 trouvé en 4.1 est indépendant de M.

On trouve Ly = [1,4,3,3,2,2,3,1,1,0], Ly = [1,4,3,3,2,2,3,1,1,0] = L1, et donc par récurrence immédiate,
Ly = Ly pour tout k > 1.

La liste B proposée ne peut pas étre la liste L1 d’une suite de Robinson puisque par construction dans une
telle liste, les valeurs 4,,..., 12,71 présentes dans les cases d’indice impair vont en décroissant.

Les listes Lg correspondant a une telle liste L1 sont toutes les listes constituées de deux « 4 » et d’'un « 0 »
(et de rien d’autre). Il y a donc trois possibilités : [0,4, 4], [4,0,4] ou [4,4,0].

Par exemple (avec la méme restriction qu’en 1) :

def rob(A,n):

L=A
for _ in range(n):
T = nb_oc(L)
I = ind(T)
L=1[]
for i in I[::-1]: # I[::-1] est la liste I renversée, i.e. [i_r,...,i_1].
L.append(T[i])
L.append (i)
return L



