Ecoles Normales Supérieures Ulm, Cachan, Lyon

Mathématiques 2002, PC

Etude qualitative de I’équation de Hill.

Corrigé
L’objet du probléme est I’étude qualitative des équations de Hill
u'(t) +qt)u(t) =0, u”’{t)+ N+qt)u(t) =0
ou ¢ est une fonction continue 27 périodique et A un scalaire réel.

Propriétés élémentaires

1. La fonction t — (uguj — ujuy)(t) est dérivable et (ug,u1) étant des solutions de (H), sa dérivée
est identiquement nulle sur R. Cette fonction est donc constante sur R et sa valeur en 0 donne
(upuy — uhuy)(t) = 1, pour tout ¢ réel.

2. Notons S I'espace vectoriel des solutions de (H) et définissons L € £(S,C?) par

Par définition de M, il vient L(ug) = L(u1) = 0, ce qui entraine que L = 0 (car (ug, u1) est une base de

() = (o)

Soit u € §. Définissons pour tout t € R, u(t) = u(t + 27). La fonction ¢ étant 27 périodique, la fonction

§), donc pour tout u € S

t — u(t) est élément de S et la relation précédente se traduit par

u(0) u(0)
Yues ~ =M
' (u'<o>> (u'<o>
De plus S : u — @ est un automorphisme de S. On peut appliquer cette derniére relation & S*, pour tout
k € Z. 11 vient, pour tout k € Z

() = (o)

uo(2m)  wp(2m)

up(2m)  wh(2m)

u7(0) = 1, u{(0) = u1(0) = 0 et la fonction ¢ étant réelle entrainent que les fonctions ¢t — wug(t),t — uq (¢
1 0

On remarquera que la matrice M = ( > est réelle. En effet, les conditions ug(0) =

sont réelles. Sa trace D est donc réelle et la question 1 donne que det(M) = 1.

3. a) Le polynome caractéristique de M est Py (X) = X? — DX + 1. Lorsque |D| # 2, il admet deux
racines distinctes (réelles ou complexes conjuguées) et la matrice M est diagonalisable.

b) Lorsque D? > 4, le discriminant de Pj; est positif : les deux valeurs propres sont réelles, distinctes,
de produit égal & 1. Une des deux est de module supérieur a 1 et "autre de module inférieur a 1.
Lorsque D? < 4, le discriminant de Py; est négatif : les deux valeurs propres sont complexes conjuguées
de produit égal & 1. Elles sont donc de module égal & 1.

Lorsque D? = 4, le discriminant de Py; est nul : les deux valeurs propres sont confondues et égales & 1
ou —1.

4. a) La suite est définie par X° = U et par la relation de récurrence X*+! = MX* = M*U, valable
pour tout k € Z.
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b) Lorsque |D| < 2, la matrice M est diagonalisable dans C et ses valeurs propres sont de la forme

e’ e Soit P la matrice de passage de la base canonique dans une base de vecteurs propres, et A la

matrice diagonale semblable & M. Alors, pour tout k € Z
Xk =pAkp~ly

ce qui entraine que la suite (X*) reste bornée.

c¢) Lorsque |D| > 2, la matrice M est diagonalisable dans R et ses valeurs propres sont de la forme
{\, 1/A}, avec |A| > 1. Soit P la matrice de passage de la base canonique dans une base de vecteurs
propres, et A la matrice diagonale semblable & M. Alors, pour tout k € Z

X* = PARKP7IU) = PAMV

avec V # 0 car U # 0. Lorsque k tend vers 400, au moins une des deux coordonnées de A*V n’est pas

bornée.

d) Lorsque |D| = 2, les valeurs propres sont {—1,1}. Sur C, la matrice M est semblable & 1'une des deux

11
A‘(o i1>’ A

matrices suivantes :

I
A/~
o H

iR
=
iR
~_

Dans le premier cas

ce qui entrainera si V = P~1U = (g)

Xk = (£1)P (O‘ JFBW)

Cette suite sera bornée si et seulement si 3 = 0.
Enfin, toutes les suites (X*) resteront bornées si et seulement M est diagonalisable, donc semblable &
415, donc égale a +1.

u(0

Remarque : Si S € L(S) est application u — u définie dans la question 2, alors ( 7

u'(0))

> est un vecteur
propre de M associé & la valeur propre A si et seulement si u = Au.

5. a) Lorsque |D| < 2, la matrice M admet deux valeurs propres complexes conjuguées, distinctes, de
module 1. L'une d’elles s’écrit donc A\ = 2™ avec a €]0,1/2[. Par la remarque précédente, soit u € S

tel que w = Au (ce qui correspond & (u?((()(; ) > vecteur propre de M associé a la valeur propre \). Posons
w(t) = e~ ty(t). Alors

w(t + 2m) = e 2Nyt 4 27) = e u(t) = w(t)

Ainsi, il existe un élément non nul de S de la forme t — u(t) = e **w(t), avec w 2w périodique et
a €]0,1/2].
b) La matrice M étant réelle, le vecteur (g,((%))> est un vecteur propre associé & \, ces deux vecteurs

étant indépendants. La famille de fonctions (u, @) est ainsi une base de . Comme |u| = |w| et que w est
bornée, tous les éléments de S sont bornés sur R.

Remarque : ce résultat est a rapprocher de la situation de 1’équation u” + w?u = 0 (w € R), dont le
discriminant de ’équation caractéristique est négatif, et dont toutes les solutions sont bornées.
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Nombre de zéros des solutions réelles de (H)
6. a) Supposons qu'’il existe tg € R tel que y(to) = yo(to) + iy1(to) = 0. Donc yo(to) = y1(to) = 0. Ainsi
les vecteurs (yo (t0)> et (yl (t0)> sont liés en contradiction avec (yo, y1) libre.

Yo(to) v (to)
b) La fonction y ne s’annulant par sur R, p(t) = |y(t)] = /y2(t) + 33 (t) est une fonction de classe
C?(R,R) et le théoreme du relévement entraine que v_ e®® avec ¢ € C*(R,R).
¢) Le calcul de wronskien de (yp,y1) donne
pcos ¢ psin ¢

Wy07y1 = = p2¢l =C 7& 0

p cosp —pgd'sing p'sing + pd’ cos ¢ ‘
d) Comme (yo,y1) forme une base de I'espace des solutions réelles de (H), toute solution s’écrit sous la
forme u = ayy + by;. Donc

s i) = Apeos(s )
———cos ———sin¢ | = Apcos(¢p —
R R P 0

e) Par la question 6.c), la fonction ¢ définit un C! difféomorphisme de R sur ¢(R).

u= a2+b2p<

Supposons qu'il existe une solution réelle de (H) s’annulant une infinité de fois. Cela signifie qu’il existe
¢o et une suite (t) de réels distincts tels que ¢(tx) = ¢o + (2nx +1)5. Les éléments étant distincts, ¢(R)
n’est pas borné.

Soit u une autre solution de (H) ; la fonction u s’écrit u = Ap(cos(¢ — ¢1)) et

u(t)z()(:)teqh—i-g—i-ﬂz

Cette équation admet une infinité de solutions car ¢ est bijective de R sur ¢(R) non borné.

7. D’aprés la question 5, (H) posséde une solution de la forme y : t — e‘“w(t), avec a €]0,1/2[ et w 27
périodique. Soit yg sa partie réelle et y; sa partie imaginaire.

e si w s’annule, alors w s’annule une infinité de fois (par périodicité), ainsi que yg et yi.

e si w ne s’annule pas sur R, par la question 6, on peut écrire w = pe'?, ot1 p et ¥ sont des fonctions de
classe C2.

La fonction w étant 27 périodique, la fonction p I'est également et il existe n € Z tel que pour tout ¢ réel

Pt 4 2m) = P(t) + 2nw

Ainsi y(t) = a*tp(t)e™® et yo(t) = p(t) cos(at + (t)) = p(t) cos(h(t)).
On a
h(t +27) — h(t) = 2(a +n)m = h(2kw) — h(0) = (o + n)2kw # 0
(car « €]0,1/2[). Ainsi |kllim |h(2k7)| = oo, et comme h est continue, il vient A(R) = R. Ainsi
— 400

yo(t) = p(t) cos(h(t)) s’annule une infinité de fois sur R tout en n’étant pas identiquement nulle. Par la
question 6.e) il en est de méme de toute solution réelle de (H).

8. a) Si lon suppose qu’il existe une solution réelle de (H) n’ayant qu'un nombre fini de zéros
(éventuellement nul), par la question précédente |D| > 2. On sait que M admet au moins une valeur
propre réelle 5 et soit ¢ un vecteur propre réel de S associé & 8. Par définition de S, ¢(t + 27) = Bo(t),
pour tout t € R.

Si ¢ posséde un zéro, alors elle en possede une infinité par la relation précédente. Ainsi ¢ ne s’annule pas
sur R et quitte & changer ¢ en —¢ on peut supposer ¢ > 0 sur R (et donc 5 > 0).

b) Le raisonnement précédent montre que toute valeur propre de M est positive, donc que D > 2.

c¢) Un calcul immédiat donne ¢” + ¢’ + ¢ = 0 et comme o(t + 27) = In3 + o(t), il vient que o’ est

27 périodique. Enfin

27 27
0= / (" + 0 +q) = [a’]?f +/ (6" +q)
0 0
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donc
27 27
/ q:—/ O’IQSO
0 0

27
Si / g = 0, alors, par continuité et positivité, 0’ = 0 = ¢ = 0 = ¢ = 0. La réciproque est immédiate.
0

d) Par la relation ¢’ 4 0’ + ¢ = 0, il vient, pour w € C3_(R,R)

2 27
/ qu — _/ (0'” +0,12)w2
0 0

Par une intégration par parties

27 9 27 27
™
/ o"w? = [o'w?] —2/ odww' = —2/ o'ww’
0 0 0

Ainsi
27 27 27
/ (w'? — qu?) :/ (w'? — 20" ww’ + o"*w?) :/ (w' — o'w)? >0
0 0 0
Donc
27 2
[ [T
0 0
/ w /
Le cas d’égalité est équivalent & w’ — c’'w =0ou w’ — Zw =0, soit [ — | =0 ou w = \o.
g q

9. Supposons qu’il existe une solution réelle de (H) qui ne s’annule qu’un nombre fini de fois. Par la
question 8.d) appliqué & A\ + ¢, il vient pour la fonction w de I’énoncé

2m 2m 2m 2m
/ (g +Nw? < / w? & / Mw? < / (W' — qu?)
0 0 0 0

27 5 27 27
T
/ w'? = [ww/]o _/ ww' = _/ ww'
0 0 0

o o 2
/ (w'Q—qu):_/ w(w”+qw)=0;”/ w? <0=X<0
0 0 0

Or
et

en contradiction avec 1’énoncé.

10. On suppose que 'on continue & travailler sur les solutions réelles de (H).
Dans I’équivalence demandée, une implication est triviale, I’autre n’est que la contraposée de la question
6. e)

Notation. On notera Po (resp. Poo(N)) la propriété «il existe une solution réelle de (H) (resp. de (H)))
non nulle, s’annulant une infinité de fois» .

11. a) On pose h = ¢’ — ¢’ + )\fot ¢. En dérivant h (et par les définitions respectives de ¢ et
réelles), il vient A’ = 0, donc pour tout z, h(z) = h(0) = 0.

b) Par la question 8.a), on sait que ¥(0) = ¢(0) > 0. On suppose que 1) admet un zéro sur R™*. Soit

{t >0 9(t) =0}

Par continuité de v, il vient ¢(ty) = 0 et pour la méme raison (continuité de ) to > 0, car ¥(0) > 0 et
donc ¢ (z) > 0 pour z € [0, ¢ .
De plus

V/(to) = tim 2

t—ty t—to

<0
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Mais, la question précédente
to

o(to)V' (to) ==\ | o

0
to
avec ¢(tg) > 0,—A <0, et ¢ > 0 ; donc ¢’ (tg) > 0. C’est une contradiction.

0
et on conclut que ¥ ne s’annule pas sur R.

*

On fait de méme sur R™

¢) Il suffit d’appliquer la question 10 avec (H)) pour conclure que les solutions réelles non nulles de (H)),
avec A > 0, ne s’annulent qu'un nombre fini de fois sur R.

12. Soit w une solution non nulle de (H). Supposons que u posséde deux zéros tg < t1. Comme u(ty) = 0,
alors u/(tp) # 0. Supposons u'(tg) > 0. La fonction u est strictement croissante au voisinage de tg, et
donc ne s’y annule pas. En reprenant un raisonnement identique & celui de la question 11. b), il existe
s,t0 < s <ty tel que u(s) =0 et u(t) > 0, pour ¢ €]to, s[.

tui—t)s < 0 (car ne peut s’annuler). Mais, comme u” = —qu > 0 sur [tg, 5], la
fonction 1’ y est croissante. Contradiction.

Dans ce cas, u'(s) = lim
t—s—

On fait un raisonnement analogue si 1’on suppose que u'(tg) < 0. Ainsi les solutions réelles non nulles de
(H) s’annulent au plus une seule fois.

13. a) On remarque que par continuité et périodicité de ¢, ¢(R) = ¢([0, 27]) = [a 5]. Notons
A={XeR|-Px(N)}
e soit A < —(3. Alors ¢ + A < 0 et par la question 12, on a =P (A). Donc

] —o0,—p[Cc A

1 2m 2m
e soit A > —2—/ g, ou / (A4 q) > 0. Par la contraposée de la question 8. ¢), on a Py (N), donc
™ Jo 0

1 27
AC]_OO7_%/O q]

Ainsi A est une partie non vide majorée de R ; elle admet une borne supérieure A et

1 27
—maxqg)\og—%/ q
0

Lorsque A > Xg, alors A ¢ A et les solutions réelles non nulles de (H,) s’annulent une infinité de fois.
Lorsque A < Ag, par définition de g, il existe \; € A tel que Ay > A. On applique la question 11 en
remplagant ¢ par ¢ + A1 et A par A — A1 ; on a alors =Py (\) et les solutions réelles non nulles de (Hy)

ne s’annulent qu’un nombre fini de fois.

Etude de (H,)

Notons

M) = (“OA(%) Ul,\(27r)>

Uy (2m) w5 (2m)
On admet que A — M(\) et A — D()) sont des fonctions continues.

14. Pour tout A < Ag, on a =Py (N). Donc par la question 8. b), on a D(A) > 2 et er continuité
D(No) > 2.

15. a) Par le cours, on peut écrire
O\ = a()\)u(p\ + b()\)up\

avec (a(A), b(N)) = (¢(0), ¢4 (0)) qui est non nul. On peut ainsi diviser par y/a(A)? + b(X)2.
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b) Soit (a,) une suite de réels tendant vers Ag par valeurs inférieures. La suite (a(aw,) + ib(ay,)) est une
suite bornée du cercle unité. Par compacité, on peut en extraire une sous suite convergente vers ag + ibg
du cercle unité.

¢) Comme |ag + ibg| = 1, la fonction v n’est pas identiquement nulle. On sait alors que

lim =X => lim u =u lim w =u
et Hn 0 e Ofin, O’\U’n—»+oo 1pin 1o

(cette convergence étant simple) et donc HETOO bun = .

Comme pour tout ¢ réel, ¢, (t) > 0, on a 1(t) > 0. Mais s’il existe to € R tel que 9(to) = 0, alors
on sait que ¢'(tg) # 0 et au voisinage de tg, ¥(t) change de signe puisqu’équivalent & (¢ — to)¢’ (to).
Contradiction. Ainsi pour tout ¢ € R, ¢(t) > 0.

d) On prend S(¢x) = B(A)px ou
dN)\ o falV)
M) (bu)) =5 (bu))

On applique cette relation a A = p,, et on fait tendre n vers 'infini. On obtient :

. _ . a(A)\ _ [ ao
S Mpn) = M), lim (b()\)> = <b0>
Or (ag,bo) # (0,0), par exemple ag # 0. Notons (co, dp) la premiére ligne de M ((\g)). Alors

lim  B(pn)a(pn) = coao + dobo, nl{gloo a(pn) = a0 #0

n—4oo
Donc

. coag + dobo
1 n) = = —
n—l}_{loo B(M ) ﬁO ag

Comme pour tout n, S(p,) >0, on a Gy > 0. Et, de plus,

oo (i) = (3y)

ce qui entraine que Gy # 0, donc Gy > 0.
Pour terminer cette relation appliquée & 1 donne Sy, (v)) = Bot), c’est-a-dire

vt € R, (t +2m) = ot (t)

16. a) Si D(\g) = 2, alors M()\g) admet une valeur propre double Sy = 1, en contradiction avec 1’
hypothése de la question. Donc D(\g) > 2 et

o = D(X\o) +5\2/D2()\0) —4, ce{-1,1)

La fonction A — D(\) étant continue, il existe un intervalle I contenant Ao, tel que pour tout
A€ I,D(X\) > 2. On pose alors, pour A € T

D(X\) +e/DZ(\) — 4

BN = .

, avec le méme ¢ € {—1,1}

Ainsi A — B()) est continue sur I et vérifie les conditions demandées.

b) Comme By # 1, M()\g) admet deux valeurs propres distinctes et M(\g) # [pI. L’application

e(A) d(N) > . , . ( A(N) > ( A(N) > Lo .
A— M(A) = est continue. L’équation M (A = B(A est équivalente a
( ) (e()\) f()\) q ( ) B()\) ﬁ( ) B()\) q

un systéme de deux équations & deux inconnues, systéme de rang 1, puisque D(A) > 2. On sait que

A= Ao eo  fo

lim M(\) = M(Xo) = (CO d0> £ Bol
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donc

co # Bo ou dg # 0 ou eg # 0 ou fo # Bo

Supposons que ¢y # . 1l existe alors un voisinage ouvert Jde Ay contenu dans I pour lequel ¢(\) # B(A).

(§8§> N (6@?%@))

Si dy # 0, on prendra le méme vecteur. Si ey # 0 ou fy # [y, on prendra

(84) - (")

c) Si A € JA > )\, ¢ est solution de (H,) et vecteur propre de Sy, donc ¢* = B(N\)¢*. Si ¢* ne
s’annulait pas une fois sur [0, 27], elle ne s’annulerait pas sur R, en contradiction avec A > Ao.

On pose alors

17. Soit (A,) une suite de J qui converge vers Ao par valeurs supérieures. Pour tout n € N, il existe
tn € 10,27 tel que ¢ (t,) = 0.
On extrait une sous suite (tx, ) qui converge vers tg € [0, 27]. On a alors

M () = A(Ak, )uor,, (tk,) + Bk, Juix,, (tr,)

Par continuité des fonction A et B ainsi que des applications (X, t) — ugx(t) et (A, t) — u1a(t), il vient

lim @M (tg, ) = A(Xo)uor, (to) + B(Ao)uix, (to) = yib(to)

kyp——+o00

Donc ¥(tp) = 0 en contradiction avec la question 15. ¢).
Ainsi By =1 et D(N\g) = 2.

1 27 1 27
18. Si \g = —%/ q, alors %/ (g4 M) =0 et A\p € A et par la question 8. ¢) ¢+ Ao = 0.
0 0
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