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Avertissements : ceci n’est pas LE corrigé mais UN corrigé.
Il y a dans tous mes corrigés des erreurs potentielles ou des choses qui ne sembleront pas claires...me
contacter le cas échéant !

(1)

(5)

PREMIERE PARTIE

Pour tout x € R", Mz = uv’x = (v,x)u € Vect(u). On en déduit que Im(M) C Vect(u) et
comme M # 0, que ‘ Im(M) = Vect(u) ‘ et que ‘ rg(M) =1 ‘

L’image d’une matrice étant engendrée par ses colonnes, on en déduit de suite que [rg(J) =1
Soit u # 0 tel que Im(K) = Vect(u). Chaque colonne K; de K est un multiple de u. Pour
J € [1,n], soit v; € R tel que K; = v;ju. En notant v = (Ul vn)T, on a v # 0 et on observe

de suite que .

Supposons uv’ = xy”. Comme Im(uv’) = Vect(u) et Im(xy”) = Vect(x), il existe A # 0 tel que
u = Ax.
En raisonnant de méme avec les matrices transposées, il existe u # 0 tel que y = uv.

1
On a alors uv? = Apuv? donc p = 1/X et finalement |u = Ax et y = —v |,

La réciproque est évidente.
(a) On a K = (u;v;)1<i,j<n donc

Tr(K) = Zuivi = (u,v)|
i=1

(b) On a

K? = uvluv? = u(u, v)v? = (u,viuv? = Tr(K)K |

(c) [Si Tr(K) # 0|, le polynome scindé a racines simples X (X —Tr(K)) annule K donc la matrice

K est diagonalisable ‘

Si Tr(K) = 0|, alors K = 0 donc K est nilpotente. Elle posséde donc 0 comme unique valeur
propre. Si l'on suppose par ’absurde que K est diagonalisable, alors K est semblable a la
matrice nulle donc K = 0, ce qui fournit la contradiction. Ainsi, ‘ K n’est pas diagonalisable |.
L’équivalence est prouvée.

Supposons que P = yy! avec |ly|| = 1|, alors P est de rang 1. De plus, P? = ||y||?P = P donc P

est projecteur. Enfin, PT = P donc P est symétrique, ce qui assure le fait que P est un projecteur
orthogonal.

‘Supposons que P est un projecteur orthogonal de rang 1 ‘ On peut donc écrire P = uv’. Comme
T

P est orthogonal, PT = P donc uv? = vu’. D’aprés (4), il existe A > 0 tel que u = Av. On a
donc P = Avv’. Mais comme P est un projecteur de rang 1, on a Tr(P) = 1 = A||v||>. On en

A%
T avec w = — de norme 1.

vl

déduit que A\ = 1/||v||* et on peut donc écrire | P = ww




DEUXIEME PARTIE

(7) On a

(D0 D G )= (r e aiun) (B D)= 1aion)]

(8) En prenant le déterminant dans la relation précédente, il vient

1 x det(I, + uv?) x 1 =1+ (u,v)

et donc ‘ det(I, + uv?) =1 + (v, u) ‘
(9) On en déduit que

det(A+uv’) = det (A, + A 'uv’))
= det(A)det(I, + A" tuv?)
= [det(4) x (1+ (v, A M) |

(10) Comme det(A) # 0, on en déduit que

A+uv’ € GL,(R) & 1+ (v,A ™ 'u) 0 & (v,A 7 u) # —1|

(11) Calculons

A tuvT AL A~ tuv? + A tuvT A~ tuv?
A e ————— ) x(A+uw’) = Li+A 'uv’ -
( 1—|—<V,A1u>) x(A+uvy) + M 14 (v,A"1u)
A tavT + A~ lu(v, A7 ta)vT

= Li+A 'uv’ — :

TA 1+ (v, 4 1)

_ 1+ (v,A"tu)) A tuv?

_ Hn A 1 T _ ( ’

+ M 1+ (v,A"1u)
= I,4+ A 'uv? — A7 tuv”
= I

On en déduit bien que

A luvT A1

Ty=1 _ 4—1 _
(A+uv' )" =4 T+ (v, ATy |

(12) Soient u un vecteur de norme 1 et P = uu’. Soit Q = I, — P. La matrice Q est le projecteur
associé au projecteur P. On a alors

det(Q) =0 et det(Q +uu?) =det(Q+P)=1%#0]|

TROISIEME PARTIE

(13) La matrice ‘ B est symétrique réelle ‘ comme somme de deux matrices symétriques réelles.
(14) On a pour tout j € [1,n],

n n n n
T T
E VeV | V= g VEVEL V= g ViV, Vj) = E Vily; = v; =1,v;,
k=1 k=1 k=1

k=1

n
ce qui montre bien que |I,, = E vkvg .
k=1

(15) (a) On a pour tout j € [1,n],

(Z )\kwkwg> W = Z Akwkwgwj = Z AW (Wi, Wj) = Z AeWilk; = Ajw; = Aw;,

k=1 k=1 k=1 k=1



ce qui montre bien que | A = Z )\kwkw,{ .
k=1
(b) Le raisonnement est analogue : pour tout j € [1,n],

(Z‘Hn — A) (Z T /\k Wka> w; = (Z‘Hn — A) Z T /\k Wkék,j

k=1 k=1
= (aﬂln _A)xf)\jwj
1
= o= y (2, — A)w;
1

n

ce qui montre que (zI,, — A) (Z

k=1

T
WL W =1,, et donc que
T _ )\k EWE ) n q

n

(xl, — A)~ ! = Z ! wiwy |

l’—)\k

(16) (a) Comme A est symétrique réelle, A est diagonalisable et donc dim(E) = m. De 14,

dim (E N {u}*) = dim(E) + dim ({u}*) —dim (E+ {u}*) =m+n—1—-dm(E+{u}) >m+n—-1-n=m

-1

(b) On a pour tout v € EN {u}™,
Bv = Av+uulv = \v + (v,u)u = \v.

On en déduit que
En{u}t c Ker(B — \,,),
puis que
dimKer(B — Al,) > dim (EN {u}*) >m -1

et donc que ‘ A est valeur propre de B de multiplicité > m — 1 ‘

(17) Pour x non valeur propre de A, la matrice zl,, — A est inversible. En lui appliquant (9), on a

xg(x) = det(zl, — B)
= det(zl, — A —uu’)
(?) det(xl,, — A) ( — {(u, (21, — A)_1u>)
= XA(J?)( — (u, (2L, — A) >)
Or, d’aprés (15)(b),
. n 1
(u, (21, — A)~'u) = (u,; p—— WLWE u)




Finalement

(18) (a)

(c)

(19) (a)

()

On a
u= Z(u,wk>wk.
k=1

Comme u # 0, il existe k € [1,n] tel que (u, wg) # 0 et donc .

On raisonne comme en (16)(b) : sil ¢ J, alors

0 # w; € Ker(A — \LL,) N {u}t C Ker(B — \L,),

ce qui montre que ’ A; est une valeur propre de B ‘

Si J = {j}, ce qui précéde montre que A1,...,Aj_1,Aj41,...,A,) sont valeurs propres de B.
Il manque donc une valeur propre y pour B. Or

B+ Z)‘i = Tr(B) = Tr(A) + Tr(uu”) = Z Ai + 1.
i£] i=1
On en déduit que p = A; + 1 et que le spectre de B est donc bien

\(Al,...,Aj_l,Aj F 1 A1 ) \

La fonction f est de classe C*° sur R\ {A1,...,A\,} comme somme de fractions rationnelles
dont le dénominateur ne s’annule pas sur R\ {A1,...,A,}. De plus,

n w u2
Ve R\ {An,. o Ank, f’(x)—z(<’“’>

el xr — )\k)Z '

Par I’hypothése faite sur .J, on a (wy, u)? > 0 pour tout k.
D’aprés (a), pour I € [1,n — 1], f est strictement décroissante sur |A;, \j+1[. De plus
lim f(z)=+occet lim f(z)=—o0.

+ -
TN :c—>>\l+1

Le théoréeme de la bijection affirme (f est continue) que f :]A\;, A\j+1[— R est bijective et donc
qu’il existe un unique p; € [N\, \j11] tel que f(u) = 1.
De méme, f est strictement décroissante sur |A,, +oo,

lim f(z) = +oo et zgrfoof(x) =0.

3:—>)\f§

Le théoréme de la bijection affirme que f :]\,, +00[—]0, +00[ est bijective et donc qu’il existe

un unique fi, €Ay, +oof tel que f(py,) = 1.
D’apreés (17), les pq, ..., pt, précédemment construits vérifient y g (u;) =0

‘ Les valeurs propres de B sont donc bien les réels u1,..., uy ‘ et vérifient d’aprés (b)

(M < <o <pp <o <A < pin)

QUATRIEME PARTIE

(20) En utilisant le théoréme de transfert et le fait que (uy)1<k<n est une base orthonormée, on a

B [(U,w)?) = 3 o W BU = w) = > fuw)? + = w?|
k=1 k=1




ot

(21) La variable xp(x) est d’univers image fini donc posséde une espérance finie. Par (17) et linéarité
de l'espérance, on a

n n

E [x5(z)] = xa(z) (1 > jA E [<U,Wk>2]> 5oy @) (1 - - jxk ;Ilw;cl|2> = xa(2) (1 — %Z - 1Ak> .
k=1

k k=1

Or,

n n

xa(z) = H(m — \;) donc x4 (z) = ZH(QE ) = Z (;Ci(f\i).

i=1 k=11i#k k=1
On en déduit bien que pour tout z € R\ {A1,..., A\, }:

E [xn(2)] = x4(2) ~ xa(e) |

(22) En écrivant a nouveau par transfert que pour tout x € R,

1 n
E[xs(x)] = - Z det(zI,, — A — U, UT),
k=1

on observe que la fonction x — E [xp(z)] est polynomiale sur R donc continue sur R.
On peut donc passer a la limite quand x tend vers A, dans la formule obtenue en (21) et on obtient

Ehn(w)] = tim (xale) = 2xh(e) ) = xalhe) = 2xa0W) = =2 |

T Ak

(23) Comme vu précédemment, la fonction

1 n
= Elxp(x)] = - Zdet (21, — A — U, U[)
k=1
1 n
est un polyndme de degré < n. Le coefficient de X™ de 'expression de droite est — Zl = 1.
n
k=1
Ainsi, ‘:c — E[xp(z)] est un polynome unitaire de degré n ‘ 11 posséde donc au plus n racines et
il existe donc z € R tel que E [xp(x)] # 0.
Commentaire personnel : il est possible que [’énoncé attende plutot le raisonnement swivant. Si
par Uabsurde, E [xp(x)] = 0 pour tout x € R, on a dans R[X]

_1 !
XA_TLXA,

égalité absurde pour des raisons de degré.

CINQUIEME PARTIE

(24) Les valeurs propres de A —el, sont —¢ = -+ = — < Ay — ¢ < -+ < A, —e. Comme
—& < 0 < Ap41 — €, aucune d’entre elle n’est nulle donc ‘ A — €I, est inversible ‘
(25) A T’aide de (9), on a

det(B —el,,) = det(A—el, +uu’)
= det(A—el,) (1+ (u,(A—el,) 'u)).

Comme 1+ (u, (A —el,,)"'u) < 0, on en déduit que det(B — ¢l,,) # 0 et donc que

‘B — ell,, est inversible ‘

(26) En utilisant (11), on a

A—el,) tuu®(A —el,) 7!
1+ (u, (A —el,)"1u)

(B—el,) ' =(A—cl, +uu’) ™t =(A-el,)" - (



En posant v = (A —ell,) 'uonav#0et
1

VI

Tr((B—el,) ') =Tr ((A—el,) ™) Tr (vv') =Tr ((A—el,) ")

1+ (u, (A —el,) ")
Comme 1+ (u, (A —€l,,)"*u) < 0, on en déduit que

Tr((B—el,)™') > Tr((A—el,)™") |

(27) Comme
Al=p1=X=" "= fim-1=Apn =0,
on a
L p | k=mt1 K

En utilisant (26), il vient
1 . ( 1 1 ) ! [k — Ak
> - = S o B S
fom — € k;:ﬂ Me—E e k§+1()\k_5)(uk_€)
et donc .

1+ (u, (A —el,)"tu)’

Commentaire personnel : ce sujet plutot agréable se termine de facon un peu abrupte et on aimerait en

tirer un peu plus de conséquences mathématiques...



