CCP 2010 MP - Maths 1

Exercice 1

1 - La fonction ¢; : t — f(¢,0) = 0 (respectivement s : t — f(0,¢) = t?) est dérivable en 0, donc f admet
une dérivée partielle par rapport & la premiére (respectivement seconde) variable en (0, 0), qui vaut 0.

2 - Puisque R? est de dimension finie, les normes sont toutes équivalentes, donc la norme utilisée pour étudier

la différentiabilité de f n’a pas d’importance. Choisissons donc la norme définie par ||(z,y)|| = max{|z|, |y|}.

Pour tout (z,y) € R? on a alors |y| < ||(z,y)] et 2?+y?>|(z,9)|*> done, pour (z,y) # (0,0),
|f(x,9)| < ||(z,)]|?>. Cela montre que f(z,y) = o(||(x,)||) au voisinage de (0,0). On peut donc écrire

f(l',y) = f(070) + (p(xay> + O(H(CL‘,y)”)

au voisinage de (0,0), en prenant pour ¢ lapplication nulle, qui est linéaire. La fonction f est donc
différentiable en (0,0), avec pour différentielle 'application nulle.

Exercice 2

1 - Une partie K d’un espace vectoriel normé est compacte si toute suite d’éléments de K admet une valeur
d’adhérence dans K.

2 - Soit (y,) une suite d’éléments de f(A). Par définition de f(A), on peut choisir une suite (x,) d’éléments
de A telle que f(x,) = y, pour tout n. Puisque A est compacte, on peut en extraire une suite (7))
convergente, de limite £ € A.

Par continuité de f en ¢, la suite (y,(n)) = (f(Zy(n))) converge vers f(£) € f(A), et c’est une suite
extraite de (y,). Toute suite d’éléments de f(A) a donc bien une valeur d’adhérence dans f(A), donc f(A)
est compacte.

Par contre, si 'on prend E = F =R, f =sin et A =[—1,1], alors A est bien un compact de F, f est
bien continue, mais f~!(A) = R n’est pas compact puisque non borné. L’image réciproque d'un compact
par une fonction continue n’est donc pas forcément compacte.

Probléme

Partie préliminaire
1 - (a) La fonction est continue sur ]0, 7] et prolongeable par continuité en 0 ; elle est donc intégrable sur ]0, 7).
too ky2k+1
. . (—1)%¢
b) On sait que, pour tout t € R, sint = E -_—
+oo (71)kt2k

int
Posons ¢g(t) = SITH pour t # 0, et g(0) = 1. On a alors g(t) = Z @k pour tout ¢ € R, d’apres
k=0 ’

ce qui précede. Cette série entiere a donc un rayon de convergence infini, donc converge en particulier
normalement donc uniformément sur le segment [0, 7]. Par suite
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Puisque f[O,l] g(t)dt = jiO,l} st g¢ = I, on obtient bien I = S (—D)kuy, avee  uy, =
pour tout k.
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(a) Les croissances comparées montrent que (7" /n!) a pour limite 0.
Unt1 nm m
Posons, pour tout n, v, = 7" /(n.n!). Alors, ntl < <1 pour tout n > 3, et on
P " /(nenl) Un (n+1)2 " n+1"~ P -

<1 pour n =1 et 2. La suite (vy)n>1 est donc bien décroissante.

Un+41

vérifie directement que
n

(b) La suite (uy) est extraite de la suite (v,),>1 du (a), donc décroit, et de plus tend vers 0. Le théoréme

sur les séries alternées s’applique donc & la série > (—1)Fuy.

,n_2n+3
(2n +3)(2n + 3)!

Posons, pour tout n, S, = Y p_,(—1)*us. On a alors, pour tout n, I — S, = R,,, donc 2S,,/7 est une
valeur approchée de 21 /7 & la précision 2|R,,|/m, majorée par 2u,y1/m.

La calculette montre que 2us/7m < 1072, donc que 2S3/m ~ 1,18 est la valeur approchée de 2I/m
cherchée.

En particulier, on en déduit que |R,| < upy1 =

Premiére partie

Commengons par calculer les coefficients de Fourier trigonométriques de f. Puisque f est impaire, on a
a, = 0 pour tout n > 0, et, pour n > 1,

b, = 2 /7T sin(nt) dt = 3(1 — cos(nm)) = 1(1 — (=)
0

m nm nm

donc by, = 0 pour tout k > 1, et bog+1 = 4/(2k + 1)7 pour tout k > 0. Pour tout n, la fonction S,, est donc
la somme partielle de rang 2n + 1 de la série de Fourier de f.

D’autre part, la fonction f est clairement continue par morceaux et de classe C'! par morceaux sur R.
fE) +f(17)

Le théoréeme de Dirichlet montre donc que la suite (S,,) converge vers la fonction fy : t — 5

On constate aisément que f; = f sur R, ce qui achéve la démonstration.

Enfin, les fonctions S, sont clairement continues sur R, alors que f ne l’est pas. La convergence ne peut
donc pas étre uniforme sur R, ni d’ailleurs sur un intervalle contenant un point de discontinuité de f.
On doit constater que les courbes des fonctions S,, présentent un extremum trés marqué et relativement
éloigné de la courbe de f en un point proche de 0 pour n grand.
(a) On peut obtenir la formule demandée en considérant T, (t) comme la partie imaginaire de la somme géomé-
trique 31— ¢'¥+ D! On peut aussi multiplier Ty, (t) par sint, et utiliser 2sin asinb = cos(a—b) —cos(a+b),
ce qui fournit

T,(t)sint = % i(cos(th) —cos(2(k + 1)t)) = 1_#8(27“5) — sin?(nt)
k=0

par télescopage, et en utilisant cos2a = 1 — 2sin” a.

(b) Puisque [a,b] C ]0,7/2][, la fonction 1/sin est définie et continue sur le segment [a, b], donc y est majorée
par un réel M. D’autre part, la formule du (a) est valable sur [a,b]. On en déduit T,,(t) < M pour tout
t € la,b] et tout n € N.

(c) Soient n et p des naturels non nuls, et ¢ € [a,b]. On a

n+p—1
4 Trg1(t) — Ti(t
Suin(t) = Sult) == Y —kHQ(k)H 40
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AM sy !
D’aprés (b), on a donc |S t)-S,()| < ——m———+ —
pres (b), | Shtp(t) w(t)] < (2(n+p) _ 1)77 T Z
compte du fait que Ty(t) est positif pour tout k d’apres (a).
La série de terme général 1/(4k? — 1) converge ; on peut donc faire tendre p vers +oo dans I'inégalité
précédente, ce qui fournit

1 + AM
k2 -1 (2n+ )7

en tenant
k=n-+1

AM
[F(t) = Sn |<T Z 4k2 (2n+1)7r

Le second membre est le terme général de la suite (w,,) cherchée, le terme Z;:ZO(; +11/(4k* — 1) ayant pour
limite 0 en tant que reste d’'une série convergente.
Cette inégalité étant vraie pour tout n > 1 et tout ¢t € [a, b], et (w,) ayant pour limite 0 et ne dépendant
pas de t, cela montre que la suite (S,,) converge vers f uniformément sur [a, b].
4 n—1
(a) Pour tout ¢ € ]0,7/2], ona S, (t) = — Z cos(2k +1). Des techniques analogues a celles décrites en 5-(a)
T
k=0
2 sin(2nt)
msint
(b) La fonction S, est clairement de classe C! sur R, et s’annule en 0 ; donc, pour tout = € ]0,7/2],
Sn(x) = [y 5,,(t)dt. Puisque Jio.11 51 = Jjo.1 Sn» les résultats du (a) fournissent la premiere égalité.

donnent alors S, (t) = . Le premier point d’annulation de S), est donc en a, = 7/2n.

La deuxieme s’en déduit en prenant T = a, = 7/2n, et en effectuant le changement de variable u = 2nt
dans 'intégrale.

sinu

(c) Pour tout n € N* et tout u € ]0, 7], posons gy (u) = . Pour tout n, g, est continue sur

nmsin(u/2n)
10, 7]. De maniére évidente, la suite g,, converge simplement sur ]0, 7] vers la fonction g : u —— 2sinu/7mu,
elle-méme continue sur ]0,7]. Enfin, pour tout w € ]0,7] et tout n > 1, u/2n appartient a ]0,7/2], donc
sin(u/2n) > u/nm d’aprés P'inégalité admise par ’énoncé. On en déduit

Vuel0,mr] YneN* 0<gy(u) < S

u

Puisque cette derniere fonction est continue et intégrable sur |0, 7], le théoréme de Convergence dominée
montre alors que g est intégrable sur ]0, 7] (déja vu en 1) et que la suite S, ( fo gn(u) du converge vers

s
2
/ g(u)du = — I ou I est 'intégrale étudiée dans la partie préliminaire.
0 T

Pour tout n, notons M,, la borne supérieure de I’ensemble des |S,(x) — f(x)| = |Sn(z) — 1] quand x décrit
10, 7/2[ ; c’est aussi la borne supérieure de la fonction continue |S,, — 1| sur le segment [0, 7/2], cette borne
est donc bien définie.

On a alors, pour tout n > 1, |Sy(ay,) — 1| < M,,. D’apres la question 6, |S,(ay,) — 1| a pour limite
|21 /7 — 1], strictement positive vue la valeur approchée calculée en 2 ; donc M,, n’a pas pour limite 0. Cela
ne fait que confirmer que la convergence de la suite (S,,) sur ]0,7/2[ n’est pas uniforme.

Deuxiéme partie

Le théoréeme de Parseval affirme que, si f est une fonction continue par morceaux et 2w-périodique sur R,
alors
1 27

eyl A F@P dt = leo(f)* + Z (len (PP +le=n(HIP)
Si les coefficients ¢, (f) sont tous nuls, on en déduit que OW |f(t)?dt = 0. Si, de plus, f est continue,
alors |f|? est continue et positive ; on en déduit qu’elle est nulle sur [0,27], donc que f est nulle sur R par
périodicité.

La fonction f prenant la valeur 1 en chaque k7 et nulle partout ailleurs fournit un exemple de fonction
non nulle, continue par morceaux et 2r-périodique, pour laquelle les coefficients ¢, (f) sont tous nuls.
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(a) Pour tout p € Z, la fonction t — ¢, (f)e’! est continue sur R. Puisque la série de Fourier de f converge
uniformément sur R et que les fonctions qui la composent sont continues, sa somme g est bien continue sur
R.

Pour tout n € N et tout ¢ € R, posons Sy (t) = co(f) + 27— (c—p(f)e™ " +¢p(f)e™"), la somme étant
nulle pour n = 0 ; la suite (.5,,) converge alors vers g uniformément sur R.

Soit k € Z. Pour tout n € N et tout t € R, on a |S,,(t)e”* — g(t)e~*!| = |S,(t) — g(t)| ; done, quand
n tend vers +oo, S, (t)e~** converge vers g(t)e”*** uniformément sur R, donc en particulier sur [0, 27]. Ces
fonctions étant continues, on en déduit que

1 27 2m

ck(Sn) = o /. Sy (t)e Kt dt W 9 ; g(t)e *t dt = cx(g)

27 n 2 2
D’autre part, cg(Sy) = M/ e ikt dt—l—Z(cL(f)/ e Plemikt gt 4 M/ ePtemikt dt). Pour
2T 0 =1 21 0 2 0

tout q € Z, l'intégrale fo% ete= Rt dt vaut 27 si ¢ = k et 0 sinon. On en déduit que c(S,) est égal & cx(f)
a partir du rang |k|.

Puisque ¢, (Sy,) tend vers ¢, (g) quand n tend vers +oo, on a donc cx(g) = ci(f).
(b) Par linéarité des coefficients de Fourier, on en déduit que cx(f —g) = 0 pour tout k € Z. Puisque f et g
sont continues, la question 8 montre que f — g est la fonction nulle, donc que f = g.

a) C’est du cours : une intégration par parties (légale puisque f est continue, et C' par morceaux) fournit
g par p gale pulisq ) p

en(f') = inen(f).

a? +v?
(b) Pour (a,b) € R?, la relation (a — b)? > 0 fournit ab < 5
: int) _ 1 / 1 el X
Soit t € R et n € N*. On a alors  |c,(f)e™"| = . len(f)] < ] + e d’apres la remarque

précédente. On établit de méme une relation analogue pour |c_, (f)e™ .

Ne reste qu’a écrire que |u, (f) ()| < |en(f)e™| + [c—n(f)e™ ™| pour obtenir I'inégalité demandée.
(c) La série Y (1/n?) converge. Puisque f’ est continue par morceaux et 2m-périodique, le théoréme de
Parseval montre que la série de terme général |c,,(f')]? 4 [c—n(f')|? converge. Par suite, la série dont le terme
général est le second membre de 'inégalité du (b) est elle aussi convergente, et ne dépend pas de t.

L’inégalité du (b) montre donc que la série de terme général u,(f)(t) converge normalement, donc
uniformément, sur R. Les sommes partielles de cette série sont les sommes partielles de la série de Fourier
de f, au terme constant co(f) prés. Puisque la convergence est uniforme et que f est continue, la question
9 montre que, pour tout ¢ réel,

+o0
F) = co(f) + D unlH)(D)
n=1

(d) On vient de démontrer que, si f est une fonction continue sur R, de classe C'' par morceaux sur R et
2m-périodique, alors sa série de Fourier converge uniformément vers f sur R.

Si I’énoncé appelle phénomene de Gibbs le résultat de la question 7, c’est-a-dire le fait que la série de
Fourier de la fonction f de la premiere partie ne convergeait pas uniformément vers f, alors ce phénomene
ne peut pas se produire pour une fonction continue et de classe C' par morceaux.



