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PREMIERE PARTIE

(1) On a I"équivalence suivante : 2’ = ax < x(t) = x(0)g(t) d’ou = est T-périodique ssi g
est T-périodique ce qui se traduit par

t+T ¢ T
vVt e R, / a(s)ds = / a(s)ds = / a(s)ds = 0.
0 0 0

T t+T
Réciproquement : si / a(s)ds = 0 alors, pour tout t € R, / a(t)dt = 0 (propriété
t

0
des fonctions périodiques) d’ou I’équivalence

(E1) admet des solutions T-périodiques < A = 0.

(2) (a) On sait que les solutions maximales sont définies sur R car on a une équation
différentielle linéaire. Par théoréeme (ou en raisonnant directement par équivalences)
les solutions maximales sont données par la formule

x(t) = x(0)g(t) + /0 b(s)% ds.

t
(b) Recherche des solutions périodiques (on pose a(t) = / a(s)ds) :
0
A+ a(t)

e A # 0 alors, en remarquant que ot + 1) = , on a

¢ t+T
x(t) = :L'(O)ea(t) + ) / b(s)e_a(s) ds=z(t+1T) = $(0)ea(t+T) + 6a(t+T)/ b(s)e_a(s) ds
0 0

alt

ce qui, en simplifiant par e*®), donne la relation équivalente suivante :

¢ T
z(0) + / b(s)e_a(s) ds = a:(O)eA + eA/ b(s)e_a(s) ds
0 0

T t+T
= z(0)e? + eA/ b(s)e ) ds + e / b(s)e ™ ds.
0

T

t+T T

Or / b(s)e ™ ds = e_A/ b(w)e ™ du (en posant u = s — T) d’ot la
T 0

C.N.S. pour que x soit T-périodique :

z(0) (1 —e) = eA/O b(s)g(s)ds

qui donne une seule solution.
e A=0:
T
si / b(s)g(s)ds = 0 alors toutes les solutions sont T-périodiques,
o7
si / b(s)g(s)ds # 0 alors il n’y a aucune solution 7T-périodique.
0

1
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(3) (a) Sik # 0 alors A =27k # 0 donc la question précédente nous assure 1’existence et
I'unicité d’une solution 27-périodique.
Par linéarité de I'application x +— Z(n) et grace a la relation z/(n) = inZ(n) on a

P(n) = ki(n) + () = 5(n) =

in—k
Mode de convergence : comme z est C! alors on sait que la convergence de la série de
~ N 1
Fourier de x est normale. Comme b(n) — 0 on peut aussi dire que Z(n) = o (—)
n

(b) Si k = 0 on applique la encore le résultat du 2.b.
e Si b(0) = 0 alors toutes les solutions sont 27-périodiques.
e Si b(0) # 0 aucune ne 'est.

DEUXIEME PARTIE
t
(4) On peut raisonner par équivalences (toujours en posant a(t) = / a(s)ds).
0
¥=ar+hse ' —ar)=e"H

& e Wyp(t) = 2(0) + /t e O H(x(s), s)ds
< x(t) = g(t) {x(O) —l—/o g(s) " H(z(s), s) ds]

(5) On rappelle que g(t +T) = e*+T) = e4g(t) et

/ g(s) " H(z(s),s)ds = /t glu+T) " H(z(u+T),u+T)du

= e_A/t g(w) " H(x(u),u)du

A t+T

donc (Upx)(t+T) = 16 ~9(t +T)e _A/ g(u) " H(z(uw),v) du = (Ugz)(t) et Ugx

est continue grace au théoreme fondamental du calcul différentiel.
Conclusion : on a bien Ugx € P.

Montrons maintenant que, si € P, alors  solution de (E3) < Ugz = x.
On peut raisonner par équivalences :

x(t+T)=uz(t) < g(t) {x(O) +/0 g(s) T H(z(s), s) ds] =g(t+17T) {x(O) +/0 g(s) " H(z(s),s)ds
=edg(t)
ﬁx(O) +/0 g(s) " H(z(s),s)ds = oA /t g(s) " H(x(s),s)ds
gz =Ugx

ou (1) est obtenu en exprimant z(0) a 'aide de la relation précédente et on a (2) en
reportant x(0) dans la formule de la question 4.

(6) (a) On remarque que g(t) > 0, que g(s) " g(t) = exp (— [, a(u) du) donc g(s)g(t) <
els=lall pour s € [t,t+T] et que, comme = € B, et F est T périodique par rapport
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a la deuxieme variable, |F'(z(s), s)| < ., pour s € [t,t 4+ T]. On a alors

U.a(t)] < |1__6AL/’ (OIF (x(s), 5) ds

ﬁ eTlallg, T
— €

rle=4 — 1]e~Tllall
o, T
(b) On utilise I'inégalité des accroissements finis

Il suffit donc de prendre |gg =

OF

|[F(2(s),8) = F(y(s), s)| < [a(s) —y(s)| sup |—=-(v,s)

vE[—r,T]

< |z =yl

d’ou
Uea(t) — Uay(t)| < dw/ (OIF(x(s), 5) ~ Fly(s),5)| ds

< lz— y\|€| |ﬁr etlelr.

1 e — 1)e~Tlel
On veut K < 1, il suffit de prendre £; = min (50, )

2 8. T
(c¢) On utilise alors le théoreme du point fixe :
e pour € < g1, U. est une contraction de B,
e P est complet (fermé dans l'intersection C(R,R) N B(R) muni de la norme
infinie) et B, est un fermé dans P.
On peut donc conclure : Ve < g1, il existe une unique solution z. de (E4) dans B,.
(7) C’est le théoreme du point fixe avec parametre :

|ze — xor|| = ||Ucze — Uz || < 1|U5£E5 —U.zo|| +|| Ut — Uso ||
<Kze—a,|
or
Ut = Uoacl(t) < Je = & ﬂ/ ) ((s). ) ds
<|€—€|| A| e Ta, .
—K
. e —¢'|K' : )
On a ainsi ||z. — zo|| < T donc € € R+ x. € P est continue, par conséquent
limz. = xy. Or la seule solution périodique de (E1) lorsque A # 0 est la solution nulle

e—0
donc x. — 0 quand € — 0.

(8) Soit wo(t) = co alors g(t) = e et A = kT.

eetT HT cekT G t+T
Uero(t) = 7o f“‘))/t ¢ ds = T/ (co)e {_Ee }
eet? et —kt_—kT e’ f(eo) kT €
= ol (o) (7 e = T (L) = ()
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La fonction constante z.(t) = ¢y est solution (ou ¢ est I'unique solution de ’équation
ef(z) + kx = 0 pour ¢ suffisamment petit).

Remarque : si on pose g(z) = —%f(z) alors ¢'(z) = —%f’(z) donc, pour r > 0 donné,

il existe g9 > 0 tel que € < gy entraine g([—r,7]) C [—r,r] et il existe ;1 < g tel que
sup |¢'(z)| < 1, le théoreme du point fixe s’applique ici de maniére élémentaire.

z€[—7,r]
(9) (a) On reprend la formule du 6.a : o, =12, 3, =2r, g(t) = e, A= —T alors
r(l—e Nelfe™™ 1—¢eT 11—eT g
6’0 = = s 6’1 = — = —.
r2T rT 2 T 4

(b) La fonction constante qui vaut 0 est évidemment une solution 1-périodique et
comme on sait qu’il n’y en a qu'une seule alors z. = 0 est I'unique solution de
(E5).

(c) F(z) = —x + ex? est de classe C' donc I'existence et 1'unicité d’une solution maxi-
male ¢, est une conséquence directe du théoreme de Cauchy-Lipschitz.

e Sia=0 alors pg =0 et pg est définie sur R.
e Si a # 0 alors, en vertu de I'unicité dans le théoreme de Cauchy-Lipschitz,
Yo ne peut s’annuler sur J intervalle maximal ol ¢, est définie.

On pose alors 1, = —, 1, vérifie I’équation différentielle —y" +y = ¢

1
qui admet les solutions y(t) = e’ +¢. Si on pose 3 = — — ¢ on obtient
«
1
Palr) = Be + ¢
— Si g > 0 alors ¢, est définie sur R.

— Si B <0, on pose tyg = In <—%)

% Sia > 0 alors —% > 1 soit tg > 0, @, est définie sur | — oo, to].

€
* Sia <0 alors 3 < 1 soit tg < 0, @, est définie sur |tg, +00l.

Voici les solutions représentatives obtenues en prenant € = 1.
3,

alpha>1/epsilon 2

| O<alpha<l/epsilon

alpha<0
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TROISIEME PARTIE

0
0

0

e Mz (t)] < |x(0)] +€)\/0 e % |z(s)| ds

(10) On utilise la formule de la question 4 : z(t) = e** <.117 +e€ fot ek f(x(s)) ds). Or, par

< Az(s)| d’ou

—~ o~

)
)

I'inégalité des accroissements finis, on a |f(x(s)) — f

et on applique le lemme de Gronwall (résultat admis) & ¢(t) = e *|2(t)|, n = |z(0)],
¢ =eXdon e ¥ |z(t)| < |£(0)]e* qui donne le résultat en multipliant par e,

(11) Comme eX < 0 alors |z(0)]e+V < |2(0)| < 1.
En posant £ = {t > 0 | |z(¢)| > 1} que I'on suppose non vide alors § = inf £ > 0 (par
continuité, comme |z(0)| < 1 il existe n > 0 tel que |z(t)| < 1 sur [0,7] et donc 8 > n >
0). Or tl_i)rgl_ lz(t)| < 1et tl_i)r9n+ lz(t)| > 1 donc |z(0)| = 1. Sur [0, 6] |z(t)| < |2(0)|e*+N

et, par passage a la limite, |z(6)| < 1 ce qui est impossible.

Premiere conclusion : €& = () et, si J est intervalle de définition de x alors Vt &€
J N[0, +ool, |2(t)] < 1.

Si J admet une borne supérieure b € R alors ' est bornée au voisinage de b donc, par
le critere de Cauchy, x admet une limite en b, il en est par conséquent de méme pour
z'. On sait alors que I'on peut prolonger x au dela de b ce qui contredit la maximalité
de J.

Conclusion finale : J N[0, +00[= [0, +-00], = est définie sur [0, +oo[ et la démonstration
de la question 10 est valable pour tout t > 0 i.e.

vt € [0, +ool, [a(t)] < |z (0)]e™ N,



