Corrigé de l'epreuve math II (Mines-ponts 2008)
Par A. NAIMI Professeur dau Lycée Technique Mohammedia - Maroc

. Supposons f radiale. Si on pose pour tout 7 > 0, F(r) = f(r,0), alors F est C! par composition de fonc-
tions O, d’autre part si f est nulle en dehors d’une boule B(0, M),alors F est nulle en dehors du segment
[-M, M],donc F € CL(RT R).
Soit maintenant = € R? non nul et Roty la rotation qui transforme x en (r,0) ott 7 = ||z||, alors f(x) =
f(Rotg(r,0)) et comme f est supposée radiale alors f(Rote(r,0)) = f(r,0), donc f(x) = F(||z]|) et cette
derniére égalité est encore vérifié pour x = 0.
. , [ cosp —sing Y1\ _ [ y1cosp —yzsing
. Siy = (y1,y2) et p un réel alors Rot,(y) = ( sing  cos ) . ( 9 ) = ( 1 Sin 0 + 45 08 0 > et donc
Tpo: (Y, ) — fz1 + y1cose — yasing, za + y1 sing + Yy cos p) qui est composé d’applications continues,
donc continue.et si y € R? Papplication ¢ — Ty, (y, ) = f(x1 + y1 cos @ — ya sing, zo + y1 sin ¢ + ya cos @)
est 2mr—périodique par périodicité des fonctions sin et cos.
Soient 6 € [0,27[,y = (y1,y2) € R?, alors
(Tyeo Roto)(s) = Ty.a(Foto(v)
= zﬂ sz(ROta( ) )dep
7T
= fo x + Rot,(Rote(y))de

217r f( + R0t<p+9( ))de
1 0427

mais en effectuant le changement de variable¥ = ¢ + 0 ,cette dérniére intégrale vaut 5- [, flx +
Roty (y))d¥ = 5= 6+2ﬂ Ty, x(y, U)d¥ et compte tenu de la périodicité de la fonction ¥ +— T, (y, T)
) o= 99+2” Tf@(y, )d\If =+ 0 " Tt .(y,V)dV, On conclut alors que (T, o Rotg)(y) = Tt (y).et ceci pour

tout y, donc 7y, o Rotg = Q—f’_L et ceci pour tout 6 € [0, 2x], d’ou 7y, est radiale

. Soit t un réel, alors
x4+ Roty,(p.ug +tvg) = ||z|| .uw + p.Rot,(Rotg(er)) + t.Rot,(Rotg(ez))
= ||z||.Roty(e1) + p.Rotyyo(e1) + t.Rot,io(e2)
= ||z||.Rotyio(Roty—u—g(e1)) + p.Rotyyo(e1) + t.Rot,io(e2)
= ||z|| .Rotytg(cos(¥ — ¢ — 0).e1 +sin(¥ — ¢ — 0).e2)
+ p.RotW_g(el) + t.ROtc’H_g (62)
]l cos(8 — 9 — 8).ttg 0 + llal [ Si0(¥ — 4 — 6).010 + Pitgra. + E0p1
— (Jlallcos(¥ — ¢ = 0). + p)atgo + (2]l (¥ — ¢ — ) + t).000
et donc quand t décrit R, ¢t + ||z||.sin(¥ — ¢ — 0) décrit R et pa suite D, , est la droite de paramétre le
couple (||z|| cos(¥ — ¢ —0). +p, o +0).
. Puisque 'application f est C'! sur R? alors par composition et multiplication la fonction reelle qu’on notera
h définie sur R x [0, R] par h(z1,7) =1.f(21 +7cost,x2 +rsin) est continue ainsi que z* et

o
8171

(z1,7) = Ti(wl +rcosf, zo + rsind),

V(z1,7) € R x [0, R], p
1

donc d’aprés le théoréme de dérivabilité sous signe intégrale la fonction Vi est C1 sur R et Yy € R, (Vi) (21) =

fORr (%f (1 + rcos B, xo + rsin@)rdr, de méme la fonction V; est C! sur R et

R
Vs € R, (Vz)’(m) = / r. g—fQ(a:l + rcos b, xo + rsinO)rdr.
0

Montrons que la fonction Wy est C! sur R,en effet si on note g la fonction réelle définie sur R x [0, 27], par

g(z1,0 fo S(x147cosb, zo+rsind).rdr,alors par continuité de la fonction réelle définie sur (R x [0, 27]) x

[O R] par ((x1,0),7) = r.f(z1 +7rcos,zo + rsind) et d’aprés le théoréme de continuité sous signe intégrale

cette fonction g est continue, d’autrepar puisque la fonction V; est C! sur R, alors ngl existe et continue et

R
(0,0) = Vi (@)= [ 2L

dg
Va1, 0) € R x[0.27], 27 o

(x1 + rcosb, zo + rsinb)rdr,



donc toujours d’aprés le théoréme de dérivabilité sous signe intégrale la fonction W est Clsur R et

Vz; € R, Wl/ (x1) = / " of ——(x1 + rcos b, zo + rsin 0)rdrdo;
0 0 81’1

de méme la fonction Wy est Clsur R et

of

—— (a1 + rcosl,xo + rsinf)rdrdo.
(9372

2T
Vag € R, Wy(z) = /
0 0

. Par le changement de Variable en coordonnées polaires, il vient [ [ Bla )(gg (u,v) — g%(u,v))dudv =

J fB(w,R)(%g(x + raug) — ar P (2 + r.up))rdrdd, et par la formule de Green- Rlemann on a

//BmR)(gfl(u’v) gi (u, v))dudv = / P(u,v)du + Q(u,v)dv

ou T est le chemin orienté représenté par ~ définie sur [0, 27] par v(t) = x + R.ug, or ce dérnier intégrale
curviligne vaut fozﬂ [P(z + R.ug)(—Rsinf) + Q(z + R.ug).(Rcos0)]df et par linéarité de I'intégrale

2m 2m

P(x + R.ug)(—Rsin6)dd + Q(x + R.ug).(Rcos 6)do
0 0

d’ou ’égalité demandée.

. Soit (x, R) € Qa4, et soit M)0, tel que suppf C B(0, M) et notons J = B(z, M + 2||z||) et K = B(z, M +
||z|]), alors d’une part [ [opo f(y1,92)dyrdys = [ [, f(y1,y2)dyrdys et d’autre part part on a légalité
f fJ (Y1, y2)dyrdyz = [ fJ f(x1+21, 22+ 22). | Jp(21, 22)| dz1d2o grace au changement de variable ¢ définie de
K dans J par ¢(z1,22) = 2 + (21, z2),mais pour tout (21, 22), [J,(21,22)] = 1, A0t [ [pro f(y1,y2)dyrdys =
ffJ f(x1 + 21,22 + 29)d21dzy et comme la fonction (21, 20) — f(x1 + 21,72 + 22) est C* sur R? & support
compact et nulle en dehors de K, alors [ [ f(z1 + 21,22 + 22)dz1dzy = [ [ppe f(21 + 21,22 4+ 22)dz1d2s
finalement on a ’égalité

// (Y1, y2)dyrdys = / f(x1 + 21,22 + 22)dz1d2s
RR? RR2

.Passons a 'autre égalité.
Puisque f est supposé a support compact alors il existe p)0 qu’on peut prendre aussi grand que I’on veut, par

exemple p) R, tel que suppf C B(x, p), donc [ [ors f(y1,y2)dy1dys = ffB(m,p) f(y1,y2)dy1dys et par passage
en coordonnées

P 27
// fy1,y2)dyr1dys = / g(r)rdr ou g(r) = f(z1 +7rcosb,xo + 7sinb)do,
B(z,p) 0 0

mais puisque f vérifie les hypotheses du lemme, alors g(r) = 0 pour tout ) ||z|| + A, donc [ g(r)rdr =
fo r)rdr. On déduie alors que

R R 27
// f(y1, y2)dy1dys = / g(r)rdr. = / ( f(z1 4+ rcos,xo + rsind)dl)rdr
RR?2 0 o Jo
mais par FUBINI

R 2 27
/ ( f(z1 + rcos,xo 4+ rsin6)dl)rdr = / / f(z1 4+ rcos,xo + rsind).rdrdd
o Jo o Jo

d’ou ’égalité
27 R
// flyr,y2)dyr1dys = / / f(x1 +rcosl,xo + rsinf)rdrdo.
RR? o Jo
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10.

11.

0
Soit @ = (x1,22) € B(0,R), alors (z,R) € Q4 et donc d’prés la question précédente Wi(x;) = [ [ope [ qui
est constante indépendante de z;, en particulier Wl/ (z1) =0, donc fo% OR E?Tfl(m +7rcost,xy+rsind).rdrdf
= 0,mais par application du 74 Q = f et P =0, il vient
2m R 8f 2m
/ / ——(x1 + rcosf,zy + rsinb).rdrdd = f(z + R.ug).Rcos6df
o Jo Ox 0

et compte tenu du fait que R # 0, fo% f(x 4+ R.ug).cos0df = 0, et en utilisant le fait que W est constante,
on montre de la méme maniére fOZW f(z + R.ug)sinddb = 0.

Si i € {1,2} alors y;.f est produit de deux fonctions C! donc elle méme est C' et comme f est & support
compact alors il existe M)0 telle que f est nulle en dehors de B(0, M) donc la fonction y;. f aussi, ceci montre
que cette fonction est & support compact.

D’autre part si A est un réel strictement positif et si (z, R) € Q 4, alors :

2m 2
/ (y1-f)(x1 + R.cos 0, xz2 + Rsin6).dd :/ (1 + Rcosb).f(x1 + R.cos,x2 + Rsin6).dd
0 0

et par linéarité de l'intégrale

0277(551 + Rcosf).f(x1 + R.cosf,x2 + Rsin6).df = x;. fo% f(z1 + R.cosb, x5 + Rsinf).df

+R f027r cosf.f(x1 + R.cosf,zy + Rsin6).df

Le premier térme de cette dérniére expression est nul puisque f verifie les hypothéses du lemme et le deusiéme
est nul d’aprés la question précédente. On conclue alors que fo% (y1.f)(z1+R.cos 0,29+ Rsinf).dd = 0 et que
la fonction y;.f vérifie les hypthéses du lemme. De méme on montre que la fonction ys. f vérifie les hypothéses
du lemme.
Puisque f vérifie les hypothéses du lemme, alors I’égalité est vérifiée si k + [ = 0.et pour tout (z,R) € Q4.
Soit maintenant n un entier naturel et supposons l’égalité vérifiée pour tout k, [ tels que k + [ = n, et pour
tout (z,R) € Q4.
et soit (p,q) € N2, tel que p+ ¢ = n + 1 alors I'un des entiers naturels p ou ¢ est non nul, supposons
par exemple p > 1, alors (p — 1) + ¢ = n et donc par hypothése de récurrence V(z, R) € Qa, fOQTr flz+
R.uyp).(cos 0)P~1(sin §)?df = 0.ou encore
Y(z, R) € Qa, fo%g(x + R.up).df = 0.0t g(y1,y2) = f(yl,yz),(%)Pfl,(LR“?)q
et on vérifie facilement que cette fonction est C' & support compact : elle vérifie donc les hypothéses du
lemme, donc d’aprés le 9 la fonction y;.g vérifie les hypothéses du lemme :

27
V(z,R) € QA,/ (1 + Rcosf).f(zy + R.cos 0, x5 + Rsinf).(cos§)P~1.(sin0)4dh = 0,
0

d’ou par linéarité de lintégrale et compte tenue de ’hypothése V(z, R) € QA,fO27r f(z1 + R.cosb,zo +
Rsin6).(cos §)P.(sin §)2dH = 0, le résultat est donc vraie pour n + 1, donc vraie pour tout n

L’égalité est vérifiee pour n = O et sin € N*, alors cos nf+isinnd = (cos +isin )" = > CFi*(sin 6)*(cos )"
k=0

et en partageant cette somme en la somme des termes d’indices pair et impair il vient

E(%) E(25L)
cosnb +isinnfd = Z C2*(—1)k (sin 0)%* (cos 0)"2F + i Z CF(—1)*(sin 0) 2+ (cos )21
k=0 k=0
E(3)
donc cosnf = 5 C2(—1)%(sin0)?*(cos )"~ 2Fet
k=0

BE(*FH)
sinnf = Z C*(—1)*(sin 0) 261 (cos )21
k=0

et donc par linéarité de l'intégrale et compte tenue de la question précédente

27 2

f(z1 + R.cosb, x5 + Rsinf).cos(nh)dd =0 et f(z1 4+ R.cosb, z3 + Rsinh).(sinnh)dd = 0.
0 0
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Soit (z,R) € Q4 et notons g la fonction définie sur R par ¢g(0) = f(z + R.ug). Cette fonction est continue
sur R et 27 périodique donc d’aprés le théoréme de Weistrass, elle est limite uniforme sur R d’une suite
de fonctions polynoémes trigonométriques de la forme P, (t) = Y;_  axe’™ | or d’aprés le 11 Vk € Z,
fo27T f(x 4+ R.ug).e™*?.do = 0. donc par linéarité de I'intégrale

Vn € N, fo% f(z+ R.up).P,(0).d0 = 0 ou encore Vn € N, fO% 9(0).P,(0).d0 =0 (*) et comme g est continue
sur le compact [0, 27| alors elle y’est bornée et donc la suite de fonctions g.P,, converge uniformément sur
[0, 2] vers la fonction g2 et donc par passage & la limite dans (*), il vient fo% g%(0).df =0 et la fonction g?
etant positive continue sur le segment [0, 27|, donc nulle sur ce segment donc g aussi, on a donc V6 € [0, 27],
g(0) = f(z + R.up) = 0 et ceci pour tout (z,R) € Q4 donc f est nulle en dehors de B(0, A). En effet soit
y ¢ B(0,A) donc ||y||)A, alors il existe 6 € [0,27[ tel que y = ||y||.ug, donc f(y) = f(z + R.ug) avec x = 0,
R =ly|| et (z,R) € Q4 donc f(y) = 0.ceci répond aussi & la question 13.

Remarquer qu’on peut obtenir directement le résultat de la question 12 en utilisant la formule de Parcevall

Soit 0 € [0,27[ et p > 0 alors
70, p) = / f(p-ug + t.vg)dt = / F(||p-ug + t.vg)||)dt = / F(\/p?+t2)dt
RR RR RR

et cette derniére expression ne depend pas de 6 donc f 0,p) = ¥ (0,p) = Jor F(\/p? + t?)dt mais cette
drniére intégrale vaut 2 f0+°° F(\/W)dt puisque la fonction qui est sous 'intégrale est pair, d’ou les
égalités demandées.

Soit v)0, alors d’aprés ce qui précéde Af (0,/v) = 2f0+°° F(vv+12)dt et par le changement de variable
v+ t? = u cette derniére intégrale vaut f;roo F(u).(u—v)"2du.

Si y/v) A alors par yhpothése ¥ (0,+/v) = 0, et donc par la question précédente f:oo F(\/ﬁ).(u—v)_%du =0,
et donc compte tenue des notations d’analyses Vv) A% Lh(v) = 0 ot h(u) = F(y/u) qui est aussi & support
compact, donc Vv)A%2  (L(Lh)) (v) = 0 mais (résultat admis par enoncé) (L(Lh))" = —mh, donc Vv)A2
h(v) = 0 donc F est nulle sur |A, +oo[, donc f est nulle en dehors de B(0, A), ceci montre donc le théoréme
dans le cas particulier ou f est radiale.

Soit (6,p) € [0,27[xRT et z € R?

Puisque f est supposée a support compact alors elle est nulle en dehors d’une boule B(0, M) (avec M un réel
strictement positif)

D’autre part pour tout ¢ et tout ¢,I’inégalité triangulaire donne

||z + Roty(p-ug + tvg|| = [|Roty(p.ug + tvg)|| — |||

mais une rotation conserve la norme donc

||Roty (p.ug + t.vgl|| = ||p.ug + tve|| = /p? + t2

donc ||z + Rot,(p.ug + t.vg|| > /p? + t2 — ||x|| et pour avoir ||z + Rot, (p.us + t.ve||)M il suffit donc d’avoir
VP2 + t2—||z||) M et cette condition est réalisée pour tout ¢ si (M+||z||)2—p?(0 et pour [t|)\/(M + ||z]])2 — p?
si (M + ||z][)?> — p? > 0, donc dans tous les cas la fonction ¢ — 5= fo% f(x + Roty,(p.ug + t.vg))dy est nulle
en dehors d’'un segment ell est donc & support compact et donc son intégrale sur R est égale & son intégrale

sur un ségment [—m,m] et par continuité de la fonction qui a (¢, ) associe f(x + Rot,(p.ug + t.vg)) sur
[-m,m] x [0,27] on déduie par le théoréme de FUBBINI

m 27 1 27
/ Py f(x + Roty,(p.ug + t.vg))dedt = Py / f(x 4+ Roty,(p.ug + t.vg))dtdyp
—m 0 0 -m

donc ) )
1 T 1 4
/ —/ f(x + Roty,(p.ug + t.vg))dedt = — / f(xz+ Roty,(p.ug + t.vg))dtdp
rR 27 Jo 21 Jo RR

d’ot ’égalité demandée.

Soit 6 € [0,27] et p)A + ||z|| alors d’aprés la question précedente

. 1 27
T;2(0,p) = o /0 - f(x + Roty(p.ug + t.vg))dtdy



19.
20.

mais vu les calculs fait de la question 4 :
x4 Roty,(p.ug + t.wg) = p'ugre +t'vere ot p' = ||z]|cos(V—¢@ —0)+pet ¢ =|z|[sin(¥—p—0)+t

donc

f(x+ Roty(pug + t.vg))dt = / J(0 upio +t vppg)dt
RR RR

et en effectuant le changement de variable ¢ = ||z||sin(¥ — ¢ — 0) + ¢ ce dernier intégrale devient

/RR @ tpro 4+t vpp9)dt’ = J?(‘P +6,p")

or p' = ||x|| cos(¥ — ¢ — 0) + p et par hypotheése p)A + ||z|| donc p') A et puisque f verifie les hypothéses du

théoréme alors f(+0,p’) = 0donc [op f(P/ Upto+t . vpr0)dt’ = 0ouencore [op f(x+Rot,(pug+t.vg))dt = 0
et ceci pour tout ¢ donc

o 1 27
Tr.:(0,p) = %/0 - f(x + Roty,(p.ug + t.vg))dtdy = 0.

C’est le cercle de centre = et de rayon ||y||.

D’aprés le 3 la fonction 7y, est radiale et de plus d’aprés le 18 elle verifie les hypothéses du théoréme (pour
A+ ||z||) donc d’aprés le 16 : 77 ,(y) = 0 pour ||y|[)A + ||z|| ou encore ifo% f(z + Roto(y))dd = 0 pour
lyl)A + ||z||, en particulier si (z,R) € Qa alors R)||z|| + A donc ||R.e1||)A + ||z|| donc 5= 027r flz +
Rotg(R.e1))df = 0 ou encore fo% f(z1+ Rcosb, 29+ Rsinf)df = 0 donc la fonction f verifie les hypothéses
du lemme et par suite f est nulle en dehors de B(0, A). D’ou le théoréme.



