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1 PARTIE I-développement ternaire
Etude de I'application o

Q1 On a [* est une partie non vide de ’ensemble des suites réelles bornées car
elle contient la suite nulle et vérifie : pour tout u et vdans [ et A€ Rona :
u+ Av est bornée en effet Vn € Net VA € Ron a : |u, + v, | < ||u||+|A||]v]].
donc [ est un sous espace vectoriel de RY ;donc un R espace vectoriel.
L’application u + ||u|| est une norme surl™ en effet :

* pout tout u dans [* si ||u|| = 0 alors max |u,| = 0 donc u,, = 0 Vn € N
donc u =0.

*Vuel®et A€ R || Au|| = max |Auy,)| = || max |u,| = |A|||u]l-

* Pour tout u et v dans [* on a : Vn € N|u, + v,|| < |Ju|| + ||v|| donc
l|u + v|| = maz|u, + v,| < ||u]] + ||v]|| inégalité triangulaire. Donc ||.|| est
une norme sur [*°.

Q2 Soit u = (uy), € N un élément de [*° alors u est bornée donc IM > 0 tel que

M
l|u|| < M. donc pour tout n dans N |%| < 30 O la série de terme générale

o converge donc la série de terme générale an est absolument convergente

donc convergente..

Q3 D’apres Q3 o est bien définie.Soient u = (u,), € N* et v = (v,), € N*
T QUp + Uy
n=1 3n

deux éléments de I et o € R; alors : o(au + v) =
Va

aS I D Dt o = = ao(u) + o(v). donc o est une forme linéaire sur [*°

de plus on a :|o(u)| < [Jul| 2,2 37 = §||u||.DonC o est continue (continuité

des application linéaires).

Q4 Soit t = (t,) € T alors o(t) > 0 et Hu|| < 2.
donc d’apres Q3 o(u) < 2Y% 5 = Lo(u) < 1.finalement o(t) est dans
I'intervalle[0, 1].



Q5 Soient Tet7’ deux éléments de T comme dans 'énoncé alors : o(7) = %+0 = %
o(T) =% & =3 onaoc(r) =o(r) et 7 # (7') donc o n'est pas injective.

Développement ternaire propre

Q6 ona:|3" x| < 3" lx < [3"'z+1donc 3[3" x| < 3"x < 33" x+3 donc
313" x| < [3"x]et|3"x] — 33" 'z| <2 . Donc 0 < [3"z] —3|3" x| < 2.
Donc t(x) € T.

Q7 Ona:xpp—x, = % > 0 d’apres Q6. et yp1—yn = L3n+lx5ﬂ3n“_2 <

0 d’apres Q6. Donc (z,,) est croissante et (y,) est décroissante de plus

Yp — Tp = 3% tend vers 0. ¢/c (x,)et(y,) sont adjacentes or : z, < x(ﬁ) Un
tr(r)

donc (x,)et(y,) convergent vers la méme limite x; de plus : >7_;

3k
}:Z:1{%;fj~— Li;ij ::I%;fJ~— |z] = x, (car x est dans [0, 1] donc sa par-
tie entiére est nulle). d’ou en passant a la limite on aura : z = > 729 (tg,(f)

D’apres Q6 T est bien définie et d’apres ci-dessus T est surjective.

Q8 def floteVersTern(n,x):
T=[]
for k in range(1,n+1):
T.append (int (3*xk *x-3*int (3x*(k-1)*x)
return T

Q9 Calcul de la somme :

def ternVersFlot(1l):
x=0
for k in range(lent(1l)):
x+=1[k] /3** (k+1)
return x

Q10 Test.

def ajout(l):

s=0

for k in 1:
s+=k

if s%2==0:
1.append(-1)

else:
1.append(-2)

return 1
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PARTI II-Etude d’une fonction défini par une
série

Etude de I’application ¢

Q11

Q12

Q13

Q14

Q15

14sin(nx)

s sont de classe C' sur R et pour tout

on a : les applications up(z) =

réel x : ]M] < 2 et la série de terme général 2 Converge donc la série de
terme général u,(z ) converge de plus |ul,(z)| = ]”COS(W | < goet 2 =O0(:5

et la série de terme général # converge, donc la série de terme general ul
converge normalement donc uniformément sur R donc d’apres le théoreme
de dérivation sous le signe somme ¢ est de classe C! sur R.

on a d ’aprés les opérations sur les séries convergentes .

0o I’ITL e’L’ﬂfI)

QP(J,‘) = TL 1 371 Z+ ( 31 16:;1)
3 4 Im(5%5. Donc p(x ) % + Im(gcosig)z?z;s‘a() 1). Done p(z) = 3+
SSln(x)

10—6 cos(z) )

D’une part on a ¢ et de classe C! et d autre part on peut dériver sous le

signe somme ce qui donne :
( ) Z+oo ncos(nz)

+c>o n cos nz) 30 cos(z)— 36c0s2(ac)+18
donc : Z o (10—6 cos(x))?

On a:
sin(x) 1 1
10—6 cos(x) 5((’0({1:) B 5)
400 sin(nx)

no1 —3n - la convergence étant normale donc uniforme de la série de
fonction donc on peut mtegrer terme a terme et on aura :

fo 10 sglt(:cgjs(a: Z [_?;Ssnnz](]'
sin(z) jdo = sum.n = 17— ((=1)" 1+ 1).

6 cos(x)
Calculons la somme de la série on a : sum-.n = 17— ((-1)""' 4+ 1) =
1n+1

Zn 1 n3n+1 +Zn 1 n3n+1
:_*Z:O%fo 2"t + g Z:Lro%fo " 1dw=%(ln(1+%)—|—ln(1—%).
donc [ msmix)dx = (ln(l + 1 +1In(1 — §) = 31n(2).(la série converge

6 cos(x)

d’ou le résultat fo oo

uniformément sur [—5, f] donc on peut permuter l'intégral et la somme)
Remarque : on a : In(1 +z) = ¥ w sur | — 1,1[ alors pour x =

%respectivement%l on aura le résultat Voulu )

on a: [i' 1 Slélczw dz = £[In(10 — 6cos(z)] = $In(2) (une primitive de

3



Q16

Q17

Q18

LestIn |ul) .

Large PARTIE III-Développement ternaires aléatoir

On a X,, est une variable aléatoire discrete dont ’ensemble des valeurs est
fini donc elle admet une espérance et une variance et on a :
E(XN) E( N T

(2 - 7) Zn 1 31n

52— )1 - *)

(Car E(T,n =08 +15 +2(1— %) =2— 2 et> o = 1(1 — g) et
V(Xy) = Zﬁ’:lV(Tg;LN) = YN, - V(Tn, N) (car les T, donc les T2
sont mutuellement indépendantes) or V(T ny = E(Ty,) — (E(T,n)* =
0% + 1%+ +22(1— %) —(2— 2)%
Donc : V(Xn) = 3(5 — 7)1 — 525)-

N N2 32N

D’apres I'inégalité de Bienaymé Tchebycheve on a : P(| Xy — E(Xn)| > €) <

V(XN)or on a:

lim V(Xy)=0

N—+o0

Donc
lim P(| Xy — E(Xn)|>€) =0

N—+4o00

(limite de suite et encadrement)

Soite > 0, pulsque |E(Xn) — 1] est constant alors |[E(Xy) — 1| > § ou bien
|E(Xy)—1] < §

Si |E(Xy) — 1| 2 s alors : P(|E(Xy) — 1] > § =
P(| Xy — E(Xn)| > €) <1 <P(| Xy — E(Xy)| >
Si |[E(Xy)—1| < § alors :
P(|E(Xy)—1]>5)=0.Etona|X, 1| < |[Xy—E(Xy)|[+|EXy)—1] <
| Xy — E(Xy)| + §donc :

Si |Xn — 1| > e alors :| Xy — E(Xy)| > 5 .Donc :

P(1Xx — E(Xy)| > ) < P(|Xy — B(Xx)| 2 §) + PE(Xy) 112 £)
Ona: E(Xy) — 0lorsque N — 400 donc a partir d’un certain rang|E (X y)—
1| < §) donc :

P(|E(Xy) — 1] = §) = 0 et d’apres Q17 P(| Xy — E(Xy)| > 5) tend vers 0
lorsque N tend vers +oo,donc :



: > —
Nl_l)IJrrlooIP’(|XN 1| >€) =0

Q19 On a:

Vr € [07 1],f0(ZL‘) =T
Alors on déduit que :

{Vx € [0, :ﬂ : filz) = gx.‘v’x 6}3?[ : filz) = ;.Vx € [2

puis que :
Vo € |0, Sl)} :fg(x)—gx
1 2 1
VIE]Q,g{:ﬁ(m):ZL.
21 9 1
Vr € {9,3] s folx) = 271
1 2 1
VI€]3,3{:f2(x):2.
7 9
V$€{3,9]Ifg( ):Zx—l
7
Vo € 9,2[:&(@:3
Vxe{g,l[:fg(m)zjx—i

On en déduit les graphiques respectifs de fy, f1 et fs .

1} : filz) =



34

1/

1/4

0| 19 20 1/3 23 79501

Montrons par récurrence sur n que f, est a valeurs dans [0, 1]. pour n=0

on fo(r) = x € [0,1] pour tout z € [0,1] Supposons pour n entier f,
prend ses valeurs dans [0,1] et soit € [0,1] on Si x est dans [0, 5] alors :
fapi(z) = 222 € [0,1] Si @ € [1, 2] alors fo(z) = 3 € [0,1]. Siz € [2,1]
alors foi1(x) = 3+ M € [[0,1]. donc f,, 41 prend ses valeurs dans [0, 1].

ce qui acheve la démonstration.

Q20 Dapres la définition de f,)

def cantor(n,x):
if n==0:
return x
if x=< 1/3:
return cantor(n-1,3%*x)/2
if 2 >=2/3:
return cantor(n-1,3*x-2)/2+ 1/2
else:
return 1/2



Q21

Q22

Q23

Montronsllnegahte par récurrence sur n. pour n=0Vz € [0, gJon a : | fi(z) —
f($)|—|3$_$| 37 < gt

Vo € [3a 3] ona: |f1( )—fo(x)’ — I3 _x| < 3*121

Ve e[3, 1] ona:

[fi(@) = fol@)] = |5+ 252 —a| = v — 1| < 551

Donc l'inégalité est vraie pour 0.

Supposons 1 'inégalité Vraie pour un entier n et soit x € |0, 3] ona:|fuia(xr)—

fori(z)| = %]fnﬂ(x) fa(z)| < 3*2n+1 = 3*2n+2 De méme pour x dans [%, %]

ou dans [%, 1] .Donc I'inégalité est vraie pour tout n dans IN.

D’apres Q21 la série de fonctions : 3720 (fr1(z) — fu(x)) est normalement
convergente donc absolument convergente donc convergente sur [0, 1] donc
la suite de fonctions (f,,) converge sur [0, 1] ;soit f sa limite.

Montrons que la convergence est uniforme : Soient n et m dans N tels que
n<m pour tout x dans [O 1] on a:

[fin(@) = ful@)] = | 205 (frn(2) = fil@)] < S50 g < X4 5w =
1 Donc en faisons tendre m vers +0o on aura : pour tout x dans [0, 1]
] f ( ) fa(2) < 557] qui tend vers 0 lorsque n tend ers +oo. Dons la suite

fn) converge uniformément sur [0, 1].

Ona:Vn e Netze|0,1]:0< f,(z) <1 par passage a la limite :0 <
f(z) < 1ie que f est a valeur dans [0, 1]. on a les f, sont croissantes sur
[0, 1] donc leur limite f est croissante sur [0, 1]. on montre par récurrence que
fn(0) = 0 pour tout n ,donc f(0) = 0 et que f,(1) = 1 donc f(1)=1 les f,
sont continues et la convergence est uniforme sur [0, 1] donc f est continue
Donc f([0,]) = [0, 1] et f est surjective de [0, 1] dans [0, 1].

Fin



