Concours communs polytechniques 2004-Math2
Corrigé par M.TAIBI Lycée Moulay Youssef RABAT

Pour M € M,(R), on pose ||[M| =n max [m; |

I<i,j<n
Préliminaires :
L1 W
1. Pour X = | : et Y = | : deux éléments de M, 1(R) et M = (m;;)i; €
In Yn
M, (R), on a:

n
MX =Y & Vi 6[[1,n]], Y = Z m; %, donc :

HMﬁﬂwZHYMEZH?ﬂwMSWMMAZZAQ?VWH%=HMMMXMV
D’ou :
[MX ||y = n || M [|X]|o

2. M est un sev de M, (R) de dimension d > 1. § = (By, ..., By) une base de M.

d
(a) N(M) = 1211?§d|$k| ou M = > xyBy, définit une norme sur M en effet :
e Si N(M) =0, alors z; = 0 pour tout k €[1,d], donc M =0

eSideRet M e M,ona: N()\M):\)\\lrggi(d\mﬂ = [A\|N(M)

d
e Pour M et M’ = 3" x) By dans M, on a :
k=1

N(M + M') = max | 1< 1| = N(M) + N(M’
(M + M) = max [op + 23| < max |zg| + max [vy] = N(M) + N(M)
(b) On note encore ||| restriction de la norme ||.|| sur 'espace vectoriel M ( c’est aussi

une norme ). L’espace M est de dimension finie, donc toutes les normes sur M sont
équivalentes. D’ou I'existence de a,b € R tels que :

VM € M,a | M| < N(M) < b]|M]

d
(c) Pour p € N, posons My, = ) x,(k)By, , ona :
k=1

(M,), converge vers 0 dans (M, ||.|) || M, || = 0
p—-+oo
N (M) P00 0
vk el d], [og(k)| = 0

p—too
Vk €[1,d], (zp(k)), converge dans R vesr 0

S

Partie I : Une relation d’équivalence sur C}°

3. LeN eI, feCP tels que : fF(N\) =0 pour tout k € {1,..4—}

(a) La formule de Taylor appliquée & f sur [A, ] pour ut « € I, donne :

T

y4
T (z—u)t—! z—u)t-1
F@) =30 r00) + [ SR O ) du = [ CZE 1O (u)du.
k=0 A

_ A
—_———
=0
(b) Dans l'intégrale précédente, on fait le changement de variable : u = t(A — x) + = |

alors :
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z -1 _ -1
’ o _11)' -1
_t -
—
On pose h(z f1 t 1 O t(A — ) + x)dt pour tout x € I.
0 - 1)!

L’application g : (a:,t) - — 6 . 'f(z)(t()\ —x)+x) est C° sur I x [0;1], donc h est

aussi de classe C'° sur [ et que, pour tout x € I,
fl@) = (= \)'h(@).

4. f,ge C .
(a) Supposons : 3h € C7° tq f =g+ hllu, alors :
VeEe N, [0 =4k 4 Z th (k—j H(J) ( grace a la formule de Leibniz ).
Soit A € Spr(A), et « ordre de multiplicité de A, alors :
Vi eA{0,...,a — 1}, Hg)()\) = 0 et par suite :

FEN) —g®N) =3 Cijh(k’])()\)ﬂg)()\) = 0 pour tout k € {0,...,a — 1}.
=0 ——

D’ou :

(b) Si f

(f —9)*®(\) = 0 pour tout k € {0,...,a —1}.
Par 3.0) : (f —g9)(z) = (. — A\)%hx(x) o hy € C°.

Sillg = J[(X —X\)™ ,alors (f —g)(x) = (x — A\1)™hy(z) pour tout = € I, ou

g, alors f—g f 0, et donc, pour tout A € Spgr(A), d’ordre a, on a :

i=1
hy € C7°. Comme hy vérifie les hypothéses de la question 3) pour A = Ay, on applique,
donc 3) a hy, alors hy s’écrit :
hi(xz) = (x — A2)™2ha(x) ont hy € CF°.
On réetére le procédé et on a alors :
T

Veel, (f—g)(z)=[](X—-X)™h(z)ouheC

i=1
1) P=Q
(2) JdH e R[X]; P=Q+ HIl4
L’équivalence de (1) et (2) résulte des théorémes de divisibilité dans R[X] .
(1)<:>P—Q§0<:>HA divise P— Q< dH e R[X|tq: P—Q=HII4 (2).

5. P, Q € R[X] tels que :

Partie II : Définition de la matrice f(A).

A)On considére 'application :
v: Ry_1[X] — R™ ,
P = @(P) = ((P™) (A1) ok <my—15 -+ (PF) (A1) ok <ome—1)
6. Il est clair que @ est linéaire (dérivation est linéaire )
Soit P € Ry, _1[X],Si o(P) =0 , alors : Vi €[1,7], Vk € {0,..m; — 1}, P®)(\;) = 0 et apr
suite A; est racine de P d’ordre m; pour tout i €[1,r], il existe, donc, H € R[X] tel que :
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P =HIly (x).
Comme deg(P) < m — 1 et deg(Il4) = m, on a par I'identité (%) : H
L’application ¢ est linéaire et injective et comme dimR,,_;[X] =
déduit que @ est bijective.

7. Soit f € C%°, considérant le m-uplet de R™ = ((f*1(A\1))ogchy <mn—15 - (FE (A1) ot comn—1) -
par la question 6.), il existe un unique Py € R,,_1[X] tel que :

QO(Pf) = ((f(kl)()\l))ogklgml_l, ....(f(k’“)(Al))ogkrgmr_l) (car @ est bijectif ) Donc Pf vé-
rifie :

=0 et puis P = 0.
m = dimR™, on en

vie L], Wkie{0,.mi—1}, P = F&0).
C’est-a-dire :
f f Pf.

On pose f(A) = Ps(A) (définition de f(A) )
B) Exemples

N
8. Soit f(z) =Y apa®
k=0
Ecrivant f(x) = Py + Ha(x)H (x) (division euclidienne de f par II4 ).
Comme I14(A) =0, il vient f(A) = P;(A).
5 —4

9. I(31A:<4 _3

>6M2(R), I=R.

(a) Calcul de IT4 : Le polynome caractéristique de A est :

5—X -4
xa(X) =1, 4y | =X

Comme IT4 divise x4 et que A — Iy # 0, alors [Ty = x4 = (X — 1)2.

(b) Calcul de la matrice f(A) dans les cas suivants :

(1) f(x) =azx+bavec a et breéels :
Ona:deg(f)=1<m—1(icim=2), donc f(A) =aA+ bl,.

(2) f(z) = sin(mx).
Spr(A) ={A=1}, m=2 (=my ),onaaussi: f(1)=0et f'(1) = 7cos(m) =
—m. soit alors Py € Ry([X] tel que : Prl) = 0 et Pi(1l) = —m, on a: Pr(X) =
—m(X —1) et donc f(A) = Py(A) = —m(A—1L) = ...

(3) f(x) = (z —1)%g(x) , avec g € C° , alors f'(z) = 2(x — 1)g(z) + (z — 1)*¢'(z).
Ona: f'(1) =0, f(1) =0, donc P¢(z) = 0 pour tout € I et par suite f(A4) = 0.

Partie III : Calcul systématique de f(A)

A) Formule générale
10. Onsaitquep: R, 1[X] — R™

P = @(P) = ((P*)(A1))osks <my—1 -+ (PF)(A1))och, <m, 1)
est un isomorphisme d’ev.

Or (P(k)()‘j))ogkgmj—l € R™, soit alors (ejk)ogk<m,—1 | base canonique du sous-espace
s
vectoriel {0} x .. x {0} x R™ x {0} x ... x {0}, de R™ (m =) m;).
——— —_——— j=1

(j—1) fois r—(j+1) fois
Ona:ejr=(0,..,0, 1 ;0,...,0) et que (ejx)1<j<r,0<k<m;—1 est la base canonique
(k+j7) place
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11.

de R™. Soit alors Q;x € Ry—1[X] tel que p(Qjx) =ejr ( Qjr = ¢ '(ejk) -..). La famille
(Qj7k)1<j<r70<k<m]._1 est une base de R,,,—1[X].

m;— 1 r mj—l
Pour tout P = Z Z i Qr; € Rp1[X], on a @ o(P) = > > apje(Qk,) =
=1 k= j=1 k=0
r mj—l r mj—l
S % agjejr Dautre part 1 o(P) = Y S PF()\j)ejx, donc : ag; = PF)();) pour
j=1 k=0 j=1 k=0

tout j €[1,r]et k € {0,...,m; — 1} .
En paticulier : Pou tout f € C7° , il existe une famille de poynomes (Qj,k)léjéﬂoékSmfl
telle que :

rm]-—l ij—l
=33 PR = 30 X 100w
Jj=1 k=0 j=1 k=0

Onpose: Zj =Qjr(A) pour 1 <j<r,0<k<m;—1.

r mj—l r m]-—l
Soit a1, des scalaires tels que : Z Z ajrZir=0,enposant : P =% > ;jpQjkr €
J=1 k= j=1 k=0

R,,—1[X], on a: P(A) =0, donc il ex1ste H € R[X] tel que P = HIly, pour des raisons
de degrés , on a : P = 0 et par suite la famille (Z; x)1<j<r, ock<m;—1 est libre dans M,,(R) .

r mj—1 r mj—1
Pour tout f € C5°, on a: f(4) = Y. z FR Qi (4) = 3 z F®I (05 Z; .. D'on
Jj=1 k= j=1 k=

le résultat demandé.

B) Exemples

12.

) 5 —4 .
101A:<4 _3>etI:R+.

a et b) Ona:HA(X):(X—1)2(doncrzletm1:2:m)

Q10 = ¢ ((1,0)), donc { Qr, OE ; et puis Q10 =1

Qui = (O ), done { LT et puis Qua =X -1

En conséquence Z1 = Z1 9 = Ql,O(A) =Det Zy=711=0Q11(A) =A—1Iet parla
question 11) f(A) = f(1)Z1 + f'(1)Z3 pour tout f € C°

Autre fagon : pour a) : On asit que f = Py +1I4H ot h € C}° avec deg Py = 1,
donc Py = Pp(1 + Pp(1)(X — 1) = f(1+ f/(1)(X — 1) (formule de Taylor ...). Par
f(A) = P¢(A) la conclusion en résulte.

b) Si l'on ulitise la seconde méthode et si Z; et Zy vérifient : (x)  f(A) = f(1)Z1 +
J'(1)Zy pour tout f € C¢° ., alors avec f =1, on a: Iy = Z; et puis avec f = X,on
a:A=7Z1+Zy,donc Zo = A— 71 =A— Ds.

¢) Calcul de A20% :ici f(z) = 229 2 € I, donc f € C%°, avec f(1) =1 et f/(1) = 2004.
Donc :

f(A) = A2 = 7, 4+ 200475 = I5 + 2004(A — I) = —200315 + 2004 A

Calcul de VA :ici f(z) = o, 2 € I , donc f € O avec f(1) = 1 et f/(1) = 1.
3 -2

Donc f(A) =VA=1L+3(A-1L) = (12+A):<2 ] )

Calcul de & :ici f(z) = 2,z € I, f € C°, avec f(1) = 1 et f/(1) = a. Donc

_ A __ _ o o o 1—|—4OL —4o
f(A)—A —IQ—I—Oé(A Ig)—(l a)12+aA—<4a 1_4a)
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1 -1 1
13.IciA=| 2 -2 1 | e My(R) et I =R.
1 -1 0

(a) Ona:Il4 = (X 4+ 1)X2 (On commence par calculer le polyndéme caractéristique.....),
donc j €[1,2], my = 1, Ay = =1, my = 2, A2 = 0 (m = m; +mg = 3 ). Le

polynéme minimal de A n’a pas de racines simples sur R, donc la matrice A n’est pas
diagonalisable dans M3(R).

Q2.0 = ¢ 1((0,1,0)), donc ¢ Q2
/

Q21 = ¢ 1((0,0,1)), donc { Q21(0) =0 et puis Qo1 = X?+ X

Donc ZLO = QI,O(A) = AQ, 2270 = on(A) = —A? + Ig et ZQJ = QQJ(A) = A? + A.
Remarque : On peut caculer les Z;, associées & A, en partant de l'identité : f(A) =
F(1)Z10+ f(0)Z20 + f'(0)Z2,1 pour tout f e Cf°.

On prend successivement , f = X , f = 1et f = X? , pour avoir le systéme
A=2Z10+ 221
Is = Z10+ Z2p qui est simple a résoudre.
A2 = Zl,O

Partie IV : Un calcul fonctionnel sur la matrice A

A) Quelques identités bien naturelles

14. Soient f et g deux éléments de C7° et o € R.

(a) Pour tout k€ N, on a : (af)® = af®), donc, pa la question 11), on : P,y =aPy .
De meme (f + g)(k) = Fh(k) + g(k) . donc Ppry = Py + Py .

(b) En écrivant f = Py + Hqll4 et g = Py + Holl4 avec Hy et Hy dans C7° , on alors :
fg = PPy +1I4H on H = (PyHy + PyH; + HiHIl14) qui est bien un éléement de
C7°. Soit fg = Pyg
D’autre part : fg € C7° et donc fg = Py, + 114K o K € C7°, donc fg = P¢P,.

De ces deux résultats, on déduit que Py, = Py P,.

15. Soit S : C° — My (R), f+— f(A) .

(a) Montrons que S est un morphisme d’algébres.
Soient f et g dans C7° et a € R, alors :
o S(af) = Pag(A) = aPy(4) = aS(f)
o S(f +9) = Prig(A) = Py(A) + Py(4) = S(f) + S(g)
eS(f9) = Pry(A) = (PyP,)(A) = P{(A)P,(A) = S(/)S(q)
oS(1)=I,oul:x—1
Donc S est bien un morphisme d’algébes.
(b) Soit f e C, ona:
Si f € ker(S) alors S(f) =0, donc P(A) =0 ."Ps est donc un polynéme annulateur
de A et par suite, il est divisible par le polynome minimal Il 4 .Puique son dégré est
inférieur ou égal & deglly — 1, il en résulte que Py = 0 et par suite f € I[,C7° =
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16.

{IlnH /| H e C® }.
En conclusion : ker(S) = I14C7°

sin,cosEC}”oﬂI:]Retfl:xH\/E,fg:mH%sontdansC})OavecI:R’jr.

(a) Avec f = cos et g = sin, on alors :
(cos(A))? + (sin(A))> = (S(f)* + (S(9))?
= S(f*) + S(g%)
=S(f*+9°)
= S(1)
::]ﬁ

(b) Ici les A sont strictement positifs :
2
Si f(z) = V/z, alors S(f):\/_ donc (\/Z) = S(f)S(f) = S(f?) = S(id;) = A.

Si f(z) = 2, on a: S(f)

= Z Par zf(z) = 1 pour toutacEI R+, on a :
S(idr)S(f) = I, , soit A.S(f) =

. Donc A est inversible et Z = A1

B-Le spéctre de f(A)

17.

18.

19.

20.

Soit Mg = {f(A) / f € C° }, alors : My = S(C°) = {P(A) / P € Ry,,_1[X]}, clest
donc une R-algébre (comme image par un morphisme d’algébres, d’une algebre ). Elle est
commutative car C7° est une R -algebre commutative.

dim(My) = dim({P(A) / P € Ry,,—1[X]}) = m.

Soit M € My tel que M inversible, alors, il existe P € R,,,—1[X] tel que M = P(A) et M
inversible.

En considérant l'application [ : z — % , on déduit l'existence de @@ € R[X] tel que
Q(M) = & = M~ ( voir question 16 ) et puis M~ = Q(M) = Q o P(A) € My car
QoPeCP.
Soit f € C7° .

(1) = (2) : Supposons f(A) est inversible dans M, (R), d’aprés la question 18. il existe
g € C° tel que f(A)g(A) = I,,, donc fg = 1 et par suite, il existe H € R[X] tel que

fg = 14+ HII4. Donc, pour tout j €[1,7], f(A;)g(A;) = 1 et puis f(A;) # 0 pour tout
J €1, r].

(2) = (1) : Supposons f(A;) # 0 pour tout j €[1,7], on a alors : P();) # 0 pour tout
j et par suite Iy A Py = 1. En écrivant PR 4 1145 = 1 (identité de Bezout), il vient :
I, = R(A)P¢(A) car I14(A) = 0 et par suite f(A) est inversible .

Notons par I'ensemble des valeurs propres réelles de M € M(R) . Soit A€ Ret g = f — A,
.on a:

A € Apay & f(A) — AL, est non inversible<s g(A) est non inversible U 19 35 €[1, rtel
que : g(A\;) =0« 3j €[1,r]tel que : X = f(A).

En conclusion : Ay4) = Aa.

V- Application de la résolution d’un systéme différenteil :

21.

22.

C’est du cours : Dans un evn de dimension finie, muni d’une base B, une suite converge si
et seulement si les suites composantes dans B convergent.

Ici 'espace M 4 est de dimension finie, muni de la base 3 définie dans la question 11., donc
I’équivalence demandée en résulte.

tk k
Pour p € Net t € R, posons fi,(z) = — pour tout z € R . On a alors : fi(x) =
=0
+oo tk$k
hrf frp(z) = v (développement en série entiére de x — exp(tx) ). Par le théoréme
- =0 *
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de dérivation terme a terme, on a : ft(];) () — ft(k) () pour tout z € R et tout k € N .
P poo

Par la question 21. la suite (f;,(A)), converge dans M, (R), vers f;(A) et on peut écrire :

+o00 tk Ak
fild) =3
=0 :
(t)
23. Matriciellement le systéme proposé s’écrit : X'(t) = AX(t) on X(t) = y(t) et
z(t)
1 -1 1
A=12 -2 1
1 -1 0
A1
Les solutions du systéme sont de la forme : X (t) = exp(tA)\ = fi(A)Aou A= [ A2 |.Or,
A3
1+1 —t t
par la question 13 ,ona: fi(A) = fiy(=1)Z1+f1(0)Za+f{(0)Z3 = | —e P +1+t e P+t ¢t
—et+t et—1 ¢t

AL Mt — thg + tA3
Dot X(t) = | —Aie7 !+ A+ Mt + et + 1ty +tA3 | pour tout ¢ .
et At 4+ et — Ao +tA3
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