
Con
ours 
ommuns polyte
hniques 2004-Math2Corrigé par M.TAIBI Ly
ée Moulay Youssef RABATPour M ∈ Mn(R), on pose ‖M‖ = n max
16i,j6n

|mi,j|Préliminaires :1. Pour X =






x1...
xn




 et Y =






y1...
yn




 deux éléments de Mn,1(R) et M = (mi,j)i,j ∈

Mn(R), on a :
MX = Y ⇔ ∀i ∈[[1, n]], yi =

n∑

j=1
mi jxj , don
 :

‖MX‖
∞

= ‖Y ‖
∞

= max
i

|yi| 6 ‖X‖
∞

(
∑n

j=1 max
i,j

|mi j|) = n ‖M‖ ‖X‖
∞

.D'où :
‖MX‖

∞
= n ‖M‖ ‖X‖

∞2. M est un sev de Mn(R) de dimension d > 1. β = (B1, ..., Bd) une base de M.(a) N(M) = max
16k6d

|xk| où M =
d∑

k=1

xkBk, dé�nit une norme sur M en e�et :
• Si N(M) = 0, alors xk = 0 pour tout k ∈[[1, d]], don
 M = 0
• Si λ ∈ R et M ∈ M, on a : N(λM) = |λ| max

16k6d
|xk| = |λ|N(M)

• Pour M et M ′ =
d∑

k=1

x′

kBk dans M, on a :
N(M + M ′) = max

16k6d
|xk + x′

k| 6 max
16k6d

|xk| + max
16k6d

|x′

k| = N(M) + N(M ′)(b) On note en
ore ‖.‖ restri
tion de la norme ‖.‖ sur l'espa
e ve
toriel M ( 
'est aussiune norme ). L'espa
e M est de dimension �nie, don
 toutes les normes sur M sontéquivalentes. D'où l'existen
e de a, b ∈ R
∗

+ tels que :
∀M ∈ M, a ‖M‖ 6 N(M) 6 b ‖M‖(
) Pour p ∈ N, posons Mp =

d∑

k=1

xp(k)Bk , ona :
(Mp)p 
onverge vers 0 dans (M, ‖.‖) ⇔ ‖Mp‖ →

p→+∞

0

⇔ N(Mp) →
p→+∞

0

⇔ ∀k ∈[[1, d]], |xp(k)| →
p→+∞

0

⇔ ∀k ∈[[1, d]], (xp(k))
p

onverge dans R vesr 0Partie I : Une relation d'équivalen
e sur C∞

I3. ℓ ∈ N
∗, λ ∈ I, f ∈ C∞

I tels que : f (k)(λ) = 0 pour tout k ∈ {1, ..ℓ−}(a) La formule de Taylor appliquée à f sur [λ, x] pour ut x ∈ I, donne :
f(x) =

ℓ∑

k=0

f (k)(λ)

︸ ︷︷ ︸

=0

+
x∫

λ

(x−u)ℓ−1

(ℓ−1)! f (ℓ)(u)du =
x∫

λ

(x−u)ℓ−1

(ℓ−1)! f (ℓ)(u)du.(b) Dans l'intégrale pré
èdente, on fait le 
hangement de variable : u = t(λ − x) + x ,alors :
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x∫

λ

(x−u)ℓ−1

(ℓ−1)! f (ℓ)(u)du =
1∫

0

(t(x − λ))ℓ−1

(ℓ − 1)!
f (ℓ)(t(λ − x) + x)(λ − x)dt

= (λ − x)ℓ
1∫

0

−tℓ−1

(ℓ − 1)!
f (ℓ)(t(λ − x) + x)dtOn pose h(x) = −

1∫

0

tℓ−1

(ℓ − 1)!
f (ℓ)(t(λ − x) + x)dt pour tout x ∈ I.L'appli
ation g : (x, t) 7→ − tℓ−1

(ℓ − 1)!
f (ℓ)(t(λ− x) + x) est C∞ sur I × [0; 1], don
 h estaussi de 
lasse C∞ sur I et que, pour tout x ∈ I,

f(x) = (x − λ)ℓh(x).4. f, g ∈ C∞

I .(a) Supposons : ∃h ∈ C∞

I , tq : f = g + hΠA, alors :
∀k ∈ N , f (k) = g(k) +

k∑

j=0
∁

j
kh

(k−j)Π
(j)
A ( grâ
e à la formule de Leibniz ).Soit λ ∈ SpR(A), et α ordre de multipli
ité de λ, alors :

∀j ∈ {0, ..., α − 1}, Π
(j)
A (λ) = 0 et par suite :

f (k)(λ) − g(k)(λ) =
k∑

j=0
∁j

kh
(k−j)(λ)Π

(j)
A (λ)

︸ ︷︷ ︸

=0

= 0 pour tout k ∈ {0, ..., α − 1}.D'où :
f ≡

A
g(b) Si f ≡

A
g , alors f − g ≡

A
0, et don
, pour tout λ ∈ SpR(A), d'ordre α, on a :

(f − g)(k)(λ) = 0 pour tout k ∈ {0, ..., α − 1}.Par 3.b) : (f − g)(x) = (x − λ)αhλ(x) où hλ ∈ C∞

I .Si ΠA =
r∏

i=1
(X − λi)

mi , alors (f − g) (x) = (x − λ1)
m1h1(x) pour tout x ∈ I, où

h1 ∈ C∞

I . Comme h1 véri�e les hypothèses de la question 3) pour λ = λ2, on applique,don
 3) à h1, alors h1 s'é
rit :
h1(x) = (x − λ2)

m2h2(x) où h2 ∈ C∞

I .On réetère le pro
édé et on a alors :
∀x ∈ I, (f − g) (x) =

r∏

i=1
(X − λi)

mih(x) ou h ∈ C∞

I .5. P , Q ∈ R[X] tels que : {

(1) P ≡
A

Q

(2) ∃H ∈ R[X] ; P = Q + HΠAL'équivalen
e de (1) et (2) résulte des théorèmes de divisibilité dans R[X] .
(1) ⇔ P − Q ≡

A
0 ⇔ ΠA divise P − Q ⇔ ∃H ∈ R[X] tq : P − Q = HΠA (2).Partie II : Dé�nition de la matri
e f(A).A)On 
onsidère l'appli
ation :

ϕ : Rm−1[X] → R
m

P 7→ ϕ(P ) =
(
(P (k1)(λ1))06k16m1−1, ....(P

(kr)(λ1))06kr6mr−1

)
, .6. Il est 
lair que ϕ est linéaire (dérivation est linéaire )Soit P ∈ Rm−1[X],Si ϕ(P ) = 0 , alors : ∀i ∈[[1, r]], ∀k ∈ {0, ..mi − 1}, P (k)(λi) = 0 et aprsuite λi est ra
ine de P d'ordre mi pour tout i ∈[[1, r]], il existe, don
, H ∈ R[X] tel que :
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P = HΠA (∗).Comme deg(P ) 6 m − 1 et deg(ΠA) = m, on a par l'identité (∗) : H ≡ 0 et puis P ≡ 0.L'appli
ation ϕ est linéaire et inje
tive et 
omme dim Rm−1[X] = m = dimR
m, on endéduit que ϕ est bije
tive.7. Soit f ∈ C∞

I , 
onsidèrant le m-uplet de R
m :

(
(f (k1)(λ1))06k16m1−1, ....(f

(kr)(λ1))06kr6mr−1

)
.par la question 6.), il existe un unique Pf ∈ Rm−1[X] tel que :

ϕ(Pf ) =
(
(f (k1)(λ1))06k16m1−1, ....(f

(kr)(λ1))06kr6mr−1

) (
ar ϕ est bije
tif ). Don
 Pf vé-ri�e :
∀i ∈ [[1, r]], ∀ki ∈ {0, ..mi − 1}, P

(ki)
f (λi) = f (ki)(λi).C'est-à-dire :

f ≡
A

Pf .On pose f(A) = Pf (A) (dé�nition de f(A) )B) Exemples8. Soit f(x) =
N∑

k=0

akx
kE
rivant f(x) = Pf + ΠA(x)H(x) (division eu
lidienne de f par ΠA ).Comme ΠA(A) = 0, il vient f(A) = Pf (A).9. I
i A =

(
5 −4
4 −3

)

∈ M2(R), I = R .(a) Cal
ul de ΠA : Le polyn�me 
ara
téristique de A est :
χA(X) =

∣
∣
∣
∣

5 − X −4
4 −3 − X

∣
∣
∣
∣
= (X − 1)2.Comme ΠA divise χA et que A − I2 6= 0, alors ΠA = χA = (X − 1)2.(b) Cal
ul de la matri
e f(A) dans les 
as suivants :(1) f(x) = ax + b ave
 a et b réels :On a : deg(f) = 1 6 m − 1 ( i
i m = 2 ), don
 f(A) = aA + bI2.(2) f(x) = sin(πx).

SpR(A) = {λ = 1}, m = 2 ( = m1 ), on a aussi : f(1) = 0 et f ′(1) = π cos(π) =
−π. soit alors Pf ∈ R1([X] tel que : Pf1) = 0 et P ′

f (1) = −π, on a : Pf (X) =
−π(X − 1) et don
 f(A) = Pf (A) = −π(A − I2) = ...(3) f(x) = (x − 1)2g(x) , ave
 g ∈ C∞

I , alors f ′(x) = 2(x − 1)g(x) + (x − 1)2g′(x).On a : f ′(1) = 0, f(1) = 0, don
 Pf (x) = 0 pour tout x ∈ I et par suite f(A) = 0.Partie III : Cal
ul systématique de f(A)A) Formule générale10. On sait que ϕ : Rm−1[X] → R
m

P 7→ ϕ(P ) =
(
(P (k1)(λ1))06k16m1−1, ....(P

(kr)(λ1))06kr6mr−1

)est un isomorphisme d'ev.Or (
P (k)(λj)

)

06k6mj−1
∈ R

mj , soit alors (ej,k)06k6mj−1 l base 
anonique du sous-espa
eve
toriel {0} × .. × {0}
︸ ︷︷ ︸

(j−1) fois

× R
mj × {0} × ... × {0}

︸ ︷︷ ︸

r−(j+1) fois

, de R
m ( m =

r∑

j=1
mj ).On a : ej,k = (0, ..., 0, 1

︸︷︷︸

(k+j) place

, 0, ..., 0) et que (ej,k)16j6r,06k6mj−1 est la base 
anonique
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de R
m. Soit alors Qj,k ∈ Rm−1[X] tel que ϕ(Qj,k) = ej,k ( Qj,k = ϕ−1(ej,k) ...). La famille

(Qj,k)16j6r,06k6mj−1 est une base de Rm−1[X].Pour tout P =
r∑

j=1

mj−1∑

k=0

αk,jQk,j ∈ Rm−1[X], on a : ϕ(P ) =
r∑

j=1

mj−1∑

k=0

αk,jϕ(Qk,j) =

r∑

j=1

mj−1∑

k=0

αk,je,j,k. D'autre part : ϕ(P ) =
r∑

j=1

mj−1∑

k=0

P (k)(λj)ej,k, don
 : αk,j = P (k)(λj) pourtout j ∈[[1, r]]et k ∈ {0, ...,mj − 1} .En pati
ulier : Pou tout f ∈ C∞

I , il existe une famille de poyn�mes (Qj,k)16j6r,06k6mj−1telle que :
Pf =

r∑

j=1

mj−1
∑

k=0

P
(k)
f (λj)Qk,j =

r∑

j=1

mj−1
∑

k=0

f (k)(λj)Qk,j.On pose : Zj,k = Qj,k(A) pour 1 6 j 6 r, 0 6 k 6 mj − 1 .11. Soit αj,k des s
alaires tels que : r∑

j=1

mj−1∑

k=0

αj,kZj,k = 0, en posant : P =
r∑

j=1

mj−1∑

k=0

αj,kQj,k ∈

Rm−1[X], on a : P (A) = 0, don
 il existe H ∈ R[X] tel que P = HΠA, pour des raisonsde degrés , on a : P = 0 et par suite la famille (Zj,k)16j6r, 06k6mj−1 est libre dans Mn(R) .Pour tout f ∈ C∞

I , on a : f(A) =
r∑

j=1

mj−1∑

k=0

f (k)(λj)Qk,j(A) =
r∑

j=1

mj−1∑

k=0

f (k)(λj)Zj,k.. D'oùle résultat demandé.B) Exemples12. I
i A =

(
5 −4
4 −3

) et I = R
∗

+ .a et b) On a : ΠA(X) = (X − 1)2 ( don
 r = 1 et m1 = 2 = m )
Q1,0 = ϕ−1((1, 0)), don
 {

Q1,0(1) = 1
Q′

1,0(1) = 0
et puis Q1,0 = 1

Q1,1 = ϕ−1((0, 1)), don
 {
Q1,1(1) = 0
Q′

1,1(1) = 1
et puis Q1,1 = X − 1En 
onséquen
e Z1 = Z1,0 = Q1,0(A) = I2 et Z2 = Z1,1 = Q1,1(A) = A − I2 et par laquestion 11) f(A) = f(1)Z1 + f ′(1)Z2 pour tout f ∈ C∞

I .Autre façon : pour a) : On asit que f = Pf + ΠAH où h ∈ C∞

I ave
 deg Pf = 1,don
 Pf = Pf (1 + P ′

f (1)(X − 1) = f(1 + f ′(1)(X − 1) (formule de Taylor ...). Par
f(A) = Pf (A) la 
on
lusion en résulte.b) Si l'on ulitise la se
onde méthode et si Z1 et Z2 véri�ent : (∗) f(A) = f(1)Z1 +
f ′(1)Z2 pour tout f ∈ C∞

I ., alors ave
 f = 1, on a : I2 = Z1 et puis ave
 f = X,ona : A = Z1 + Z2, don
 Z2 = A − Z1 = A − I2.
) Cal
ul de A2004 : i
i f(x) = x2004 x ∈ I, don
 f ∈ C∞

I , ave
 f(1) = 1 et f ′(1) = 2004.Don
 :
f(A) = A2004 = Z1 + 2004Z2 = I2 + 2004(A − I2) = −2003I2 + 2004ACal
ul de √

A : i
i f(x) =
√

x , x ∈ I , don
 f ∈ C∞

I ave
 f(1) = 1 et f ′(1) = 1
2 .Don
 f(A) =

√
A = I2 + 1

2(A − I2) = 1
2(I2 + A) =

(
3 −2
2 −1

)

.Cal
ul de 1
A

: i
i f(x) = xα , x ∈ I, f ∈ C∞

I , ave
 f(1) = 1 et f ′(1) = α. Don

f(A) = Aα = I2 + α(A − I2) = (1 − α)I2 + αA =

(
1 + 4α −4α
4α 1 − 4α

)
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13. I
i A =





1 −1 1
2 −2 1
1 −1 0



 ∈ M3(R) et I = R.(a) On a : ΠA = (X + 1)X2 (On 
ommen
e par 
al
uler le polyn�me 
ara
téristique.....),don
 j ∈[[1, 2]], m1 = 1, λ1 = −1, m2 = 2, λ2 = 0 (m = m1 + m2 = 3 ). Lepolyn�me minimal de A n'a pas de ra
ines simples sur R, don
 la matri
e A n'est pasdiagonalisable dans M3(R).(b) On a : Q1,0 = ϕ−1((1, 0, 0)), don
 





Q1,0(−1) = 1
Q1,0(0) = 0
Q′

1,0(0) = 0
et puis Q1,0 = X2.

Q2,0 = ϕ−1((0, 1, 0)), don
 





Q2,0(−1) = 0
Q2,0(0) = 1
Q′

2,0(0) = 0
et puis Q2,0 = −X2 + 1

Q2,1 = ϕ−1((0, 0, 1)), don
 





Q2,1(−1) = 0
Q2,1(0) = 0
Q′

2,1(0) = 1
et puis Q2,1 = X2 + XDon
 Z1,0 = Q1,0(A) = A2, Z2,0 = Q2,0(A) = −A2 + I3 et Z2,1 = Q2,1(A) = A2 + A.Remarque : On peut 
a
uler les Zj,k asso
iées à A, en partant de l'identité : f(A) =

f(1)Z1,0 + f(0)Z2,0 + f ′(0)Z2,1 pour tout f ∈ C∞

I .On prend su

essivement , f = X , f = 1 et f = X2 , pour avoir le système






A = Z1,0 + Z2,1

I3 = Z1,0 + Z2,0

A2 = Z1,0

qui est simple à résoudre.Partie IV : Un 
al
ul fon
tionnel sur la matri
e AA) Quelques identités bien naturelles14. Soient f et g deux élèments de C∞

I et α ∈ R.(a) Pour tout k ∈ N , on a : (αf)(k) = αf (k), don
, pa la question 11), on : Pαf = αPf .De même (f + g)(k) = fh(k) + g(k) , don
 Pf+g = Pf + Pg .(b) En é
rivant f = Pf + H1ΠA et g = Pg + H2ΠA ave
 H1 et H2 dans C∞

I , on alors :
fg = PfPg + ΠAH où H = (PfH2 + PgH1 + H1H2ΠA) qui est bien un élèment de
C∞

I . Soit fg ≡
A

PfgD'autre part : fg ∈ C∞

I et don
 fg = Pfg + ΠAK où K ∈ C∞

I , don
 fg ≡
A

PfPg.De 
es deux résultats, on déduit que Pfg = PfPg.15. Soit S : C∞

I → Mn(R), f 7→ f(A) .(a) Montrons que S est un morphisme d'algèbres.Soient f et g dans C∞

I et α ∈ R, alors :
• S(αf) = Pαf (A) = αPf (A) = αS(f)
• S(f + g) = Pf+g(A) = Pf (A) + Pg(A) = S(f) + S(g)
•S(fg) = Pfg(A) = (Pf Pg)(A) = Pf (A)Pg(A) = S(f)S(g)
•S(1̃) = In où 1̃ : x 7→ 1Don
 S est bien un morphisme d'algèbes.(b) Soit f ∈ C∞

I , on a :Si f ∈ ker(S) alors S(f) = 0, don
 Pf (A) = 0 . P̈f est don
 un polyn�me annulateurde A et par suite, il est divisible par le polynome minimal ΠA .Puique son dégré estinférieur ou égal à deg ΠA − 1, il en résulte que Pf = 0 et par suite f ∈ ΠAC∞

I =
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{ΠAH / H ∈ C∞

I }.En 
on
lusion : ker(S) = ΠAC∞

I .16. sin, cos ∈ C∞

I où I = R et f1 : x 7→ √
x , f2 : x 7→ 1

x
sont dans C∞

I ave
 I = R
∗

+ .(a) Ave
 f = cos et g = sin, on alors :
(cos(A))2 + (sin(A))2 = (S(f))2 + (S(g))2

= S(f2) + S(g2)
= S(f2 + g2)

= S(1̃)
= In(b) I
i les λj sont stri
tement positifs :Si f(x) =

√
x, alors S(f) =

√
A, don
 (√

A
)2

= S(f)S(f) = S(f2) = S(idI) = A.Si f(x) = 1
x
, on a : S(f) = 1

A
. Par xf(x) = 1 pour tout x ∈ I = R∗

+, on a :
S(idI)S(f) = In , soit A.S(f) = In . Don
 A est inversible et 1

A
= A−1.B-Le spè
tre de f(A)17. Soit MA = {f(A) / f ∈ C∞

I }, alors : MA = S(C∞

I ) = {P (A) / P ∈ Rm−1[X]}, 
'estdon
 une R-algèbre (
omme image par un morphisme d'algèbres, d'une algèbre ). Elle est
ommutative 
ar C∞

I est une R -algèbre 
ommutative.
dim(MA) = dim({P (A) / P ∈ Rm−1[X]}) = m.18. Soit M ∈ MA tel que M inversible, alors, il existe P ∈ Rm−1[X] tel que M = P (A) et Minversible.En 
onsidèrant l'appli
ation f : x 7→ 1

x
, on déduit l'existen
e de Q ∈ R[X] tel que

Q(M) = 1
M

= M−1 ( voir question 16 ) et puis M−1 = Q(M) = Q ◦ P (A) ∈ MA 
ar
Q ◦ P ∈ C∞

I .19. Soit f ∈ C∞

I .
(1) ⇒ (2) : Supposons f(A) est inversible dans Mn(R), d'après la question 18. il existe
g ∈ C∞

I tel que f(A)g(A) = In, don
 fg ≡
A

1 et par suite, il existe H ∈ R[X] tel que
fg = 1 + HΠA. Don
, pour tout j ∈[[1, r]], f(λj)g(λj) = 1 et puis f(λj) 6= 0 pour tout
j ∈[[1, r]].
(2) ⇒ (1) : Supposons f(λj) 6= 0 pour tout j ∈[[1, r]], on a alors : Pf (λj) 6= 0 pour tout
j et par suite ΠA ∧ Pf = 1. En é
rivant PfR + ΠAS = 1 (identité de Bezout), il vient :
In = R(A)Pf (A) 
ar ΠA(A) = 0 et par suite f(A) est inversible .20. Notons par l'ensemble des valeurs propres réelles de M ∈ M(R) . Soit λ ∈ R et g = f −λ,.on a :
λ ∈ Λf(A) ⇔ f(A) − λIn est non inversible⇔ g(A) est non inversible quest 19⇔ ∃j ∈[[1, r]]telque : g(λj) = 0 ⇔ ∃j ∈[[1, r]]tel que : λ = f(λj).En 
on
lusion : Λf(A) = ΛA.V- Appli
ation de la résolution d'un système di�érenteil :21. C'est du 
ours : Dans un evn de dimension �nie, muni d'une base B, une suite 
onverge siet seulement si les suites 
omposantes dans B 
onvergent.I
i l'espa
e MA est de dimension �nie, muni de la base β dé�nie dans la question 11., don
l'équivalen
e demandée en résulte.22. Pour p ∈ N et t ∈ R , posons ft,p(x) =

p∑

ℓ=0

tkxk

ℓ!
pour tout x ∈ R . On a alors : ft(x) =

lim
p→+∞

ft,p(x) =
+∞∑

ℓ=0

tkxk

ℓ!
(développement en série entière de x 7→ exp(tx) ). Par le théorème
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de dérivation terme à terme, on a : f
(k)
t,p (x) →

p∞
f

(k)
t (x) pour tout x ∈ R et tout k ∈ N .Par la question 21. la suite (ft,p(A))p 
onverge dans Mn(R), vers ft(A) et on peut é
rire :

ft(A) =
+∞∑

ℓ=0

tkAk

ℓ!
.23. Matri
iellement le système proposé s'é
rit : X ′(t) = AX(t) où X(t) =





x(t)
y(t)
z(t)



 et
A =





1 −1 1
2 −2 1
1 −1 0



 .Les solutions du système sont de la forme : X(t) = exp(tA)λ = ft(A)λ où λ =





λ1

λ2

λ3



 . Or,par la question 13 , on a : ft(A) = ft(−1)Z1+ft(0)Z2+f ′

t(0)Z3 =





1 + t −t t
−e−t + 1 + t e−t + t t
−e−t + t e−t − 1 t



D'où X(t) =





λ1 + λ1t − tλ2 + tλ3

−λ1e
−t + λ1 + λ1t + λ2e

−t + tλ2 + tλ3

−λ1e
−t + λ1t + λ2e

−t − λ2 + tλ3



 pour tout t .
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