CCINP 2024 MP Mathématiques 1

Proposition de corrigé

Exercice 1

Q1. On suppose que la variable aléatoire X est définie sur un espace probabilisé ({2, .4, P).
Soit k € IN* : pour tout w € €, la valeur X (w) est un entier donc

Xw)=k <= Xw)>k—1 et non(X(w) > k)

autrement dit, ’événement {X = k} est égal a la différence {X >k — 1} ~ {X > k}; de plus, pour tout
w € Qsi X(w) >k alors X(w) > k — 1, donc événement {X > k} est inclus dans {X >k —1}. Il en
découle que

|P(X =k)=P(X>k—1)- P(X > k)|

On utilise cette identité pour calculer la somme suivante pour n € IN* :

> kP(X =k) =) k(P(X >k—1)—P(X > k)
k=1 k=1
=> (P(X>k-1)+ (k- 1)P(X >k—1) - kP(X > k))
k=1
= PX>k-1)+> ((k-1)P(X >k-1)—kP(X > k))
k=1 k=1
j=k—1 n-—1 n—1
tde“‘“page Y P(X>j)+[0P(X >0)—nP(X >n)] = P(X>k)—nP(X >n)
§=0 k=0
n n—1
et on peut constater que 1’égalité Z EP(X =k) = Z P(X > k) —nP(X > n) demeure valable pour

k=1 k=0
n = (0 aussi en convenant que dans ce cas les deux sommes qui y apparaissent sont nulles.

Soit n € IN; le réel nP(X > n) est un produit de réels positifs ou nuls, donc nP(X > n) > 0; d’autre part
on peut en obtenir une majoration :

+oo +o0
nP(X>n)=n » P(X=k= Y nPX ka
k=n+1 k=n-+1 k=n+1

puisque pour tout entier k > n+1ona P(X =k) >0, donc nP(X = k) < kP(X = k), et par croissance

de la somme (si X est d’espérance finie, la série >, kP(X = k) converge; dans tous les cas, cette
k>n+1

magoration est valable dans [0, +00]). Par conséquent

n n +o00 +o0
> kP(X =k) <Y kP(X =k)+nP(X > n) ZkP =k)+ Y kP(X=k)=> kP(X =
k=1 k=1 k=n+1 k=1

En utilisant ’identité établie auparavant on obtient ’encadrement

n n—1
Y kP(X =k) <Y P(X > k) ka E(X)
k=1 k=0
et puisque hIJIrl Z EP(X =k)=E(X) on déduit l'existence et la valeur de ll)IJ{l Z P(X >k):
400 n—1
kZ_OP(X>k) ngmooZPX>k) E(X).



Q2. On peut modéliser 'expérience aléatoire a I’aide d’un p-uplet (on suppose p € IN*) de variables aléatoires

(X1,...,X,) définies sur un espace probabilisé (€2, 4, P), ou X; représente le numéro de la i*™e boule
tirée : pour tout ¢ € [1,p] la variable X; suit la loi uniforme sur [1,n] (équiprobabilité des tirages) et
(X1,...,Xp) est une famille de variables aléatoires mutuellement indépendantes (tirages avec remise) ; on
peut alors définir la variable aléatoire X = max{Xy,...,X,}, c’est-a-dire :
Ywe ) X(w)= max X;(w).
i€[1,p

Soit k € IN; pour tout w € 2 on a

X(w) <k — sup X;(w) <k < Vie[l,p] Xi(w)<k
€[ 1,p]

p
dou {X <k} =) {X: <k}; les variables X; sont mutuellement indépendantes et de méme loi, donc
i=1

comme X; suit la loi uniforme sur [1,n] on a :

k
P(Xlgk):‘{xe[[l’n]] : xék}|:\[[1,min(n,k‘)]]|: - sik<n
IR " 1 sik>n
k
N (f)p sik<n
et on aboutit & |P(X < k)= \n
1 sik>n

La variable aléatoire X est a valeurs dans [1,n ], donc la famille (P(X < k)), o caractérise la loi de X ;
on peut calculer explicitement la distribution de probabilités discretes de la loi de X en utilisant le premier
résultat de la question Q1. et en prenant les probabilités des événements contraires (ou en adaptant le
raisonnement fait en Q1.) : on obtient

Vke[ln] P(X=k)=P(X>k—-1)—P(X>k)=(1-P(X<k—-1)) - (1-P(X <k))

kNP k—1\P
done | X(@) =[1n] et vke[tLn] P(x =k = (5) - (A1)
"L kN . TN
Q3. On remarque que pour tout n € IN* la somme > — (7) est la somme de Riemann pointée a gauche
k=0 N \N

k
de la fonction f :t+—— tP, associée a la subdivision réguliere () du segment [0,1] en n sous-
"/ kefon]

1
intervalles de longueur — ; comme f est continue sur [0,1] et le pas de ces subdivisions tend vers 0, on
n

a
18~ kye [ 1
im — 3" (5) :/ g p—
nrtoo m AN 0 p+1

Pour n € IN* fixé la variable aléatoire X (dont la loi dépend de n) est & valeurs dans [1,n]; d’apreés Q1.,

400 n—1 n—1 n—1
E(X)=> P(X>k) =) PX>k=> (1-P(X<k)=n-)Y PX<k)
k=0 k=0 k=0 k=0
En utilisant Q2. et la limite calculée ci-dessus on obtient
E(X) 182 ky\» 1 p Iz
—q_ 2 (,) 1 - 0 d EX) ~ —/—
n nz:: n n—+o0 p+1 p—|—17é one ( )nﬁ+oop+1n

Exercice 11

Q4. (H) est une équation différentielle linéaire homogene, donc 'ensemble S;(H) de ses solutions sur U'intervalle

I est un sous-espace vectoriel de R!; de plus (H) est une équation d’ordre 2 et le coefficient du terme
dim(S;(H)) =2 ‘ (conséquence du
théoreme de Cauchy-Lipschitz linéaire : pour z¢ € I fixé quelconque, 'application y — (y(xo),y (x0))
est un isomorphisme de S7(H) sur R?).

d’ordre 2, © — 22, est une fonction qui ne s’annule pas sur I, donc




Q5. Soit f une fonction développable en série entiére sur un intervalle | —R, R[, avec R € ]0,+0c0], et soit
>~ anx™ son développement en série entiere. Par dérivation terme & terme sur Uintervalle ouvert de conver-
gence on a, pour tout x € | —R, R :

+o00 +oc0 +o00
22 f (z) + 4z f (z) + (2 — 2?) f(2) = 22 Z ann(n —1)z" 2 4 4 Z apnz" "t + (2 — 2?) Z anx"
n=2 n=1 n=0

“+ o0 +oo 400 400
= Z apn(n — 1)z™ + Z 4apnz™ + Z 2a,x" — Z Y
n=2 n=1 n=0 n=2
+oo

= 2a9 + 6a1x + Z ((n2 +3n+2)a, — an,g)x"

n=2

Par unicité du développement en série entiere de la fonction constante égale & 1, f est solution de (E) sur
] =R, R[ si et seulement si

2a9 = 1, 6a1 =0 et YnelN n>22 — (n2+3n+2)anfan_2:0

. .. 1
ou, de maniere équivalente, ag = =, a; =0 et
2

Qp—2

N 2 n = —
Vn € n = — a CESNCES)

Cette relation de récurrence linéaire lie des termes dont les indices different de 2 ; une division euclidienne
par 2 permet alors de se ramener a un systeme équivalent de deux relations de récurrence linéaires d’ordre
1, a savoir, en posant n = 2p + 7 :

% a2(p—1)+4r
V(pr) €N {01} azpir = (2p+r+(f)(2)p+r+2)

p
1 2+7r)
= Vre{0,1} VYpeN* r=ar[] = ay
re {01} VP e N gy =a 2k 4+ 1)(2k 7+ 2) et +2)

1
et la seule suite vérifiant ce systeme et les conditions initiales ag = 3 et a; = 0 est la suite définie par :

1

(*) Vp eNN (1,2p = m

et A2p+1 = 0.

On considere la suite (an),, oy définie par () : en utilisant les développements en série entiere usuels, pour
tout € R* (donc en particulier pour tout € I) la série > a,2™ converge et 'on a

—+00 2 +oo 2p+2

= 1 X 22 cha—1
;a"x Z(2p+2 _x222p+2 72:: T2

On conclut que la série entieére Y a,2™ est de rayon de convergence infini, que sa somme f est 'unique
chz —1
22

solution de (E) développable en série entiere sur R et que f(z) = pour tout x € I.

Q6. La fonction g est une solution particuliere de I’équation linéaire (E) et S;(H) est ’ensemble des solutions
de I’équation homogene associée, donc S;(E) =g+ S;(H).
La restriction de f & I, notée f|;, est une solution de (F) aussi; par linéarité de I’équation (principe de

h
superposition) la différence h; = f|;, —g: 2z +— C—; est une solution de ’équation homogene associée
x
h(z)
ha(x)
est une famille libre d’éléments de S;(H) (un procédé plus standard mais plus calculatoire consisterait
hi(z) h(z)| 1
W) W)~ ot # 0 donc (hy,h) est
un systéme fondamental de solutions de (H) sur I). Or S;(H) est un espace vectoriel de dimension égale
a 2 (question Q4.), on en déduit que S;(H) = Vect(hq, h) et que

(H). En observant que

= th(x) — 0 mais que h n’est pas la fonction nulle, on déduit que (hy, h)
z—

former le wronskien de (hy,h) : on obtient W(hy,h) : x —>

achz + fshx —1
22

S1(E) = g+ Vect(hy,h) = {x — : (o, 8) € 1R2}




Q7. Puisque (H) est une équation linéaire homogene, 1’ensemble Sg(H) est un sous-espace vectoriel de R¥.
Soit y € Sr(H) : la restriction de y & I est une solution de (H) sur I, donc d’apres Q6. il existe (o, 3) € R?
tel que y|; = ahi+Bh. Vuque 1 = o (h(z)) et que h(z) = o (hi(x)), sia#0ona y(x) ~ ahi(z),

z—0 z—0 z—0+
et si @ = 0 mais 8 # 0 alors y(z) ~ . Bh(x); dans chaque cas la fonction y n’est pas bornée au voisinage
z—0
de 0, ce qui contredit la continuité de y en 0 : on conclut que o = 5 = 0 et que la restriction de y a I est
la fonction nulle.
On consideére la fonction g : a2 — y(—2x); pour tout € R on a

2y () + daif () + (2 = 2°)(2) = (—2)y" (—2) — 4y (=2) + (2 = (—2)*)y(=2) = 0

donc § € Sg(H) aussi. Il en découle que la restriction de § & I est nulle, donc Va € ]—o00,0[ y(z) =0.
La fonction y est continue sur R, nulle sur R* qui est une partie dense de R : par conséquent y est nulle
sur R.

Finalement, ’espace vectoriel Sg(H) ne contient aucune fonction non nulle, donc ‘dim(S]R(H ) = 0‘

Probleme

1 . 1
Q8. La série de Riemann ) — est convergente, on note S sa somme. La suite & termes positifs | —
nzl n nelN*

est donc sommable ; par sommation par paquets selon la parité et par linéarité de la somme on a :

= — = — — = 5 s == T
—n oo oo = (2p) = (2p+1) 4 8
n parr N 1mpair
1y 172 rR1
d’ou S = (1 - Z) %, c’est-a-dire nz::l 2= %

Partie I

Q9. Soit n € IN. La dérivée de la fonction z +—— (sinx)"*! sur R est ‘x — (n 4+ 1)(sinx)"(cos x) ‘

En intégrant par parties,

i
2

Whio = /Og(sinx)"(sinx) dz = [—(sinx)"(cos x)} - /0’2' —(n 4+ 1)(sinz)™(cosz)? dz

=0

(=)

™ ™

= (n+1) /Og(sinm)"(l—sin2 xz)de = (n—i—l)(/oi(sinx)" dx—/o2 (sinz)"*? dx) = (n+1) (W, —W,42)

n+1
d’ou |Wyie =
ou n+2 n+2 n
. R . . ) 2k + 2
Pour k£ € IN, en substituant 2k + 1 & n dans la relation précédente on obtient Wog3 = 2% 3 2kt

On résout cette récurrence linéaire d’ordre 1 : pour tout n € IN

n—1 n—1 o

; 20 (11 )’
2k 22(k + 1)2 2 . :
o = (11 5™ = (1] grogiaies) |, sneds = ——[eons]

[}

k=0 k=0 l_[2 J
j=
22n(n!)2
donc W2n+1 = m

Q10. Pour tout # € ] —=1,1[ on a —1 < —z? < 0; en utilisant le développement en série entiere du binéme de
Newton généralisé on obtient :



Q11.

Q12.

Q13.

WX k1) (2k42)N w1 Elj "
:Zn'<k1:[0 22(k + 1) )xQZZQ%n!J" sz

n=0

donc |Vze]-1,1] S T _(2n)! an
n re]|— = E x
’ 1—a2 = 22(nl)?

Par primitivation terme & terme sur l'intervalle ouvert de convergence, comme Arcsin(0) = 0 il résulte que

. > (2n)! 2n+1
Vo €] -L1[ Arcsin(a) = ), gmeiam gy

n=0

. . , . .. . N . . 7T
La fonction Arcsin est réciproque de la restriction du sinus a [— }, en particulier pour = € [0, 5 [

T
. 272
on a Arcsin(sinz) = z; or pour x € [07 5 [ on a 0 <sinx < 1, donc en utilisant le résultat de la question

Q1o0.

+oo
m : : (271)' : 2n+1
Va € |:O, 5 |: Xr = AI‘CSIH(SID.’L’) = 7;) m(smx)
Pour tout n € N la fonction f, : z — ﬁ(sin x)?" 1 est continue sur {O T [ de plus
" 22 (n1)2(2n + 1) 2l

fn est positive sur cet intervalle; d’apres Q11. la série de fonctions ) f,, converge simplement vers
nelN

™
la fonction identité x — x sur {0, 5 [, qui est continue. D’apres le théoreme de Beppo Levi, on peut

intervertir somme et intégrale :
RIS (2n)! 5 (2n)! 3
Z/ S (e Ty i) de :/ (X iy Sne)> ) do :/ vdr

Pour tout n € IN, d’apres Q9.

2 (2n)! . om B (2n)! (2n)! 22 (nl)? 1
), Bpm O = i

T 22n(n!)2(2n + 1)W2”+1 T 2220+ 1) 2n+ 1)l (2n+1)2

donc en utilisant ’égalité établie en Q12.

RS 1 z 215 w2
> e ) =[5 =%

n=0
=1 2
t final t li 8.: — = —
et finalement on applique Q 321 3 5

Partie 11

Q14.

Pour € ]—1,1[on a 0 < 22 < 1 donc

1 1 = 1 =
2\n 2n
= - = — )" Vee|-1,1] —— = —x
pe e Tt g Sl D) ) I DD
n=0 n=0
s . . . Inx . .
Par linéarité de la somme, il en suit que La fonction z — pURREE qui est continue sur |0,1[, est la
72 —
limite simple de la série de fonctions > g, ou g, est la fonction continue et positive définie sur 0,1 ]
n=0
par g,(r) = —2*Inx; d’apres le théoreme de Beppo Levi,

too a1
Z/ (—2*"Inz)dz
0

n=0

Y ng 1 ¥ too 1
A x2_1d£€=/0 (%gn(x))dng/o gn(z)dr =



1.2n+1

Pour n € N fixé, les fonctions = — — et In sont de classe C* sur |0, 1] et leur produit converge

2n +
vers 0 en 0 (croissance comparée) ; on peut alors intégrer par parties :

1 1.2n+1 1 1 x2n 1
/ (—z*Inz)dx = [— lnx} +/ —de=——.

1 1
(—2) et la série de Riemann & termes positifs > — est convergente,
n n

1

< —_—
Comme 0 = (2” + 1)2 n~>O+oo

2

on déduit par comparaison que la série >

= m converge.

' ne =
0] lut dz = —
n conclut que /0 21 x 7;) @n+ 1) < 400

Q15. On considere la fonction F définie sur ([0, +o00[)? par :

Arctan(xt)

V(a,t) € ([0, 400 Fla,t) = ——

e Pour t € [0, 400 fixé, la fonction x +— F(x,t) est continue sur [0, 400 .
e Pour z € [0, +o0 [ fixé, la fonction ¢+ F(x,t) est continue sur [0, +o0 .
e La fonction Arctan est bornée sur R, donc

Arctan]|
V(x,t 0 > |F t<”7°°'
(@.0) € ([0, 400 [F(a,0)] < 12500 ke,
|Arctan||
1+t2

1
intégrable sur [0, +oo [ par comparaison & la fonction ¢ — -5 qui est intégrable en +oo.

1
la fonction ¢ : t —> est continue sur [0,+oc0[ et ©(t) = —), donc ¢ est

t—>9-oo <t2

D’apres le théoreme de continuité des intégrales a parametre, la fonction f est définie et continue sur
[0, +o0].

Q16. On reprend la fonction F' introduite a la question Q15..
e Pour t € [0, +oo [ fixé, la fonction x — F(x,t) est de classe C1 sur ]0,1] et

t
1+ 2)(1 + 226%)

V(z,t) €]0,1] x [0, +00] ?;;(.’L',t)z(

e Pour x €]0,1] fixé, la fonction ¢ — F(z,t) est intégrable sur [0, +o00o [ (grace a la domination établie

F
a la question Q15.) et la fonction ¢ — ——(z,t) est continue sur [0, +o0 .

. Ox
e Etant donné a €]0,1],

OF t
V(x,t 11%[0 = (z,t)| < ;
(z.£) € o, 1] [0, ool ‘ax (= )‘ (1+2)(1 +a?2)
la fonction tt— ! est continue sur [0, 400 et t)= o (l> donc
Pla 1+ )1+ a®?) ’ YLel) =, S \g)

1
©1,q est intégrable sur [0, +oo [ par comparaison & la fonction ¢ — 2 qui est intégrable en +oo.

On peut appliquer le théoréme de dérivation sous le signe intégral : la fonction f est de classe C! sur
[a,1] pour tout @ € ]0,1], donc f est de classe C! sur |0,1], et

tde
1+ 2)(1 + 2212

+oo
vz €]0,1] f/(x):/o (

Q17. En réduisant les fractions rationnelles au méme dénominateur on obtient

t x?t (1—a?)t d t 1 ( t 22t )
— = onc = - .
1+¢2  1+t222  (1+12)(1 + t222) (1+2)(1+t222)  1—22\1+¢2  1+1222
Soit z €]0,1] imiti [0, 400 de la fonction ¢ +— f vt t
o1t T ; une primitive sur o0 € la ronction — es
1 5y 1 9oy 1. 1442



Q18.

1.1
cette fonction vaut 0 en 0 et tend vers 3 In— = —Inz en +oo. En utilisant la représentation intégrale
x
de f’(x) établie en Q16. on obtient :

+oo tdt 1 oot 22t
() = = ( - )dt
o (I+)(142%2) 1-—22 ), 1+t 14222

B 1 [1 14 ¢ oo Inx
T 1 — g2

“n —
2 1+ax2t2]lo 2 -1
comme voulu.

Par définition

1) = /0+°° Arctant . {(Arctant)Q}‘FOO 2

T > |, dome [J)=%

—+oo
et f(0) = / 0dt = 0. Or la fonction f est continue sur [0,1] (question Q15.) et de classe C! sur

0
10,1] (question Q16.), donc en considérant I'intégrale de f’ sur ]0,1] on a

7T2

fl@)de = f(1) = lim_f(z) = f(1) = f(0) = —

0 z—0t 8 '

ensuite, d’apres Q14. et Q17.

+o0 1 1 2
1 Inz , 0
Z(2n+1)2 _/o x2—1dx_/0 fla)de =&

n=0
X1 72
et finalement, en utilisant Q8. on conclut que Z — =
—n 6




