CORRIGE DE L’EPREUVE COMMUNE AUX ENS DE PARIS ET
CACHAN 2004

Partie 1
1) 1l suffit de majorer |¢|? par Ny (¢ )

Nz<w>=(/o%|< |2da:) (/ Nl de ) Y EN)

donc Cy = V27

2) Comme [p(z)[* < [p(2)[*Nu(i0)? alors

M) = ([ ol ar)

3) Comme ¢ est C! alors ¢ est égale & la somme de sa série de Fourier qui converge

1/4

< ( / ”|¢<m>\2dx> Nao(p)2

(. J/

Nao(p)1/2

1/4

normalement donc p = Y ¢,(p)e,.
neZ
e Si ||¢]ls = 400 l'inégalité est vérifiée pour tout choix de C(s).

e Si |l¢|ls < +o0 on écrit que |c, ()] = |en(@)|(1 4+ n?)*2x (1 + n?)~*/2 et on utilise
I'inégalité de Cauchy-Schwarz

2) < Jenle)] D el (L4 n2)ex [ (1 4n2)

neL ne’ neL

—C(s)

C(s) est bien défini car (1 +n?)7% ~ |n|7% avec 25 > 1.
Conclusion, on a Vo € C},., Neo() < C(s)|l¢]s-

[ 1 m .
4) c,(p) = —/ (7 — |z))e ™ do = — Re (/ (m—x)e™™ dm).
2m —r 0
Or [(m—az)e ™ de = (-2 - L 4 ”r) e Qo

n

o) — L e <_iem e

T n? n = n? T n?

=0 (7)),

prolongée a R

On a bien évidemment ¢ € C), et ¢ € H® pour s < 3/2 (|c,(@)|*(1 +n?)®

n—n2z si0<|z|<1/n
5 S it n = n U n - i n .
) Soit u () = /a(w) ol () = § o sil/n<z<2r—1/n

par 2m-périodicité. N (@) = v/n et Na(p) = 1 donc il ne peut y avoir de constante C'
telle que Noo(p) < C'Na(p).

6) Si ¢ € C,,, alors Y n*lca(p)]? converge (Parseval appliqué & ¢) donc Y (1+n2)|c,(p)]?
converge soit p € H*.

7) 1l suffit de prendre la fonction ¢ du 4). En effet ¢ € C),, et € H® pour s < 3/2.
8.1) Si ¢ € C=. alors, pour tout k € N, la série Y |e,(p)*n?* converge (Parseval

per
appliqué a ¢®),
(1+n?)° 2 2\s _ 2.2k
— 0 quand [n] — +00, |ea(9)[*(1+n?)* = O (Jea(p)[*n**)

et par conséquent ¢ € H® i.e. Cgfjr C H°.

Sik > s alors
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Soit < ¢, ¥ >= 3 cal)en(¥)(1 4 n?)*.

nGZ

len(@)en ()] < ch( )+ |en(¥)?] done 3 en(p)cn(¥)(1 + n?)* est absolument
convergente par consequent convergente.

(p, 1) =< p,1 >, est donc un produit hermitien (vérification immédiate).

On a ainsi répondu aux deux questions a la fois.

On pose g, = (1+n?)"*"%¢,, ¢pulgn) = (14+n%)7%/26,,,, donc ||gnls = 1 et si m # n,
< Gn, Gm >=0.

Montrons que Vect(gn;n € Z) est dense dans Cpg, pour |||

N
soit By = Y. < guy @ > Gn O < gn, 0 >o= (1 +n?)%cy(p). On a en fait

n=—N
N
Oy = > cu(p)en et on sait que p = > ¢, (p)e,. On en déduit que
n=—N nez
p—tn= Y @ =le-tuli= Y lele)2(+nd)y
[n|>N+1 [n|>N+1

ie. [ —@ylls — 0, donc Vect(gn;n € Z) est dense dans Cp2. pour ||.|s.
epp € Cpe, donc M, qui est visiblement linéaire est un endomorphisme.

done ey = 5 fewcsl)(1+ (n 4 )"

On suppose p # O (sinon c’est trivial).
e Sip+#+lalors 1+ (n+p)? < (1+p*)(1+n?) (car |p| > 2) donc

lepell? < (14 9)° D leal@)P(1+0%)* < (L+97)°|l0ll2

nez

e Sip=+1 alors 1+ (n+1)? < 3(1 + n?) donc

leppll2 <3° ) leal@)P(1+0%)" < 3|2

neL

Dans tous les cas on a || M,(¢)||s < K||¢l|s ce qui assure la continuité de M,

Si on prend ¢ = 1 alors lepell? = (1 + p?)* et par conséquent, pour p # +1,
sup{[[M,(0)lls, ¢ € Cpe + lleplls = 1} = (1 +p°)*%.

Si p = 1 on cherche la constante C' minimale telle que 1+ (n+1)? < C(1+n?) pour
1+ (z+1)>

2
tout n € Z. On étudie la fonction f(x) = T2 , fl(z) = 1+x2(1—x—x2)
:I:\/_ T | —00 X1 X9 +00
qui s’annule pour x = ——— d’ou| f’ -0 + 0 - f présente
f1 1N / N1

#1 6 et si l'on restreint 1’étude a Z, le maximum de

5 S
f est a choisir entre f(1) = 5 et f(2) = 2 d’ou ||Mi(p)]ls < (—) |lolls valeur

. 1++/5
un maximum en rp = 5
2
. €1
atteinte pour ———.
. ledls o ,
On obtient, par symétrie, le méme résultat si p = —1.
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Partie 11

1.1) On a |a(x,n)cy(p)en(x)] < A(L+(n|)"|ea(w)]. Or ¢ € Cof, donc [cu(p)| = O (%)

1
pour tout k& € N. En particulier |¢,(¢)] = O ( +2) et Y a(x,n)c,(p)en(z) est
n'm nez

bien définie.

T, est évidemment linéaire.

Il reste & montrer que 7, est a valeurs dans Cp,, la périodicité étant immédiate, il
suffit donc de montrer que pour ¢ € Cp, alors T, € Cpx,..
La série Y a(x,n)c,(¢)en(x) Converge (normalement) Orla(z,n)cn(p)en(z)] =

Ocla(z,n)]c,(p)en(z) + ina(x,n)c,(v)e,(x) done
|0:[a(z, n)cn(p)en()]| < [Aox + Alnl] [ca(@)|(L + |n)™

1
i.e. comme |c,(p)| = O (HTH) on a convergence normale de cette série donc
n

T, est continiment dérivable. On obtiendrait, a ’aide de la formule de Leibniz
une majoration comparable pour la série Y 9%[a(x, n)c,(¢)en(z)] et ceci permet de
conclure au caractere C* de T,(y).

1.2) Si ¢ € Ck, alors nPc,(p) — 0 (lemme de Lebesgue appliqué & o)) donc, si

p >m + 2 alors T, est correctement définie et est dans CJ,,.

2) On sait qu'une fonction périodique continue est bornée sur R ce qui entraine que
la(z,&)| < |lallo. De méme V3 € N, [020¢a(z,€)| = [o?(z)] < [[a’[|s donc a est
un symbole d’ordre 0.

(Top)(x) = a(z) > en(p)en(x) = a(z)p(x) car ¢ étant de classe C™ est égale a la
neL
somme de sa série de Fourier.

3) On a la(z,&)| = €] < 1+ €] et |Fea(x,&)] =1 = (1 + €)', les autres dérivées étant
nulles on peut conclure : a est un symbole d’ordre 1.

¢ (Tiep)(w) = 2, incalplen(w) = ¢'(x).
o (Tey)(z) = % n’en(@)en(r) = —¢"(x).

nez
4.1) x v+ a(x,§) est C*, 2m-périodique donc

(ip)*a(p, €) = %/0 ﬂag’ja(:c,f)ep(—x) dz.

Or m =0, a = 0 donc |0Fa(z,&)| < Agy Aot |plFla(p, &)| < Ao et par conséquent

1+ |ph™a(p, ﬁ: ( >Ip|’“ la(p, ¢ kz ( )Ao,k
S

k=0
—Ayn
i Ay
soit [a(p, §)| < A+
4.2) (Ty,0)(y) = > a(p,n)cu(@)en(y) qui est une série absolument convergente car

nez
A,

a(p, n)en(@)en(y)] < m

[en ()]



4.3)

4.4)

CORRIGE DE L’EPREUVE COMMUNE AUX ENS DE PARIS ET CACHAN 2004

et > |en(e)| est convergente car ¢ est C*°. On a donc
nez

(Ty,0)(y)| < 1+|p| 2 lenle)

nez
=d
et par conséquent ) [(Tr,¢)(y)| est absolument convergente.
On peut alors appliquer le résultat le résultat 1 du préliminaire (on vient de voir la

convergence absolue de la premiere somme et la majoration de |a(p, n)| uniquement
en fonction de p permet d’avoir la convergence de la deuxieme somme) :

> e (Tre)y) =) <Z ep(y)alp, n)cn(w)en(y))

PEZ PEZ \n€Z
= <Z n)ep(y) ) ea(9)ea(y)
nez ?EZ |
~a(y.n)

D.S.F. de y — a(y,n)

= Tup(y)
La formule du 4.2 nous donne le développement en série de Fourier de T, donc,

A

en appliquant Parseval, [T} ¢||§ = > |a(p,n)*|ca(¢)]?. Or |a(p,n)| < —NN

2

N 2
WH@HD-

Si on prend N > 2, la série ) ||Ty,¢||o converge et, par généralisation de I'inégalité
PEZL
triangulaire, on obtient a ’aide de la formule du 4.2 :

ITaello < D llen(Ts,2llo

done [|T}, ¢lf§ <

pez =HTfpga||o
Z 5 lello
= 1+| )2

:CO

On a vu au L.8.4 que || M,(¢)||s < K,|l¢|ls ot K, = (1+p*)"* sip # £1. On a
ainsi ||e, (T, ©)||ls < K| T, ¢lls- on choisit N > s+ 2 alors

ITs002 = la(p, ) |ea(e) P(1+ n?)*
neL
Ay 2
= (1+ |p|>2NHSOHS
K

1
et comme N ~ Pl qui est le terme général d’une série convergente alors

ITuplls < Y Kl Thells <ZK (1+| v lells-

PEZL

J/

:CS
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1
5) Ty = S (1 + in)ey(p)e, done (Tp) tp = 3 —cn(p)e, et plus généralement
nez nez 1 +1in
1
W (Tymg) = ———— dio
cn(Ty ) At i) olt
. a(x,n)
[Tu(Ty) ") = ) mcn(@@n
neL
1 m
somme bien définie car % < % — Aet ) |cn(p)| converge.

Soit ¥ = (Tp)™p = > (1 +in)™c,(p)e, alors Top = To(Ty) ™) = > ar(z,n)e,(¥)e,

nez nez
ou ay(x,§) = % = a(z,§)(1 + €)™,
e Montrons que a; est un symbole d’ordre 0.
— Commencons par un lemme : VI € Z, % < H,.
En effet, la fonction £ +— ((11:_—§|§)|l>/12 est continue sur R et admet une limite

en too.
= lai(z,§)| < AHp.
- afé?gal(:v,g) = Za: (Z) (858?"“&(3:,5)) (—=m) (... ) (=m—k+1)i*(1+i&)"mFk
k=0
donc

1+ ’£|)m+k—o¢

\m’erk
< <Z Ba,kAak,ﬁHerk) (1 + ‘5’)7(1'

k=0

’afa?al($7 5)‘ S Z Ba,kAafk,ﬁ (
k=0

e On obtient finalement ||T,¢|ls = |[(To(Ty) ™) ¢|ls < Cs||¢|ls (cf. question 4.4) et
1112 = 22 (14 n*)"en(@)Px(1+n®)* = o)l

nez
Conclusion : on a ainsi prouvé que ||T,¢lls < Csl|@||s+m-

6) C’est la méme démonstration... B

Partie 111
1) On note ag(x,&) = dFa(x, €) et by(x,&) = 0"b(x,£). On a donc

| an(w, &) < Ayp(L+ D)™ et [9gbn(w, )] < Bsn(1+ €)™

Qo (g, b (,€) = 3o () Ob(an(a, )08 (bl ) soit
i=0 \k

|a§a(ak($,f)bh<£€,£))| < ( (]O;) Al,kBal,h> (1+ ‘f’)m+m’fa

\l: 7

~~
=Ca,k,h
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et par conséquent

B
02 ale, (2, ) = Y- (] )0 anlo 100
k=

0

B
W%mme;Z@@WJHWW“

=

J/

-~

=Dap

ie. a(x,&)b(z,£) est un symbole d’ordre m + m' (la périodicité par rapport a x et le
caractere C* étant immédiats).

2) (Tapp)(x) = > alz,n)b(x,n) co(p)en(x) et (Top)(x) = 3 b(n)en(p) en(x) dol

ez S——— nez
=a(z)b(n) =cn(Thyp)
(To(Typ)) () = > a(@)b(n)ea(p)en(®) = (Tup)(x)
On a ensuite (T,p)(z) = a(x)p(z) (I1.2) donc (T,(TLp))(z) = zezzb(n)cn(agp)en(a:) et il
n’y a aucune raison pour que ¢, (ap) = a(n)c,(¢), prendre par exemple a = ey, b(§) = i§

a(n
et o =1 alors Tyy(p)(x) = 0 et Ty o Ty(p)(x) = ie™.
3.1) b(z,m) = 3 b(n,m)e, dott Typ = 3 (Z B(n,m)e@) Cm(©)em.

nez meZ \nez
Soit f(z,m) = b(z,m)em—_p(x)cm(p), la série > f(x,m) converge normalement car
|f(z,m)| = |b(z,m)].]em(@)| < A(L+ |m|)™ |em(p)| (donc on a aussi convergence
simple) et, toujours grace a cette derniere majoration, » | fo% | f(xz,m)| dx converge.
On peut alors utiliser le résultat 2 :

/ (Z b(x,m)en(z m(gp)) e_p(z)der = Z (/o ﬂb(m,m)em,p(x) dx)cm(go)

meZ MmEZL —~ v
=27b(m—p,m)
Qo ¢,(Typ) = 3 b(n,m)em ().
m+n=p
On a alors
T(Tye)(x) = <Z b(m — p,m)cm(p )) a(z, p)ep(x)
PEZ \MmEZL
1 2 ]
= Z Zb m — p,m)a(x, p)ey(x )2 / p(z)e”"™ dz | résultat 1
meZ \pez TJo
2
Z/ clz,m)e™ () dz
mEZ

en utilisant le résultat 2 + une translation sur 'indice p.
q
3.2) On écrit a(z, &) = > ay(x)EP, la formule du 3.1 donne

p=0

Tu(Typ) (@) = Y ez, m)en(@)em(r) = (Tp) ()

meZ
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et

Z Z ap(z)(n +m)Pb(n, m)e™™

p=0 neZ
q P . .
DI (Z) b+, )
p=0 neZ k=0
q
:Zap Zmkankbnm wn
p=0 nGZ

P!
—Zk—k'a’; z,m) Yy ay(z)mPF———

d’ou la formule proposée

Applications

1) 11 suffit de prendre a(z,§) = f(2)§* + g(z). a(z,§) est un symbole d’ordre 2.

2) a ' (z,&) = m est définie car my = ;relﬂg\f(az)\ = 1[¥)1f2 ]\f( z)| = f(zo) >

(borne inférieure atteinte sur un compact), de méme m, = 1ang lg(z)| > 0.
Te

a~! est C™ et 2m-périodique.
Montrons que a~! est un symbole d’ordre —2

on pose b = a~!, on obtient alors d,b(x,&) = % et Oeb(z,§) = %
Por(x,8) = —f'()6 — ¢'(2), Pro(x,§) = =26 f(x) et D(x,&) = f(x)§? + g(x).
Par récurrence sur a + 3 = n, on suppose que 8580‘ b(x, &) = Df:f+(x% ou P, 5(z,§)

est un polynome de degré < 2n en ¢ dont les coefficients sont des fonctions de Cp, ..
OaPop(x,§)D(2,§) — (n+ 1) Pap(,§)0:D(x,§)
G+1 o — B8 B
9y T Ogb(z, §) D (1)
OcPo g, §) D(x,§) — (n+ 1) Po g(, §)0c D(x, §)
8 Aatl o 8, 8§)0
00 ¥ 8) = D2(,)

les polynomes sont bien de degré < 2n + 2.
2n

Si on écrit P, g(x,€) = > a,(x)&P alors

p=0

Z |ap(@). 117

(mf€2_|_m )n+1
> 4, lel 1
<G O (e)
- (mf§2+mg)n+l 62

|000¢b(x, €)| <

et on vérifie bien que



8 CORRIGE DE L'EPREUVE COMMUNE AUX ENS DE PARIS ET CACHAN 2004
si on appelle A, = sup |a,(z)| qui existe car a, est périodique.
z€eR

On peut alors conclure que b = a~! est un symbole d’ordre 2.

3) Si on pose p; = T,-179 (qui est bien défini grace au I1.1.2), il suffit de montrer que
Ta<,01 - ¢ S H1~
On rajoute ’hypotheése Y |, ()] converge (ce qui permet de définir T1)).

neL

Or, vu la question IT1.3.2 on a 7,7,-1 =T, ouc=1+4d, et
A, €) = —26f() LEFEL@) ) Q0@ +EF @)~ (6"(@) + E1"()9(x) + ()

(9(x) + & f(2))? (9(z) + & f(x))?

5 .

;)az‘(x)fZ
 (g(z) +Ef(x))*
Comme a la question 2 ci-dessus, on vérifie que d est un symbole d’ordre —1.
Si on reprend la question II.6 avec d a la place de a, m = —1 alors le résultat obtenu
se généralise au cas ol ¢ = 1) est dans CJ,, d’oti, pour s = 1, Tyth € H' et [Ty, <
Chllello-

Finalement on a Ty, — ¢ = Tipqtp — 0 = Typ € H.
4) On procede par récurrence, si on a construit ¢, pour p < n (vrai pour n = 1) tel que
T.pp — 1 € HP alors on pose @1 = Ty-1(¥ — Tupn) + . On a ainsi
Ta‘pn—&—l - TaTafl(l/} - Ta‘pn) + Tagpn - TaTa*”/) - TaTa*1 aPn + Tagon
= w + Tcﬂ/} - TdTa(pn

d'ott Tyoni1 — ¥ = Ty(¢b — Tapy). On utilise alors le méme argument qu’a la question
ci-dessus, ¥ — Ty, € H" donc Ty(¢yp — Typ,) € H™



