
CORRIGE DE L’ÉPREUVE COMMUNE AUX ENS DE PARIS ET
CACHAN 2004

Partie I
1) Il suffit de majorer |ϕ|2 par N∞(ϕ)2 i.e.

N2(ϕ) =

(∫ 2π

0

|ϕ(x)|2 dx

)1/2

≤
(∫ 2π

0

N∞(ϕ)2 dx

)1/2

=
√

2πN∞(ϕ)

donc C∞ =
√

2π.
2) Comme |ϕ(x)|4 ≤ |ϕ(x)|2N∞(ϕ)2 alors

N4(ϕ) =

(∫ 2π

0

|ϕ(x)|4 dx

)1/4

≤

(∫ 2π

0

|ϕ(x)|2 dx

)1/4

︸ ︷︷ ︸
N2(ϕ)1/2

.N∞(ϕ)1/2.

3) Comme ϕ est C1 alors ϕ est égale à la somme de sa série de Fourier qui converge

normalement donc ϕ =
∑
n∈Z

cn(ϕ)en.

• Si ‖ϕ‖s = +∞ l’inégalité est vérifiée pour tout choix de C(s).
• Si ‖ϕ‖s < +∞ on écrit que |cn(ϕ)| = |cn(ϕ)|(1 + n2)s/2×(1 + n2)−s/2 et on utilise

l’inégalité de Cauchy-Schwarz

|ϕ(x)| ≤
∑
n∈Z

|cn(ϕ)| ≤
√∑

n∈Z

|cn(ϕ)|2(1 + n2)s×
√∑

n∈Z

(1 + n2)−s

︸ ︷︷ ︸
=C(s)

C(s) est bien défini car (1 + n2)−s ∼ |n|−2s avec 2s > 1.
Conclusion, on a ∀ϕ ∈ C1

per, N∞(ϕ) ≤ C(s)‖ϕ‖s.

4) cn(ϕ) =
1

2π

∫ π

−π

(π − |x|)e−inx dx =
1

π
Re

(∫ π

0

(π − x)e−inx dx

)
.

Or
∫

(π − x)e−inx dx =
(
− ix

n
− 1

n2 + iπ
n

)
e−inx d’où

cn(ϕ) =
1

π
Re

(
− 1

n2
e−inπ − iπ

n
+

1

n2

)
=

1

π

1− (−1)n

n2
, c0(ϕ) =

π

2
.

On a bien évidemment ϕ ∈ C0
per et ϕ ∈ Hs pour s < 3/2 (|cn(ϕ)|2(1+n2)s = O

(
1

n4−2s

)
).

5) Soit ϕn(x) =
√
ψn(x) où ψn(x) =

{
n− n2|x| si 0 ≤ |x| ≤ 1/n

0 si 1/n ≤ x ≤ 2π − 1/n
prolongée à R

par 2π-périodicité. N∞(ϕ) =
√
n et N2(ϕ) = 1 donc il ne peut y avoir de constante C

telle que N∞(ϕ) ≤ CN2(ϕ).
6) Si ϕ ∈ C1

per alors
∑
n2|cn(ϕ)|2 converge (Parseval appliqué à ϕ′) donc

∑
(1+n2)|cn(ϕ)|2

converge soit ϕ ∈ H1.
7) Il suffit de prendre la fonction ϕ du 4). En effet ϕ ∈ C0

per et ∈ Hs pour s < 3/2.

8.1) Si ϕ ∈ C∞per alors, pour tout k ∈ N, la série
∑
|cn(ϕ)|2n2k converge (Parseval

appliqué à ϕ(k).

Si k > s alors
(1 + n2)s

n2k
→ 0 quand |n| → +∞, |cn(ϕ)|2(1 + n2)s = O

(
|cn(ϕ)|2n2k

)
et par conséquent ϕ ∈ Hs i.e. C∞per ⊂ Hs.
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Soit < ϕ,ψ >s=
∑
n∈Z

cn(ϕ)cn(ψ)(1 + n2)s.

|cn(ϕ)cn(ψ)| ≤ 1

2
[|cn(ϕ)|2 + |cn(ψ)|2] donc

∑
cn(ϕ)cn(ψ)(1 + n2)s est absolument

convergente par conséquent convergente.
(ϕ, ψ) 7→< ϕ,ψ >s est donc un produit hermitien (vérification immédiate).
On a ainsi répondu aux deux questions à la fois.

8.3) On pose gn = (1+n2)−s/2en, cm(gn) = (1+n2)−s/2δm,n donc ‖gn‖s = 1 et si m 6= n,
< gn, gm >= 0.
Montrons que Vect(gn;n ∈ Z) est dense dans C∞

per pour ‖.‖s :

soit ΦN =
N∑

n=−N

< gn, ϕ >s gn où < gn, ϕ >s= (1 + n2)scn(ϕ). On a en fait

ΦN =
N∑

n=−N

cn(ϕ)en et on sait que ϕ =
∑
n∈Z

cn(ϕ)en. On en déduit que

ϕ− ΦN =
∑

|n|≥N+1

cn(ϕ)en ⇒ ‖ϕ− ΦN‖2
s =

∑
|n|≥N+1

|cn(ϕ)|2(1 + n2)s

i.e. ‖ϕ− ΦN‖s → 0, donc Vect(gn;n ∈ Z) est dense dans C∞
per pour ‖.‖s.

8.4) epϕ ∈ C∞per donc Mp qui est visiblement linéaire est un endomorphisme.

ϕ =
∑
n∈Z

cn(ϕ)en ⇒ epϕ =
∑
n∈Z

cn−p(ϕ)en

donc ‖epϕ‖2
s =

∑
n∈Z

|cn−p(ϕ)|2(1 + (n+ p)2)s.

On suppose p 6= 0 (sinon c’est trivial).
• Si p 6= ±1 alors 1 + (n+ p)2 ≤ (1 + p2)(1 + n2) (car |p| ≥ 2) donc

‖epϕ‖2
s ≤ (1 + p2)s

∑
n∈Z

|cn(ϕ)|2(1 + n2)s ≤ (1 + p2)s‖ϕ‖2
s

• Si p = ±1 alors 1 + (n±1)2 ≤ 3(1 + n2) donc

‖epϕ‖2
s ≤ 3s

∑
n∈Z

|cn(ϕ)|2(1 + n2)s ≤ 3s‖ϕ‖2
s

Dans tous les cas on a ‖Mp(ϕ)‖s ≤ Ks‖ϕ‖s ce qui assure la continuité de Mp.
Si on prend ϕ = 1 alors ‖epϕ‖2

s = (1 + p2)s et par conséquent, pour p 6= ±1,
sup{‖Mp(ϕ)‖s, ϕ ∈ C∞

per : ‖ϕ‖s = 1} = (1 + p2)s/2.

Si p = 1 on cherche la constante C minimale telle que 1+(n+1)2 ≤ C(1+n2) pour

tout n ∈ Z. On étudie la fonction f(x) =
1 + (x+ 1)2

1 + x2
, f ′(x) =

2

1 + x2
(1− x− x2)

qui s’annule pour x =
1±
√

5

2
d’où

x −∞ x1 x2 +∞
f ′ - 0 + 0 -
f 1 ↘ ↗ ↘ 1

f présente

un maximum en x2 =
1 +

√
5

2
#1, 6 et si l’on restreint l’étude à Z, le maximum de

f est à choisir entre f(1) =
5

2
et f(2) = 2 d’où ‖M1(ϕ)‖s ≤

(
5

2

)s

‖ϕ‖s valeur

atteinte pour
e1
‖e1‖s

.

On obtient, par symétrie, le même résultat si p = −1.
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Partie II

1.1) On a |a(x, n)cn(ϕ)en(x)| ≤ A(1+ |n|)m|cn(ϕ)|. Or ϕ ∈ C∞per donc |cn(ϕ)| = O

(
1

nk

)
pour tout k ∈ N. En particulier |cn(ϕ)| = O

(
1

nm+2

)
et
∑
n∈Z

a(x, n)cn(ϕ)en(x) est

bien définie.
Ta est évidemment linéaire.
Il reste à montrer que Ta est à valeurs dans C∞per, la périodicité étant immédiate, il
suffit donc de montrer que pour ϕ ∈ C∞per alors Taϕ ∈ C∞per.
La série

∑
a(x, n)cn(ϕ)en(x) converge (normalement), ∂x[a(x, n)cn(ϕ)en(x)] =

∂x[a(x, n)]cn(ϕ)en(x) + ina(x, n)cn(ϕ)en(x) donc

|∂x[a(x, n)cn(ϕ)en(x)]| ≤ [A0,1 + A|n|] |cn(ϕ)|(1 + |n|)m

i.e. comme |cn(ϕ)| = O

(
1

|n|m+3

)
on a convergence normale de cette série donc

Ta est continûment dérivable. On obtiendrait, à l’aide de la formule de Leibniz
une majoration comparable pour la série

∑
∂β

x [a(x, n)cn(ϕ)en(x)] et ceci permet de
conclure au caractère C∞ de Ta(ϕ).

1.2) Si ϕ ∈ Cp
per alors npcn(ϕ) → 0 (lemme de Lebesgue appliqué à ϕ(p)) donc, si

p ≥ m+ 2 alors Taϕ est correctement définie et est dans C0
per.

2) On sait qu’une fonction périodique continue est bornée sur R ce qui entrâıne que
|a(x, ξ)| ≤ ‖α‖∞. De même ∀β ∈ N, |∂β

x∂
α
ξ a(x, ξ)| = |α(β)(x)| ≤ ‖αβ‖∞ donc a est

un symbole d’ordre 0.

(Taϕ)(x) = α(x)
∑
n∈Z

cn(ϕ)en(x) = α(x)ϕ(x) car ϕ étant de classe C∞ est égale à la

somme de sa série de Fourier.
3) On a |a(x, ξ)| = |ξ| ≤ 1 + |ξ| et |∂ξa(x, ξ)| = 1 = (1 + |ξ|)1−1, les autres dérivées étant

nulles on peut conclure : a est un symbole d’ordre 1.

• (Tiξϕ)(x) =
∑
n∈Z

incn(ϕ)en(x) = ϕ′(x).

• (Tξ2ϕ)(x) =
∑
n∈Z

n2cn(ϕ)en(x) = −ϕ′′(x).

4.1) x 7→ a(x, ξ) est C∞, 2π-périodique donc

(ip)kâ(p, ξ) =
1

2π

∫ 2π

0

∂k
xa(x, ξ)ep(−x) dx.

Or m = 0, α = 0 donc |∂k
xa(x, ξ)| ≤ A0,k d’où |p|k|â(p, ξ)| ≤ A0,k et par conséquent

(1 + |p|)N |â(p, ξ)| =
N∑

k=0

(
N

k

)
|p|k.|â(p, ξ)| ≤

N∑
k=0

(
N

k

)
A0,k︸ ︷︷ ︸

=AN

soit |â(p, ξ)| ≤ AN

(1 + |p|)N
.

4.2) (Tfpϕ)(y) =
∑
n∈Z

â(p, n)cn(ϕ)en(y) qui est une série absolument convergente car

|â(p, n)cn(ϕ)en(y)| ≤ A2

(1 + |p|)2
|cn(ϕ)|
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et
∑
n∈Z

|cn(ϕ)| est convergente car ϕ est C∞. On a donc

|(Tfpϕ)(y)| ≤ A2

(1 + |p|)2

∑
n∈Z

|cn(ϕ)|︸ ︷︷ ︸
=Φ

et par conséquent
∑
|(Tfpϕ)(y)| est absolument convergente.

On peut alors appliquer le résultat le résultat 1 du préliminaire (on vient de voir la
convergence absolue de la première somme et la majoration de |â(p, n)| uniquement
en fonction de p permet d’avoir la convergence de la deuxième somme) :∑

p∈Z

ep(y).(Tfpϕ)(y) =
∑
p∈Z

(∑
n∈Z

ep(y)â(p, n)cn(ϕ)en(y)

)

=
∑
n∈Z

(∑
p∈Z

â(p, n)ep(y)︸ ︷︷ ︸
=a(y,n)

)
cn(ϕ)en(y)

D.S.F. de y 7→ a(y, n)

= Taϕ(y)

4.3) La formule du 4.2 nous donne le développement en série de Fourier de Tfpϕ donc,

en appliquant Parseval, ‖Tfpϕ‖2
0 =

∑
n∈Z

|â(p, n)|2.|cn(ϕ)|2. Or |â(p, n)| ≤ AN

(1 + |p|)N

donc ‖Tfpϕ‖2
0 ≤

A2
N

(1 + |p|)2N
‖ϕ‖2

0.

Si on prend N ≥ 2, la série
∑
p∈Z

‖Tfpϕ‖0 converge et, par généralisation de l’inégalité

triangulaire, on obtient à l’aide de la formule du 4.2 :

‖Taϕ‖0 ≤
∑
p∈Z

‖ep(Tfpϕ‖0︸ ︷︷ ︸
=‖Tfpϕ‖0

≤
∑
p∈Z

A2

(1 + |p|)2︸ ︷︷ ︸
=C0

‖ϕ‖0

4.4) On a vu au I.8.4 que ‖Mp(ϕ)‖s ≤ Ks‖ϕ‖s où Ks = (1 + p2)
s/2

si p 6= ±1. On a
ainsi ‖ep(Tfpϕ)‖s ≤ Ks‖Tfpϕ‖s. on choisit N ≥ s+ 2 alors

‖Tfpϕ‖2
s =

∑
n∈Z

|â(p, n)|2.|cn(ϕ)|2(1 + n2)s

≤ A2
N

(1 + |p|)2N
‖ϕ‖2

s

et comme
Ks

(1 + |p|)N
∼ 1

|p|N−s
qui est le terme général d’une série convergente alors

‖Taϕ‖s ≤
∑
p∈Z

Ks‖Tfpϕ‖s ≤
∑
p∈Z

Ks
AN

(1 + |p|)N︸ ︷︷ ︸
=Cs

‖ϕ‖s.
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5) Tbϕ =
∑
n∈Z

(1 + in)cn(ϕ)en donc (Tb)
−1ϕ =

∑
n∈Z

1

1 + in
cn(ϕ)en et plus généralement

cn(Tb
−mϕ) =

1

(1 + in)m
d’où

[Ta(Tb)
−m](ϕ) =

∑
n∈Z

a(x, n)

(1 + in)m
cn(ϕ)en

somme bien définie car

∣∣∣∣ a(x, n)

(1 + in)m

∣∣∣∣ ≤ A
(1 + |n|)m

|1 + in|m
→ A et

∑
|cn(ϕ)| converge.

Soit ψ = (Tb)
mϕ =

∑
n∈Z

(1 + in)mcn(ϕ)en alors Taϕ = Ta(Tb)
−mψ =

∑
n∈Z

a1(x, n)cn(ψ)en

où a1(x, ξ) =
a(x, ξ)

(1 + iξ)m
= a(x, ξ)(1 + iξ)−m.

• Montrons que a1 est un symbole d’ordre 0.

– Commençons par un lemme : ∀l ∈ Z,
(1 + |ξ|)l

(1 + ξ2)l/2
≤ Hl.

En effet, la fonction ξ 7→ (1 + |ξ|)l

(1 + ξ2)l/2
est continue sur R et admet une limite

en ±∞.
– |a1(x, ξ)| ≤ AHm.

– ∂β
x∂

α
ξ a1(x, ξ) =

α∑
k=0

(
α

k

)(
∂β

x∂
α−k
ξ a(x, ξ)

)
(−m)(. . .)(−m−k+1)ik(1+iξ)−m−k

donc

∣∣∂β
x∂

α
ξ a1(x, ξ)

∣∣ ≤ α∑
k=0

Bα,kAα−k,β
(1 + |ξ|)m+k−α√

1 + ξ2
m+k

≤

(
α∑

k=0

Bα,kAα−k,βHm+k

)
(1 + |ξ|)−α.

• On obtient finalement ‖Taϕ‖s = ‖(Ta(Tb)
−m)ψ‖s ≤ Cs‖ψ‖s (cf. question 4.4) et

‖ψ‖2
s =

∑
n∈Z

(1 + n2)m|cn(ϕ)|2×(1 + n2)s = ‖ϕ‖2
s+m.

Conclusion : on a ainsi prouvé que ‖Taϕ‖s ≤ Cs‖ϕ‖s+m.
6) C’est la même démonstration...

Partie III

1) On note ak(x, ξ) = ∂k
xa(x, ξ) et bh(x, ξ) = ∂h

xb(x, ξ). On a donc∣∣∂γ
ξ ak(x, ξ)

∣∣ ≤ Aγ,k(1 + |ξ|)m−γ et
∣∣∂δ

ξbh(x, ξ)
∣∣ ≤ Bδ,h(1 + |ξ|)m−δ

d’où ∂α
ξ (ak(x, ξ)bh(x, ξ)) =

α∑
l=0

(
α

k

)
∂l

ξ(ak(x, ξ))∂
α−l
ξ (bh(x, ξ)) soit

∣∣∂α
ξ (ak(x, ξ)bh(x, ξ))

∣∣ ≤ ( α∑
l=0

(
α

k

)
Al,kBα−l,h︸ ︷︷ ︸

=Cα,k,h

)
(1 + |ξ|)m+m′−α
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et par conséquent

∂β
x∂

α
ξ (a(x, ξ)b(x, ξ)) =

β∑
k=0

(
β

k

)
∂α

ξ (ak(x, ξ)bβ−k(x, ξ))

∣∣∂β
x∂

α
ξ (a(x, ξ)b(x, ξ))

∣∣ ≤ ( β∑
k=0

(
β

k

)
Cα,k,β−k︸ ︷︷ ︸

=Dα,β

)
(1 + |ξ|)m+m′−α

i.e. a(x, ξ)b(x, ξ) est un symbole d’ordre m + m′ (la périodicité par rapport à x et le
caractère C∞ étant immédiats).

2) (Tabϕ)(x) =
∑
n∈Z

a(x, n)b(x, n)︸ ︷︷ ︸
=a(x)b(n)

cn(ϕ)en(x) et (Tbϕ)(x) =
∑
n∈Z

b(n)cn(ϕ)︸ ︷︷ ︸
=cn(Tbϕ)

en(x) d’où

(Ta(Tbϕ))(x) =
∑
n∈Z

a(x)b(n)cn(ϕ)en(x) = (Tabϕ)(x)

On a ensuite (Taϕ)(x) = a(x)ϕ(x) (II.2) donc (Tb(Taϕ))(x) =
∑
n∈Z

b(n)cn(aϕ)en(x) et il

n’y a aucune raison pour que cn(aϕ) = a(n)cn(ϕ), prendre par exemple a = e1, b(ξ) = iξ
et ϕ = 1 alors Tab(ϕ)(x) = 0 et Tb ◦ Ta(ϕ)(x) = ieix.

3.1) b(x,m) =
∑
n∈Z

b̂(n,m)en d’où Tbϕ =
∑

m∈Z

(∑
n∈Z

b̂(n,m)en)

)
cm(ϕ)em.

Soit f(x,m) = b(x,m)em−p(x)cm(ϕ), la série
∑
f(x,m) converge normalement car

|f(x,m)| = |b(x,m)|.|cm(ϕ)| ≤ A(1 + |m|)m′|cm(ϕ)| (donc on a aussi convergence

simple) et, toujours grâce à cette dernière majoration,
∑∫ 2π

0
|f(x,m)| dx converge.

On peut alors utiliser le résultat 2 :∫ 2π

0

(∑
m∈Z

b(x,m)em(x)cm(ϕ)

)
e−p(x) dx =

∑
m∈Z

(∫ 2π

0

b(x,m)em−p(x) dx︸ ︷︷ ︸
=2πb̂(m−p,m)

)
cm(ϕ)

d’où cp(Tbϕ) =
∑

m+n=p

b̂(n,m)cm(ϕ).

On a alors

Ta(Tbϕ)(x) =
∑
p∈Z

(∑
m∈Z

b̂(m− p,m)cm(ϕ)

)
a(x, p)ep(x)

=
∑
m∈Z

(∑
p∈Z

b̂(m− p,m)a(x, p)ep(x)
1

2π

∫ 2π

0

ϕ(z)e−imz dz

)
résultat 1

=
1

2π

∑
m∈Z

∫ 2π

0

c(x,m)eim(x−z)ϕ(z) dz

en utilisant le résultat 2 + une translation sur l’indice p.

3.2) On écrit a(x, ξ) =
q∑

p=0

ap(x)ξ
p, la formule du 3.1 donne

Ta(Tbϕ)(x) =
∑
m∈Z

c(x,m)cm(ϕ)em(x) = (Tcϕ)(x)
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et

c(x, ξ) =

q∑
p=0

∑
n∈Z

ap(x)(n+m)pb̂(n,m)eixn

=

q∑
p=0

∑
n∈Z

ap(x)

p∑
k=0

(
p

k

)
nkmp−kb̂(n,m)e

ixn

=

q∑
p=0

ap(x)

p∑
k=0

mp−k
∑
n∈Z

nkb̂(n,m)eixn

︸ ︷︷ ︸
= 1

ik
∂k

xb(x,m)

=

q∑
k=0

1

ikk!
∂k

xb(x,m)

q∑
p=k

ap(x)m
p−k p!

(p− k)!︸ ︷︷ ︸
=∂k

ξ a(x,ξ)

d’où la formule proposée

c =
∑
n≥0

(∂n
ξ a).(∂

n
x b)

inn!
.

Applications

1) Il suffit de prendre a(x, ξ) = f(x)ξ2 + g(x). a(x, ξ) est un symbole d’ordre 2.

2) a−1(x, ξ) =
1

f(x)ξ2 + g(x)
est définie car mf = inf

x∈R
|f(x)| = inf

x∈[0,2π]
|f(x)| = f(x0) > 0

(borne inférieure atteinte sur un compact), de même mg = inf
x∈R

|g(x)| > 0.

a−1 est C∞ et 2π-périodique.
Montrons que a−1 est un symbole d’ordre −2 :

on pose b = a−1, on obtient alors ∂xb(x, ξ) =
P0,1(x, ξ)

D2(x, ξ)
et ∂ξb(x, ξ) =

P1,0(x, ξ)

D2(x, ξ)
où

P0,1(x, ξ) = −f ′(x)ξ2 − g′(x), P1,0(x, ξ) = −2ξf(x) et D(x, ξ) = f(x)ξ2 + g(x).

Par récurrence sur α + β = n, on suppose que ∂β
x∂

α
ξ b(x, ξ) =

Pα,β(x, ξ)

Dn+1(x, ξ)
où Pα,β(x, ξ)

est un polynôme de degré ≤ 2n en ξ dont les coefficients sont des fonctions de C∞per.

∂β+1
x ∂α

ξ b(x, ξ) =
∂xPα,β(x, ξ)D(x, ξ)− (n+ 1)Pα,β(x, ξ)∂xD(x, ξ)

Dn+2(x, ξ)

∂β
x∂

α+1
ξ b(x, ξ) =

∂ξPα,β(x, ξ)D(x, ξ)− (n+ 1)Pα,β(x, ξ)∂ξD(x, ξ)

Dn+2(x, ξ)
et on vérifie bien que

les polynômes sont bien de degré ≤ 2n+ 2.

Si on écrit Pα,β(x, ξ) =
2n∑

p=0

ap(x)ξ
p alors

∣∣∂β
x∂

α
ξ b(x, ξ)

∣∣ ≤
2n∑

p=0

|ap(x).|ξ|p

(mfξ2 +mg)n+1

≤

2n∑
p=0

Ap|ξ|p

(mfξ2 +mg)n+1
= O

(
1

ξ2

)
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si on appelle Ap = sup
x∈R

|ap(x)| qui existe car ap est périodique.

On peut alors conclure que b = a−1 est un symbole d’ordre 2.
3) Si on pose ϕ1 = Ta−1ψ (qui est bien défini grâce au II.1.2), il suffit de montrer que

Taϕ1 − ψ ∈ H1.

On rajoute l’hypothèse
∑
n∈Z

|cn(ψ)| converge (ce qui permet de définir T1ψ).

Or, vu la question III.3.2 on a TaTa−1 = Tc où c = 1 + d, et

d(x, ξ) = −2ξf(x)
g′(x) + ξ2f ′(x)

(g(x) + ξ2f(x))2
+ f(x)

(2g′(x) + ξ2f ′(x))2 − (g′′(x) + ξ2f ′′(x))(g(x) + ξ2f(x))

(g(x) + ξ2f(x))3

=

5∑
i=0

ai(x)ξ
i

(g(x) + ξ2f(x))3
.

Comme à la question 2 ci-dessus, on vérifie que d est un symbole d’ordre −1.
Si on reprend la question II.6 avec d à la place de a, m = −1 alors le résultat obtenu
se généralise au cas où ϕ = ψ est dans C0

per d’où, pour s = 1, Tdψ ∈ H1 et ‖Tdψ‖1 ≤
C1‖ϕ‖0.
Finalement on a Taϕ1 − ψ = T1+dψ − ψ = Tdψ ∈ H1.

4) On procède par récurrence, si on a construit ϕp pour p ≤ n (vrai pour n = 1) tel que
Taϕp − ψ ∈ Hp alors on pose ϕn+1 = Ta−1(ψ − Taϕn) + ϕn. On a ainsi

Taϕn+1 = TaTa−1(ψ − Taϕn) + Taϕn = TaTa−1ψ − TaTa−1Taϕn + Taϕn

= ψ + Tdψ − TdTaϕn

d’où Taϕn+1 − ψ = Td(ψ − Taϕn). On utilise alors le même argument qu’à la question
ci-dessus, ψ − Taϕn ∈ Hn donc Td(ψ − Taϕn) ∈ Hn+1.


