MINES PONTS 2002 - PC - MATHS 1 (3 heures)

‘ Premiere partie

) F est la somme d’une série entiere , donc définie en 0. Vo # 0, hf;f(lf;l)l

(n+1)2 — 0 gd n — 400 donc la série converge pour tout x € R . De plus

F est de classe O™ sur R et Vo € R, F'(z) = +w% , F(x) =

n=1

S 271(271(717,1));”2“ . F est paire , V& > 0, F'(z) > 0 donc F est croissante
sur [0, 4+o00[; Vo € R, F”(2) > 0 donc F est convexe .

2) a) L = Antl) > q . (vp,) est croissante ; vg = 1 donc Vn, v, > 1 =

Vn 2n+1
1 4
a0z S @ay
+oo +oo +oo
4n 4r (2z)"
>0, Flz) <) ——z2" ——2?" =Y L — ch(2x) | F(x) < ch(2
Ve >0, F(z) < Z (2n)!x et Z (2n)!x Z @n)! ch(2x) () < ch(2x)
n=0 n=0 n=0
b) w£_:1 = 2("1;) < 1: (wy) est décroissante ; wy = 1 donc Vn, w, < 1=
1 4n
(nh)Z = (2n+1)!
—+oo —+oo
4n (2z)"HL
W 0, F(z)> — 2" et = —~ __ dou|F(x)> 222
z>0, F(z) ;(2n+1 ¢ Z 2n+1 ;230(2714-1)! ot | F(w)

B sh(2x)  [sh(4x) edr e 1
c) G(x)—\/ch(Qx) o —\/ P x — +o0o = G(x) ~ YT 2\/5\/5N o

‘ Deuxieme partie ‘

1) a) t — tFe~** est continue sur [0, +-oo[ et de la forme O (%) dt— 400
|

donc est intégrable sur [0, +oo[ . On intégre par parties : [, =

b) F' est continue sur R (somme de série entiere de rayon de CV infini) donc
t — F(t)e™™ est continue sur [0,+oo[ . V&t >0, 0 < F(t)e™ ™ < ch(2t)e !
et t — +00 = ch(2t)e ™ ~ LeP=®t Sig > 2t 17Dt est intégrable
sur [0, +o0o[ , donc t — ch(2t)e™ "t aussi (theoreme des équivalents) donc ¢ —
F(t)e™"" aussi (théoréme de comparaison) .

Vo >2, L(F)(x) = O+°O ( e %) e~ "tdt . Posons v, (t) = %e‘“

La série de fonctions > v, (t) CV sur [0, +oo[ et sa somme F(t)e %! est
continue sur [0, +00]

vn , v, € CO([0, +00) et v, (t) = O (%) qd t — +oo donc v, € L'([0, +00l)

Jp = O+OO lon ()| dt = +OO v (t)dt = (n!)ZI (n,)(f% . Utilisons le
critére de D’Alembert JT}“ (2"+2)(2"+1) — % qgdn— 4003 x>2= % <

(n+1)%z2
1= [ |0V

mO2mplcb.tex - page 1



On peut utiliser le théoréme d’intégration terme & terme . Donc L(F)(z) =
“+oo p+oo

n=0Jo  vn(t)dt et en conclusion : Vo > 2, L(F)(z) = = (71')(22%
(2n42)! jon+42 )
(Qn)! om [(n+1)!]2t _ 2(2n+ 1)t 2 4,2 (Qn)! om
IVt A0, st >0 et S pnr o — ==y A <1:>Z(n!)2t cv

(n!)?

Si 4t2 > 1, la suite Ei%); 2" est positive , croissante a partir d’un certain rang ,

donc ne tend pas vers 0 , donc la série > Ei%); t2» DV . En conclusion : | R = %

Rappel U IR TR HURSE SR o N -0 LR ) LA IS
appelons e £ Vu <)L 1, (L) = 31" g = 3 Z ) on
pose —% =12 dou: |Vt €] — 1 1], g(t) = \/11—4752
1SX@2n)! 1\ 1 1 -
2, L(F =— —= | - = —g(— L(F =
Do, 1P =13 0 (5) =) = [HOW =
e) t — B(t)e ™ = %G(Q_I)t est continue sur ]0,+oo[ , équivalent & %

qd t — 0 donc intégrable sur |0,1] . Quand t — +oo : si 2 — 2z < 0 alors
®(t)e™*" = O (%) donc intégrable sur [1, +-00[; si 2—z > 0 alors ®(t)e " > %
donc n’est pas intégrable sur [1, +oo] .

Conclusion : L(®) est définie sur ]2, 4+o00[. On fait le changement de variable
tu=/tlx —2) dou L(P)(x) = \/% f0+oo e du = | L(®)(z) = \/g

2) a) Par définition : g est intégrable sur ]0,4+o00[ si et seulement si |g| est
intégrable sur 0, +oo|

Soit wg € I(f) : t — |f(t)e %0t est intégrable sur ]0, +oo[ . Vo > z¢,Vt >
0, |f(®)e ™| < |f(t)e=®0t| donc t +— |f(t)e | est intégrable sur ]0,+oof ,
donc t — f(t)e™* est intégrable sur |0, +oo| et donc z € I(f) . On a donc :

w0 € I(f) = [wo, +00[C I(f) |

b) I(f) D et I(f) ZR donc Iy e Ritqy ¢ I(f) . YV € I(f) , >y sinon
on aurait [z, +o0o[C I(f) donc y € I(f) . Donc y est un minorant de I(f) . I(f)
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est une partie non vide et minorée de R donc I(f) admet une borne inférieure
, qu’on note a(f) . Par définition de la borne inférieure : y < a(f) = y ¢ I(f)
et & > af) = 3wo € I(f) tq a(f) < zo < x . [z0, +00[C I(f) donc x € I(f) .

En conclusion : | I(f) = [a(f), +oo ou I(f) =Ja(f), +oo]|

c) Soit (z,t) = f(t)e™* . pest continue sur Rx]0, +-00[ donc sur |a(f), +00[x]0, +o0[
Soit b > a(f) : YV > b, Vt > 0, |p(z,t)] < |pb,t)] et b € I(f) donc

t — (b, t) est intégrable sur ]0, +oo[ (hypotheése de domination) . On en déduit

que L(f) € CO([b, +o0[) . Or Voo > a(f), 3b tqal(f) < b < zo , donc L(f) est

continue au point zy . Donc ‘ L(f) € C°(Ja(f), —i—oo[‘
Si f est positive : af) <z < 2’ =Vt > 0, f(t)e ™t < f(t)e ™ =

L(f)(2") < L(f)(x) donc L(f) est décroissante ; et positive . Si a(f) € I(f) :

Vo € I(f), 0 < L(f)(x) < L(f)[a(f)]

d) i) D’apres les hypotheses : AM > 0 tq Vz €]a(g), +oo[, 0 < L(g)(x) < M
.OrvA >0, fOA g(t)e=*tdt < L(g)(x) (car g est positive) d’olt fOA g(t)e "tdt <
M

ii) (z,t) — g(t)e™®" est continue sur [a(g), +oo[x]0,4] ; alg) < =z =
g(t)e ™t < g(t)e= Dt .t s g(t)e 9 est intégrable sur ]0, A] car con-
tinue et équivalent en 0 & g(t) qui est intégrable sur ]0, A] par hypotheése .
Donc z +— fOA g(t)e=™dt est continue sur [a(g), +oo et donc x — a(g) =

fOA g(t)e *tdt — fOA g(t)e=®W@tdt . D’aprés i) : fOA g(t)e W@tar < M
Par définition de 'intégrabilité d’une fonction positive , on peut conclure
que t — g(t)e=*9)* est intégrable sur ]0, +oo[ donc que : |a(g) € I(g)

3) a) g(t) ~ h(t) en oo donc Ity tg t > t1 = h(t) < g(t) < 3h(t) =
$h(t)e™ < g(t)e=*' < 3h(t)e~*' donc x € I(g) < = € I(h) donc I(g) = I(h)
et a(g) = a(h)

b) D’apres 2) d) si a(h) ¢

=

( h) alors L(h) n’est pas bornée et comme elle
est décroissante  — a(h)

t

|

I
L(h)(z) — +00
Par ailleurs g(t) ~

(t) en
0tqt> A= |g(t) — h(t)| < 5h(t) (par hypothese , h est positive) . |L(g)(x) — L(h)(x)| =

+oo +oo A +oo c ot
[t = nonetat] < [ ) - ol tan < [Clato - wioletan [ Sne

A
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Posons C = fOA lg(t) — h(t)|e~*@tat (existence justifiée par : g — h intégrable
sur )0, A]) . |L 9)(x) — L(h)(z)] < C + & [T h(t)e*tdt < C + EL(h)(x) . Or
x — a(h)t = L(h)(z) — +oo donc 3§ > 0 tq alh) <z < alh)+6 = L(h)(z) >

L T
0= ‘LEZM 1| < 7o + 5

Enfin —&—~ — 0¢gd x — a(h)T donc 33 >0, 3 <6 tqa(h) <z <

L(h)(x)
ah)+ 8 = % <:f= ‘féi;g% - 1‘ < ¢ . Ceci prouve que ‘féigg% - 1‘ —

0gdx — a(h)™
En conclusion : ‘x — a(h)™ = L(g)(z) ~ L(h)(z) ‘

4) x — 27 = L(F)(x) ~ ﬁL(@)(m) . On peut conjecturer que F(z) ~

ﬁ@(m) en 400

‘ Troisieme partie ‘

1) a) Vt € R, |Zrei™| < hfl—l,n et Zlfl—l,n CV donc 3 2™ CV . k est
donc définie sur R , de plus supp |2—Temt| = hf# série CV donc la convergence
est normale donc uniforme sur R , Vn , t — %eint est continue sur R et
27-périodique donc k € CO(R) et est 2m-périodique .

On peut appliquer le théoreme de Parseval . Coefficients de Fourier de k :
Vp € Z, cp(k) = & 0277 k(t)e='dt . La CV est uniforme , on peut intégrer
terme & terme :

21 +00 e 1 +o00 o 21 21
/ Zeintemitgr = — Z — / el =Pt gp / Pty =
ol T or n! 21—~ n! Jo 0

Sip<0:cy(k)=0;8ip>0, cp(k) = Zr donc 3027 e (B) = 32055 é,)’; _

F(z)et Zp__oo lep(K))? = = 0277 |k(t)|? dt . Conclusion : fOQW k(t)]? dt = 27 F ()

b) k(t) = :i%(zenﬁ = explzeit] = explz(cost + isint)] = |k(t)]> =
e2zcost

) J, k()2 dt = f% e?reostit = [T e2reostdp = 2 [T 2 costt (par périodicité
et parlte)

Conclusion : | F(x) = %fo’r g2 cost jy

2) a) t — exp(x cost) est continue sur [0, ] donc intégrable . t — xexp(xt)y/1 —t
est continue sur [0,1] donc intégrable . ¢ — <REY et continue sur [0,1] ;
t—1= e’(pl—(iv? ﬁ , 3 < 1donct— e’(pl—\/(%t) est intégrable sur [0, 1] .

b) ha(z) = 2f0 exp[r(1 — u?)]du = 2¢e® fo Tt Lclé’ en posant 6 = u\/x .
fo _9d9—>—qu—>+oodonc ho(z \/_e qd £ — +0o0
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1 ea:t

1
c¢) Intégrons par parties : hg(z) = [%\/1 —t}o - Jo T%dt = —% +

>=ha(z) et ha(x) — 400 qd & — 400 donc | hg(z) ~ 5=+/Z e® qd & — +00

_ 1 1 1 1 1 1
d) vt € 0,11 ¥(w) = 1= [«1-# - \/zu_u)] - LA -5 =

2—(14u) _ 1 1 1 _ L V1—
OvVa TraVarviTe]  — VavimavarviTe S oavs - |[VEE€ 011, 0< |:\/1—u2 \/2(1—u):| s COvl-u
_ 1
(C - 2_’_\/5)

e) Faisons le changement de variable u = cost : hy(x) = fol exp(au) \/11_7du
hi(z) — = hg(l‘)‘ < fol e'CV1 —tdt < Chs(z) =

d’ott en utilisant d) :

V2
ha () hs(z) oo hs(@) 1
%_1 Scﬁm car ho(z) >0 Qd x — 400 : e ~ 2 — 0=

hi(z) ~ \/Lﬁhg(x) Dl hi(z) ~ Vs €’ qd x — 400

™ . 1 1 us
3) Fz) = ;/O plrcost gy ;hl(z%‘)-‘r;/ﬂ exp(2x cost)dt . Vt € [g,ﬂ'] ,cost<0,2>0

donc 0 < [ exp(2zcost)dt < Z ; hi(2z) — 400 qd © — 400 donc F(z) ~

Lh1(22) et finalement : | F(xz) ~ ﬁ% qd x — +oo | (résultat conjecturé en

1)
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