GCCP 2002 - Epreuve de mathémaiques 1- MP- Corrigé
Par M. TAIBI Professeur de MP* Lycée Moulay Youssef Rabat Maroc

Partie I : Généralités et exemples

1- Si P, = [[j_ouk , et comme les uy, sont des réels non nuls, alors #6- = w,

Si P,,),, converge vers un réel £ (£ # 0 par définion de la convergence de (Py,), ), alors (un = M)
converge vers 1. "

2- Ici (un)n est une site de réels qui converge vers 1 :

a) Par définition de lim w, =1 et pour ¢ = % , il existe ng € N tel que, pour tout entier n > ny,

n— o0
1

ona:|un—1|<5:%.Donc:ﬂnOEN,VnEN,n2nO:un21—%:§

n no—1 n no—1
b) Pour n entier > ng, écrivons [[ ux = ( 11 uk> ( I uk>. La quantité ] wug est un réel
k=0 k=0 k=n k=0

n n
non nul et ne dépond pas de n, donc les suites (H uk> et ( 11 uk> sont de méme
k=0 n k:no >n

=To

nature.

3- Ici u, > 0 pour tout n.
a) Pour tout n € Nyona: In(P, = [] ux) = > In(ug).
k=0 k=0
Donc (P,), converge vers £ >0 < (In(P,)), conerge vers e
< > In(uy) converge
n>=0

b) (H (1+ uk)> converge < > In(1 + uy,) converge.
k=0 n n>0

14

n
On sait que, lorsque ( T+ uk)> converge, u,, — 1, et par suite In(14wu,,) ~ u, et u, > 0,
k=0 n
d’ott > In(1 4+ uy,) converge < Y u, converge.
n>0 n>0

¢) On suppose ici 0 < u, < 1:
Si ( ﬁ (1- uk)> converge, alors Y In(1—u,,) converge . Mais u,, — 0 donc In(1 —u,) ~ —uy,
et _I;:nO< 0 pour chout n et apr suite Y u, converge.
Réciproquement : Si > u, converge, alors u,, — 0 et puis In(1 —uy) ~ —uy, , donc > In(1—wu,,)
converge. Mais 1 — u,, > 0 pour tout n, donc-question I-3- la suite kﬁ (1- uk)> converge.
=0 n

4- Nature des produits infinis

a) Ici u, = # €]0;1[ pour tout m > 1 et Y. u, converge (comparaison a une série de Rie-
mann).Donc [] (1 — uy,) converge.
nz=1

b) Ici u, = W?—; €]0; 1] pour tout x €] — 7, 7| et tout n € N* et > u,, converge (comparaison a
une série de Riemann).Donc [] (1 — u,) converge.

nz=1
¢) up = (1+ L)e~# > 0 pour tout & €]0; +oo et tout n € N*, donc In(u,) = —Z +In(1 + Z).
Pour x > 0 fixé, un développement limité donne : In(u,) = —% + (5 + O(#)) = O(#) et

par suite Y In(u,) est convergente (méme absolument convergente). Par la question I-3-a), le
produit [] w, converge.
nz=1
5- Application

a) Ona:2~In(1+2) mais J[T(1+4)=[] &2 =n+1— +oo, donc 3_ L diverge.
k=1 k=1
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o0
b) SipeN, p>2 alors Y 4 =1 = 577 (série géométrique de raison 5 €]0,1[).

n

) _ 1
(1__)(1__) (1pln), a:In(P,) = _k§11n(1 — p_k)' Comme

¢) Pour n € N*, posons P, =

N
Pn — 400, on a : -In(1 — pl—n) ~ 1%. Mais P, = 1 + % + ... > k21% ou N entier tel que
< N < ppy1, done (Py,),, diverge. et par suite ) # diverge.

Partie II : Développement eulérien du sinus et formule de Wallis

6- fo est 2m-périodique et tel que fo(t) = cos(at) si t € [—m, 7] , on a alors : f, est continue
sur R et de calsse C'! par morceaux, donc développable en série de fourier : f,(t) = % +
“+oo

> (ans,) cos(nt) + by (fa) sin(nt)) pour tout t € R.

n=

fa étant paire, donc b, (f,) = 0 pour tout n € N*.
Mais ao(fa) = 2 [ fa(t)dt = %ffa(t)dt = 2 [cos(at)dt = = [sin(at)]i=5 = 25%(:77) et pour
0

asinTacosm™n + ncosmTasinmTn =

2
7(—a?+n?)

S

n=l:a,(fa) =

% sin(ar).

™
J cos(at) cos(nt)dt =
0

2
7(—a2+n?)

. +o0
Donc Vt € [—m, 7], cos(at) = m{iiﬂ) + Z % sin(a) cos(nt), en particulier pour ¢t = 7, on a :
cos(am) 1 = 20
- =—+ Z —_—
sin(ar)  arw T
n=1
B
7- Soit x €]0, 7 fixé et g(t) = { cotan(t) — ¢ si t €]0, ]

0sit=0
1—t2/240(t? 2
Pour ¢ €]0,z], g¢(t) = zfns((:)) —1 N % -1 =1 [(1 -5+ O(tQ)) (1—o(t?) - 1}
=—L+4o(t
Donc lim g(t) = 0= g(0) et par suite g est continue sur [0, x].
—ot
La fonctlon t — In(sin(¢)) — In(¢) est une primitive de g sur ]0, 2] , donc pour « €]0,z], on a :
fa g(t)dt = In( sm( )) —In(z) — ln(sin(a)) + In(a).
Or ln(sm a) —In(a) =In(a — % o(a?)) — In(a) = In(1 — %2 + o(a?)) ~, %2
Donc
sin(a)
n(sinz) — In(a) = In( )
x
0
b) Pour ¢ €]0,x], avec a = £, ona: a € [0,£] C [0,1] et cot an(t) = cot an(am) = L + Z F(a oy
—+oo —+oo —+oo
donc g(t) = > ﬁ = % ﬁ =2t > m relation qui reste valable pour ¢t = 0.
n=1 n=1 "7z " n=1
2 2 2 +oo +oo 2 2 2
¢) D’apres I- la série > In(2-25%-) est convergente et In ( I1(1- 5= )> = > In(=55=5).
n=1 n=1

La série d’applications t — (152_2%772) convege normalement (donc unformément ) sur [0, z], pour

2t 2z 2z 2z AnTA IS :
x €]0, 7| car ‘(tZ—nZﬂ'Z) S e e ot Y. 5= converge. Le théoréme d’interversion des

symboles f et Z s’applique et on a :

Ofg(t Z f e dt = —i [In(n®m* — t2)]t - = —i (In(n?r? — 2?) — In(n?7?))
-io In(1 — W)
—In (ﬁiu - )>
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+oo
Donc [] (1 -

n

;”7272) = elo 90 ot par [ g(t)dt = In(222) on a :
0

n=1
—+oo 2 .
1—[(1 oz - sin
n2n? x

n=1

400 . /2
8- Application : Pour tout z = % €]0, 7], par la question I-....... ,on a : H1(1 — ) = s‘“:/TQ ) — 2

n=

Partie III : Formule de Weierstrass et constante d’Euler

9- Soit x €]0, +o0[ fixé.

a) L’application f : ¢+ e 1*~1 = e~te(@=1)In(t) egt positive et continue sur ]0, +oo|
Lorsque t — 0T : e7%*1 ~ L_ donc f est intégrable au voisinage de 0% ssi 1 — 2 < 1 ssi

tI—x>
x>0
Lorsque t — 400 : t2e 1%L = e~totl e 0, donc f est intégrable au voisinage de +oo.
—T 00
En conclusion : pour tout x €]0, +oo[ ’application f est intégarble sur |0, +oo] .
+oo
b) Avec I'(x) = f]o oo et ldt,ona: (1) = [ e 'dt=1.

0
¢) L’applcation g : (z,t) s e~ 121 = e~ te(*=1 () ot de classe C! (méme C°) sur ]0, +00[x]0, +oo[
et pour tout z € [a, b] C]0, +o0],

%(l‘,t)‘ = [In(t).e7"* | < [In(t)] e~  max(t*~1,¢71) < [In(t)] e "t + [In(t)| e 0" et

@(t)
¢ € L*(]0,4+oc[,R,) (somme de deux fonctions intégrables...)
Par le théoréme de dérivation sous le signe intégral, on a : I' est de classe C'! sur I'ouvert
10, +oo[ et IV (x) = f]o +OOHn(?ﬁ)e"fﬁz_ldlﬁ

10- Pour tout n =1, fu(t) = (1 = L)" X[ 400[(t) , t €]0, +00[ 01 X[ 4oo[ est la fonction caractéristique
de lintérvalle [n, +oo].

(1— Ly = etn0=3) gy > ¢
0 si0<u<t

(111(1 - 1)+ L) e*n(1=%) : pour tout ¢ €]0,n] :

a) Soit n € N*, pour ¢ €]0, 4o00[, posons g;(u) = { ,ona: gy(u) =

u—t

Or £ (h(w) =n(1 - 1)+ 715 ) = STy — G =~ <0
on a donc

U t +00

W (u) —

h(u) N[0

9't(u) +

gt (u) /

En particulier (f,,(t)), est croissante et comme lim f,,(t) = e~ %, on a : e~* — f,(t) > 0 pour
noo

tout ¢ €]0, +-o00[.

b) Soit x > 0 fixé. La sute de fonctions (f, ), converge simplement sur R’ vers ¢ — e~", et dominée
par t — e~ | donc la suite (g, : t — f,(t)t* 1), converge simplement vers t — e~ t*~1 et
dominée par ¢t — e '~ qui est intégrable sur R%, donc, par application du théoréme de
convergence dominée, on a :

n +oo +oo 400
lim [(1 — L) tdt =lim [ fo(O)t*'dt = [ lm f, ()" tdt = [ e " 'dt =T(x).

11- Pour n € Net 2 > 0, on pose : I,,(z) = [(1 —u)"u®Ldu.

Ct—
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a) Soit n € N*. Les applications V : u+ (1 —u)" et U : u— Lu® sont continue sur [0,1] et de

de classe C'! sur ]0; 1], donc une intégration par parties dans I,,(x) donne :

I(x) = jvww'(u)du — (OV)ws) f VI (u)U (u)du

n 1

o 1— n—1 zd
xof( w)" tutdu

n
—1,_ 1
- 1(z+1)

1
1
b) Avec Ip(t) = [(1 —u)%u'~tdu = 7 pour tout ¢ > 0,ona: I,(z) =224 —L _Jj(z+n)=

0
n!

(récurrence sur n). D’ou

[T (z+k)
k=0
n!
In(x) = m
I (x+ &)
k=0
¢) Le changement de variable linéaire u = % dans l'intégrale fon(l — %)"tz_ldt donne :
n 1 1
JA=Hrer=tdt = [(1—u)"n u* ndu = n® [ (1 —u)"u ' du = n"I,(z) = 42—
0 0 0 JI (@+k)
Par passage a la limite quand n tend vers +o0, on obtient :
1T
M) = lim_
B N CE )
k=0
12- Application :
a) Soit x €]0;1[, on a :
n n n n+1
[T@+k) [IQA—z+k) [T@+k) I (—x+k)
k=0 k=0 _ k=0 k=1
nln® nlpt—= n.(n!)?
(H (K? —x2)> z(n+1—1x)
_ \k=1
= 3
§ , :L(n) 2
(sz) [HTO-%)xn+1—2x) .
_ \k=1 k=1 o
= PRCIE car kl;llkz =n!
n 2 r(n+1—-x
- fla- gt
k=1 n
In—oo

Par passage a la limite quand n tend vers 400, on en déduit :
1 a x2
- _ 1

T)T(1—2) kI:[l( =2

1
b) Soit 2 €]0, 1[, avec t = z7 €]0,7[, on a : —x— =—1 = @) =
sH0-5)  fH0-g) 2 sin(m)

T

et par

suite ['(z)T'(1 — z) = —— =

2

n —+oo
¢) On sait que [(1— %)"tz_ldt - f e~t"t*=1dt. Avec le changement de variable ¢ — u = 2
0 el o
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(C'—diffésomorphisme de |0, n?] sur]0,n] ), ona: %)"tz_ldt =[/(1- %)”u%(l_l)‘i—“

o3,
—
—
[

= O3

O —=3°—=s3

—~
—
I

(1 tyryden du

N[ =

1
u\n, sr—1
)tuzt " du

n? —+oo
donc nlLrgO J(l—%)”tﬂv_ldt = 2T'(42) et par unicité de la limite, on a : J et tr-ldt = iT(ix)

. T
Pour =1, on obtient : [ e~ dt = 1I'(1).

Or (P(1))* =T(H)r(1 -

= o

400 5
)=~ =m dou [ e’ dtz\/TE.

sin(7. 5) 0

13- Constante d’Euler : Pour n > 2, u,, = f" 1 1dt — =

n

a) Ona:u, =In(n) —In(n—1) - 1 = —(111(1 ~ D4+l =—(-14+0(5)+1)=0(h) et
par comparaison de séries, > u, est absolument convergente, donc converge.

n k; n
b) Pourn >2,v, = Y ¢ —In(n) =1+ 22 - f %dt) =1 _kZQUk . Comme la série Y uy,
k= k—1 —
n)

converge, il en est de méme que la suite (v
On pose lim, v, = 7.

14- Formule de Veierstrass :

Pour £ >0et n e N*, on a: - = . Mais

—a(—7+ Y. Eto(1)
emel(n) — o AT ~ €7

n
7] e F.
k=1

1 H (z+k) n 400 +00 .
Donc —— =lim, %= = lim (m T+ %)) e = gem [T(1+ %) [[ e F

I'(z) CEy E=1 K1 K1
+oo ©
= ze™’ k]:[1(1 +£)e

15- Application :

a) Pour tout x €]0;1J; 1;,((;)) =—1_ 5+ Z wony - en effet :

—In(T(x)) = ln(r(ll)) In (me” H 1+ % _%> = In(z) + xvy + Z (111(1 + ) - %) .

Or les applications hy, : @ +— In(1 + £) — ¥ sont de classe C'* sur ]0 1] avec hl (z) = — e

et la série d’applications Y k!, converge localement uniformément sur ]0, 1], donc le théoréme
E>1
de dérivation terme A terme permet d’écrire :

FF((;)) —+7+Zdz(1n(1+ )—2) = %4-7—2_:1% et par suite

M) 1 x
T(2) __E_HI;/@(/CH)

+oo
b) D’aprés la question III-9-c), on a: [ e “In(t) =T'(1) et par III-15-a), on a :
0
- 1 _1_ 1 =1
I'(1) =T(1) (—1 —v+ Z k(k+1)> -Mais 7y = ¢ — 747 > done kzl oy = |

et par suite I(1) = —71"( ) —.
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En conclusion :
—+oo

/ e tIn(t) = —y
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