Centrale Maths PSI 2

I. Résultats préliminaires

I.A.1.a) L’ensemble  est un ouvert non vide. Soit (xg, o) un point de Q, il existe r > 0 tel que D((xq,y0),7) C Q. Pour 7’ =

Sh

si (z,y) €lzg — 1,20 + 7' [X|yo — 1, yo + 7’| alors |z — xo| < 7' et |y — yo| < 1’ de telle sorte que

2
(2, y) = (20, y0)l3 = (= — z0)* + (y — 90)* < 2" =+*

et donc |xg—1', zo+ 7' [x]yo — 1, yo+ ' [C D((x0,Yyo),r) d’ott la conclusion avec I =|axg—1',xo+7'[ et J =]yo—1', yo+7'[.

Petite boule autour de (o, yo)

LA.1.b) La fonction polynoémiale P s'écrit sous la forme Y xri<m ap zfy! = 30, (ZZL:_OZ akﬂck) y!. On note alors Py(z) =
k,1>0

ZZZOZ ay 2% pour écrire que P(z,y) = Po(z) + Pi(z)y + ... + Pn(x)y™.
Vu a), il existe I, J deux intervalles ouverts non vides tels que I x J C Q
e Pour chaque z € I, le polynome Py(z) + Pi(x)y + ...+ Py (2)y™ s’annule pour tout y € J donc posséde une infinité
de racines donc est le polynéme nul de sorte que Py(z) = ... = Pp(x) =0
e Pour chaque z € I, Py(z) = ... = Py (z) = 0 donc chaque polyndéme P; posséde une infinité de racines donc est le
polynoéme nul et par conséquent ax; = 0 pour tous les indices k, !

Bilan, P est bien le polynéme nul.

I.A.2) Ce résultat ne subsiste pas. La fonction polyndmiale P(x,y) =  — y s’annule sur la partie infinie Q = {(n,n)/n € N}
sans étre la fonction nulle.

I.B.1) Le polynéme P € P, si et seulement si P est une combinaison linéaire de la famille F,,, = (2*y!)s1i1<m donc P, =
k,leN

Vect ((ackyl) k+i<m ) Or la famille F,,, est de cardinal fini et vu IA1 cette famille est libre donc la dimension de P, est
k,leN
le cardinal de cette famille.

Nous devons donc dénombrer les couples (k,1) € N? tels que k + 1 < m.
e Nombre de tels couples avec k=0: m+1 (1 =0,1,...,m)
e Nombre de tels couples avec k =1 :m

o
e Nombre de tels couples avec k =m : 1
Total 1+...+(m+1) = w donc dim(Py,) = w
I.B.2) Le polynome P;(x,y) = x est de degré 1 et pour (x,y) € R?, 011 Py (z,y)+022 P1(7,y) = 04+0 = 0 donc P; est un polynome
harmonique. Le polynome P»(z,y) = 22 — y? est de degré 2 et pour (z,y) € R?, 11 Pa(x,y) + 02 Pa(1,y) =2 -2 =0
donc Ps est un polyndéme harmonique.
I.B.3.a) L’application de P dans P qui & P associe AP est une application linéaire (propriété de linéarité de 011 et Ja2).
L’ensemble des polynomes harmoniques, que nous noterons H, est Ker(A) donc est un sous-espace vectoriel de P.
I.B.3.b) La famille F,, = (mkyl) kri<m est libre d’aprés I.A.1.b et est génératrice de P,,, donc est une base de P,,. Pour tout
k,lEN
P e Py, AP € Pp_s donc Im(A,,,) C Pr,—2, par suite
o d’aprés le théoréme du rang dim(Py,) = rg(A,,) + dim Ker(A,,)



o rg(A,,) < dim(Pp,—2)
donc,
1 2 —1
dim(Ker(A,,) > dim(P,,) — dim(Py,—2) = (m + )2(m +2) - (m 5 Jm =2m-+1
I.B.3.c) Par I'absurde si H est de dimension finie alors pour tout m € N, comme Ker(A,,) C H on a 2m+ 1 < dim(Ker(A,,;)) <
dim(H) ce qui est absurde car la suite (2m+1),, n’est pas majorée. Par conséquent l’espace vectoriel H est de dimension
infinie.

I.C) Le polynoéme P(x,y) = zy vérifie AP = 0 donc est un polynéme harmonique et P¢(o,1) = f donc P convient.
Il est clair que f(z,y) = z* — y* = (22 — y?)(2? + y?)) = 22 — y? pour (z,y) € C(0,1), le polynéme P(x,y) = x? — 3>
est harmonique et Pl¢(o,1) = f donc le polynome P convient.
II. Quelques exemples d’applications harmoniques

II. A) La transformation (z,y) — A(z,y) + (2o, yo) est une homothétie, donc 'image d’un triangle est un triangle dont

les sommets sont les images des sommets du triangle initial. Sur la figure, le triangle ABC et son image, le triangle
A'B'C’.

\>
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II. B.1) Comme les fonctions 01 f et 92 f sont de classe C?, et que f est une fonction C? le théoréme de Schwartz implique
que Oz1f = Oiaf et Ooo1f = Oo12f = Or22f donc Ay f = 01(011f) + 01(022f) = 01(Af) = 0 donc 0 f est une
fonction harmonique, il en est de méme pour Os f.

II. B.2) Notons fx 24,4, la transformation (x,y) — (z0,yo) + A(z, y).

e si A =1 alors on reconnait une translation de vecteur (zq, yo)

o si A #letsi(zo,y0) = (%5, 125 ) alors fix oy, est une homothétie de centre (zc,yc) et de rapport A.
Soit (2',y") € Qg yo,x- 1l existe done (z,y) € Q tel que (¢/,y') = frwo.w0(Z,y). Comme Q est un ouvert, il existe
r > 0 tel que D((x,y),r) C Q et donc fxzgy(D((x,¥),7)) C Qugyo,r- O, fr,zo.yo €St une homothétie ou une
translation et I'image du disque ouvert D((z,y),r) est un disque ouvert de centre (', y’) ce qui prouve que Qg 4.2
est un ouvert.

. .. . -1 . . _
On peut aussi observer que dans tous les cas fy z,,y, €st une bijection, f)\’zoyy0 est une translation si A =1 ou une

homothétie si A # 1, donc f, 9160 4o €St une fonction continue et Qg yox =f3 9160 4o (§2) est un ouvert comme préimage
d’un ouvert par une fonction continue.
Il semblerait cependant que chacun de ces raisonnements soit hors programme et un retour a la définition quoique
possible me semble exclu pour des éléves de cette filiére.
II. B.3) En conservant les notations de I’énoncé, en notant ¢ : (z,y) — g(A(z,y) + (2o, y0)), pour (z,y) € Qg yo,A
b algo(xvy) = Aalg(A('rvy) + (1'0, yO))
o dup(z,y) = N011g(Nz,y) + (0, 40)) et de méme dazp(w,y) = Ad229(M,y) + (0, %0))
Et donc Ap(x,y) = A2Ag(A(x,y) + (20,0)) = 0 donc ¢ est une fonction harmonique.
II. C.1) En conservant les notations de 1’énoncé, pour (z,y) € R?\ {(0,0)},

° 61h1($,y) = I22sz2 et allhl(l',y) = %4"92 - %
° 62h1($,y) = IZQTny et aQth(.’L',y) = %4"92 - (z;i#)g
et donc Ahy(z,y) = 12;:-112 - % = 0 donc h; est une fonction harmonique R?\{(0,0)}. Puis comme hy = 3014

est de classe C? et donc vu IIB1, hy est une fonction harmonique.
II. C.2) Pour t € R, en notant 1; application de ’énoncé, pour (z,y) € R\ {(0,0)}

1— (2% +y?) — 1 — 2z cos(t) — 2ysin(t) 2cos(t)x  2sin(t)y
Yi(2,y) = 21 .2 =L 2 2
5ty ~~ z*+y x?+y
EH  —\— ——
eH €H



donc ¢, € H.

II. D.1) Pour (z,y) € D(0,1) et t € R, (z — cos(t),y —sin(t)) € R2\ {(0,0)} et N(z,y,t) = ¥¢(z — cos(t),y — sin(t)). Or 1,
est une fonction harmonique sur Q_ coq(¢),— sin(t),1 (avec = D(0,1)) donc vu IIB3, la fonction N; est harmonique
sur €2 cos(t),—sin(t),1+

II. D.2) La fonction ¢t — N(z,y,t) est continue sur [0, 27] comme sommes et quotients de fonctions continues (le dénomi-
nateur ne s’annule jamais).

II. D.3) Soient a, 8 € C et z = x + iy avec (z,y) € D(0,1),

—(l—zefit)(l—Zeit)—i_-a(l—ief't)+,6(1—ze7it)
(1—ze= ) (1—ze't)

-1+ 17;*“ + 17ﬁ

zelt

_ 6(1+|2|*—2Re(ze” ")) tatB—aze’ —Bze
- 1+|z]2—2Re(ze—t

—1-2°—y>+2Re(ze” ")) +a+B—aze’’—Bze
1—22—y2—2z cos(t)—2y sin(t)

Pour o = 8 = 1, on obtient que
B

1 — zett

14—

II. D.4) Comme (x,y) € D(0,1), |z| < 1 donc pour tout t € [0,27], |ze~%| = |ze!| = |z] < 1 et par suite,
° 1 — St ko—ikt o _ 1
1—ze—"t = k=0% € e T Zem
sur le segment [0, 27]
e Le théoréme d’interversion série intégrale s’applique donc et comme

= Z;SS zFeikt et dans les deux cas il y a convergence normale donc uniforme

2 2r sik=0
Vk € Z,/ ettt dt =
0 .
0 sinon

on obtient,

2 1 +00 o7 _—

——dt = )
| =X [ teta=a
k=0

de méme

dt = 27

/QF 1
o 1—ze®

1 2m 1 2 1
- dt + — —dt
27T/0 * 27r/0 1—ze™ it +

II1. Probléme de Dirichlet sur le disque unité de R?
IIT.A.1.a) Soit (x0,y0) € D(0,1). Il existe € > 0 tel que [zg — &,20 + €] X [yo — €, y0 + €[C D(0,1)] € D(0,1)

Par conséquent,
1 27 1 2 1

1— zeit

N(z,y,t)dt = dt=—-14+1+1=1

(a) Pour tout ¢ € R, la fonction & — N (z, yo,t) f(cos(t),sin(t)) est C? sur [zg — &, z0 + €]

(b) Pour tout x € [xo—e, zo+e¢], les fonctions t — N (x,yo,t)f(cos(t),sin(t)) et t — 01 N (x, yo,t)f(cos(t), sin(t))
sont continues sur le segment [0, 27] donc intégrables.

(¢) La fonction (z,t) — 011N (x,yo,t)f(cos(t),sin(t)) est continue sur le fermé borné [zg — &, 20 + €] x [0, 27)

donc est bornée, par conséquent il existe M € R tel que

Vo € [xg — &,20 + €],V € [0, 27],|011 N (x, yo, t) f (cos(¢), sin(¢))| < M

Le théoréme de dérivation sous le signe somme (version itérée) prouve alors que la fonction 2 — N (z,yo) est
de classe C? sur [zg — €, xo + €], en particulier la fonction N¢(x,y) posséde une dérivée partielle seconde par
rapport & = en (xg, yo), pour tout (zg,yo) € D(0,1) et

1

011 Nf(x0,yo) o

27

011N (zo, yo, t) f(cos(t), sin(t)) dt
0

et plus géralement pour tout indice ¢,j € {1,2},



1

az_]Nf(xmyO) 27T

/ i 0i; N (z0,yo,t) f(cos(t), sin(t)) dt

ITTI.A.1.b) Par linéarité de lintégrale, pour tout (x,y) € D(0,1)

ANy(z,y) = 5= fo% ON (z,y,t) f(cos(t),sin(t)) dt + 5= f Oaa N (z,y,t) f(cos(t), sin(t)) dt
= L [T AN (z,y. ) f(cos(t), sin(t)) dt

=0

donc la fonction Ny (et par conséquent ) est harmonique sur D(0,1).
II1.A.2.a) Pour t € R, (cos(t) — cos(tg))? + (sin(t) — sin(tg))? = 2 — 2 cos(t — to). Pour tout t € [0, 27,

2
t € I <= (cos(t) — cos(tg))? + (sin(t) — sin(tg))? < 6% <=1 — % < cos(t — to)

SiéZQalorsl—%S—l et 1§ = [0, 27).

Si0<d<2alors1— % € [-1,1] donc il existe « € [0, 7] tel que 1 — g = cos(a). Graphiquement, l'ensemble des
points (cos(t),sin(t)) pour les ¢ qui conviennent est représenté par un arc de cercle, de sorte que ’ensemble des ¢
qui conviennent sur [0, 27] est la réunion de un ou deux intervalles, selon la valeur de « et de ty. Sur la figure, 'arc
de cercle rouge correspond aux points qui conviennent, et les parameétres correspondants sur [0, 27] sont alors une

réunion de deux intervalles.

Etudions la fonction h : ¢ — cos(t) — cos(a), la fonction h est 2m-périodique et sur Uintervalle [0, 27], la fonction
h est positive si et seulement si ¢ € [0,a] U [2m — «, 27]. Par conséquent, cos(t — tg) > cos(a) si et seulement si
t —to € Upezl2km, 2(k + 1)7] U 2k — a, 2k7] et donc cos(t — to) > cos(a) sur [0, 27] si et seulement si

te U [to + 2km,to + a + 2k7] N [0, 27] U U [to + 2km — v, to + 2k N [0, 27]
keZ kEZ

Il existe au plus un indice k € Z tel que [to + 2km, to + 2(k 4+ 1)7] N [0, 27] # O et dans ce cas cette intersection est
un intervalle et donc ’ensemble

U [to + 2k, to + 2(k + 1)) N [0, 27]

kEZ

est un intervalle, de méme pour 'ensemble (J, o, [to + 2km — o, tg + 2ka] N [0, 2] et donc I§ est réunion de deux
intervalles (donc est un intervalle ou réunion de deux intervalles disjoints).
IIT.A.2.b) Soit € > 0. Par continuité de la fonction f sur C(0,1) il existe 6 > 0

[|(cos(t),sin(t)) — (cos(to), sin(tg))||2 < & = | f(cos(t),sin(t)) — f(cos(to),sin(tg))| < &’ = i



donc, en posant ¥ (z,y,t) = N(x,y,t)(f(cos(t),sin(t)) — f(cos(tg), sin(tp)))

U(@,y, t)N (2, y,t)(f(cos(t),sin(t)) — f(cos(to), sin(to))) dt| < N(z,y,t)|f(cos(t),sin(t)) — f(cos(to),sin(to))| dt
terd terd
<é N(z,y,t)dt
tely
<é WN(m,yJ)dt:Qﬂ'E':%
0
III.A.2.c) Avec les notations de I’énoncé,
2
[|(cos(t), sin(t)) — (cos(to),sin(tg))||2 = (z — cos(t))? + (y — sin(t))? < %
donc,
B 1—22—9? 4(1 — 2% —y?)
N@ 9. t) = s Ty — s = 52

III.A.2.d) La fonction f continue sur C(0,1) qui est un fermé borné, donc la fonction f est bornée et on note M =
sup;cp | f(cos(t),sin(¢))|. Soit € > 0, en notant ¥(z,y,t) = N(x,y,t)(f(cos(t),sin(t)) — f(cos(to), sin(to)))

< / (g, 1)) dt
te[0,2m|\ I3

< oM / N (2, 0)] dt
[0,27]\ I

M(1—x2—q?
<8 ( el )/ it
d t€[0,271\ I8

167 M (1 — 2% — y?)
< 52

Y(x,y,t)dt

te[0,2n]\ I8

Or, par continuité des fonctions polynémiales,

lim 1—22 —y?2=1-cos?(ty) —sin®(ty) = 0
(2,1)— (cos(to) sin(t0)) Y (to) (to)

donc il existe % >mn >0 tel que

. 167 M (1 — 22 — 32
1(,9) — (cos(to), sin(to))|> < 7 = — ((J v) <

| ™

d’oul la conclusion

IIT.A.3) Soit & > 0. Soit (x0,y0) € C(0,1). Il eX1ste to € [0, 27] tel que (zo,y0) = (cos(to),sin(tg))
* u(zo,y0) = f(cos(to), Sin(to)) 0" N(@,y,1) f(cos(to), sin(to)) dt
o u(@,y) —ulzo,y0) = 3= [;7 N ) f(cos(t), sin(t)) — f(cos(to), sin(to))) di
On pose pour la suite ¢(z,y,t) = (:I:, y,t)(f(cos(t),sin(t)) — f(cos(to),sin(tp))). Pour § fixé A2b et n fixé par A2¢
pour ||(z,y) — (2o, yo)||2 < ¢ et (x,y) € D(0,1)
|u($’ y) - u(‘TOa yO)l = |% f[g lﬂ(% Y, t) dt + % f[(),gﬂ—]\[g w(xa Y, t) dt

% ffg [$(@,y, )l dt + % f[o,27r]\1g [U(z,y,t)|dt

IN

e, £ _
s t3=¢

La fonction f est continue sur C(0,1) en (zo,yo), il existe donc § tel que pour (x,y) € C(0,1) vérifiant ||(z,y) —
($0a90)|‘2 < 517

lu(x,y) — u(wo,y0)| = |f(2,y) — f(xo,90)| < ¢



I11.B.1.a)

I11.B.1.b)

I11.B.2)

I11.B.3)

I11.C)

Si 6" = min(d, ") alors pour (z,y) € D(0,1) tel que ||(z,y) — (x0,%0)|2 < 8",

u(z,y) — u(zo,yo)| <€
La fonction u est donc continue en (g, yo) pour tout (0,90) € C(0,1). La fonction u est continue en tout point de
D(0,1) et de C(0,1) donc est continue sur D(0, 1).

Notons F,, : & — u,(z,9). La fonction F, est de classe C? au voisinage de Z. Supposons par I'absurde que
F!'(z) > 0, alors comme F (%) = 0 (car Z est un extremum local de F},) le tableau de variation de la fonction F,
au voisinage de T est

T X
E}(x) +

/ /
()| e
F (3)

n(

C’est absurde car Z est un maximum local. Par suite F/(Z) < 0.
Or comme u est une fonction harmonique Au,(Z,§) = Au(Z, g) + % = O11un (&, §) + Oa2un (Z,§) < 0 c’est absurde.
Ainsi, u, n’admet pas de maximum local sur D(0,1).

La fonction u,, continue sur le fermé borné¢ D(0,1) atteint sont maximum en un point (xg,y0) € D(0, 1), comme il

n’y a pas de maximum dans D(0, 1) nécessairement (zg,y9) € C(0,1) et pour tout (z,y) € D(0,1)

1 1
Un(z,y) < un(zo,y0) = u(ro,yo) + — = —
n o n
ce qui termine la preuve.
On en déduit que pour tout (z,y) € D(0,1) : u(z,y) < 0. En appliquant le méme raisonnement & la fonction —u,
on obtient que —u(z,y) < 0 et par suite que u(x,y) = 0.

La fonction u € Dy d’aprés IITA1b. Si v € Dy alors u — v est une fonction harmonique sur D(0, 1) qui est nulle sur
C(0,1) donc w — v = 0 ce qui prouve que Dy = {u}.

IV. Retour sur les polynémes harmoniques

IV. A.1)

IV. A.2)

IV. A.3)

IV. A.4)

L’application ®,,_o est clairement linéaire et si Q € Py,_o alors Q € P,, donc D, 2(Q) = AQ € Py,_s donc
Im®,, o C P,,_o. Il reste a étudier I'injectivité,

Q € Ker®,, o < AQ =0

dans ce cas Q est un polynéme harmonique, nulle sur C(0,1) car 1 — 2% — y? s’annule sur C(0, 1), vu la partie 111,
on en déduit que @) = 0 donc que @ = 0 sur 'ouvert D(0,1) et par suite que @ = 0 vu IAb. Ainsi ®,,_5 est un
endomorphisme injectif de P,,_2 donc un isomorphisme.

Le polynéme P € P,, donc —AP € P,,_o et comme ®,,_5 est un isomorphisme, il existe T € P,,_o tel que
—AP = ®,, o(T) de sorte que P + (1 — 22 — y?)T est un polynéme harmonique.

Il s’agit de résoudre le probléme d’inconnue f

f est harmonique sur D(0,1)

fieo,1) = FPo

En gardant les notations de IVA2, le polynome f = P + (1 — 22 — y?)T est un polynéme de P,,, harmonique sur
D(0,1) et tel que fic(o,1) = Pc donc convient. D’aprés I11C, I'ensemble Dp. n’a qu'un seul élément ce qui prouve
P'unicité de f.

Il existe un polynoéme T de degré 1 tel que Q(x,y) = 23+ (1 — 22 —y?)T'(x,y) est harmonique. Le polynome T'(z, )
est de la forme ax + by et donc AQ(z,y) = (6 — 8a)x — 6by, de sorte que @ est harmonique si et seulement si a = %
et b =0. On obtient donc Dp,, = {a® + 3(1 — 2* — y?)z}.



IV. B.1)

IV. B.2)

IV. B.3)

V. C.1)

V. C.2)

Soit P € P. Il existe m € N avec m > 2 tel que P € P,, et donc il existe un polynéme -7 € P,,_o tel que
H = P—(1—2?—y?)T est harmonique et donc P = H + (1 — 2% — y?)T. Si les polynomes Hj, Tjconviennent aussi
alors H — Hy = (1 — 22 — y?)(Th — T) est un polynéme harmonique sur D(0, 1) nul sur C(0, 1) donc est nul, ainsi
H = H; et par suite T' = T} ce qui prouve 'unicité de la décomposition.

Considérons l'application ¢ de P, dans P,, 2 donnée par ¢)(P) = AP. C’est une application linéaire et si P € Py, —a,
il existe Q € Py,_2 tel que @, 2(Q) = P et (1 — 22 — y?)Q € Py, donc P = ((1 — 2% — ?)Q). L’application ¢
est surjective. Comme H,,, = Kery, le théoréme du rang implique que

dimH,, = dim P, — rg(¢y) = dim P,,, — dim P,,—o = 2m + 1

On sait que dim Hz = 7.

Un polynéme hamonique de degré 0 est : 1

Deux polynémes harmoniques de degré 1 sont = et y

Deux polynémes harmoniques de degré 2 sont zy et z? — ¢

Deux polynémes harmoniques de degré 3 sont 3 + 2(1 — 22 — y?)z et y> + 2(1 — 2?2 — y?)y

La famille constituée de ces sept polyndmes harmoniques est libre (facile a vérifier) de cardinal 7 donc est une base
de Hs.

Considérons I’ensemble des n + m — 1-uplet constitué de 0 et de 1 avec exactement n — 1 apparitions de 1. Pour
chaque n uplet (i1, ...,i,) tel que iy + ...+ i, = m on associe le n + m — 1-uplet (e1,...,€p4m—1) défini par

® i1 = Eiytip42 = o = Eigdotin g tn—1 = 1

e pour les autres indices ; =0
cette application est une bijection de {(i1,...,i,) € N"/i; + ...+ i,, = m} dans Pensemble des n + m — 1-uplet

constitué de 0 et de 1 avec exactement n — 1 apparitions de 1. Un tel n + m — 1-uplet est entiérement déterminé
par le choix d’une partie de [1,n +m — 1] de n — 1 éléments qui correspond aux indices ot sont les 1, il y a donc

(ner*l) = ("1 tels éléments.

n—1

La famille (zzll ... z;") i1 +..+in<m est une base de Py, et donc la dimension de Py, est le cardinal de I'ensemble des

i1,..yin EN
(i1,...yin) EN" tel que iy +...+i, <m .Illya (n+$71) tels éléments avec i1 + ... + i, = m, (”*272) tels
éléments avec i1 +...+i, =m—1, ..., (”81) tels éléements avec i1 4. .. +4, = 0 et donc dim(Pp,) = >, (”Jr,l:*l)

Le raisonnement de IV B2 s’applique encore, on peut montrer de méme que tout polynéme P € P s’écrit de maniére
unique

P(xy,...,xn) = H(zy,...,20)+ (1 — 22 — ... —22)Q(z1,...,2,)

avec H harmonique (i.e. 911 H + ...+ O H = 0) et donc
m m—2
. n+k—1 n+k—1 n+m-—1 n+m-—2
dlm(%’")_kz_o( k )_kz_o( k )_< m )+( m1)

Pour n = 2, on retrouve (mntl) + (m’ﬁl) =m+1+4+m=2m+ 1 comme il se doit.



